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PREFACE. 


L'Ouvrage  dont  je  public  aujourd'liui  la  premiere  Partie  esl 
le  resume  des  Lecons  que  j'ai  fakes  a  la  Sorbonne  pendant  les 
hivers  de  1882  a  1880.  JTavais  commence  Pexposition  de  la  Tlieorie 
des  surfaces  dans  le  but  unique  d'y  trouver  des  applications  nou- 
velles  de  la  theorie,  si  Yaste  et  si  pen  connue,  des  equations  aux 
derivees  partielles.  Je  comptais  consacrer  une  annee  a  peine  a  cet 
cnseignement;  mais  1'interet  du  sujet,  et  aussi  les  demandes  de 
mes  auditeurs,  m'ont  entraine  bien  au  clela  des  limites  que  j1a\7aib 
primitivement  fixees. 

Ce  premier  Volume  comprend  trois  parties  distlnctes.  Le  pre- 
mier Livre  traite  des  Applications  a  la  Geometric  de  la  theorie 
des  inouvements  relatifs ;  j'aurai  a  revenir  sur  les  propositions 
qui  y  sout  exposees,  dans  la  partie  ou  seront  etudiees  plus  Lard, 
avec  tous  les  details  necessaires,  les  belles  formules  de  M.  Go- 
dazzi.  Le  second  Livre  contient  Tetude  des  differents  systejnes 
de  coordonnees  curvilignes.  J'y  considere  successivement  les 
systemes  a  lignes  conjnguees,  dont  1'etude  a  ete  trop  negligee,  les 
lignes  asymptoLiques,  les  lignes  de  court  tire,  les  systemes  ortlio- 
gonaux  et  isothermes. 

Le  Volume  se  termine  par  la  Theorie  des  surfaces  minima  ou 
j'ai  mis  a  profit  les  travaux  si  remarquables  publics  par  d'eminents 
geometres  dans  ces  dernieres  annees.  Elle  forme  a  peu  pres  la 
moitie  de  ce  Volume;  sauf  les  trois  derniers  Cliapitres  qui  ont  ete 
rediges  au  moment  de  Timpression,  elle  a  ele  enseignee  a  deux 
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reprises  differ  en  Les,  en  1882  et  i885.  Une  on  deux  questions  im- 
porlanles  y  ont  cte  omises;  elles  seront  mieux  a  leur  place  dans 
la  suite,  quand  j'aurai  clonne  les  propositions  generates  airxquelles 
on  pent  les  rattacher. 

Suivant  son  habitude  constante,  M.  Gauthier-Villars,  apres 
avoir  accueilli  cet  Ouvrage,  aapporte  tous  ses  soins  al'impression  ; 
qu'il  receive  ici  mes  plus  vifs  remerciements;  je  clois  aussi  les 
adresser  a  mes  auditeurs,  qui  ont  desire  voir  ces  Lecons  public es, 
et  plus  particulierement  a  nn  de  nos  jeunes  geometres,  M.  G. 
Kccnigs,  Maitre  de  Conferences  a  1'Ecole  Normale,  qui  a  bicn 
voulu  m'aider  dans  la  revision  des  epreuves. 

i4  juin  1887. 


THEORIE  GMRALE 

su:i:?Ac:ss. 


PREMIERE  PARTIE. 


LIVRE  I. 

APPLICATIONS   A   LA   GEOMETRIE   DE  LA   THEORIE 
DES   MOUVEMENTS   RELATIFS. 


CHAPITRE    I. 

1)U     DISPLACEMENT    A    UN    PARAMETKE  J     APPLICATION    A    LV    THEORIE 
DES      COURBES      GAUCHES. 

Replacement  d'un  systeme  invariable.  —  Application  a  la  tlieorie  des  courbes 
gaudies. —  Propriete  caracterisLique  de  1'helice.  —  Formulas  de  M.  J.-A.  Scrret. 
—  Indicatricc  splienque.  —  Recherche  de  la  courLe  dent  les  normales  prin- 
npalcs  sont  aussi  normales  principales  d'une  autre  courbe.  —  Developpces  des 
oourbcs  arauches. 


1.  Considurous  un  corps  solide  ou  systeme  invariable,  mobile 
;iulour  d'un  point  fixe.  On  sait  qu'a  un  instant  quelconque  les 
vi  I  esses  des  differenls  points  du  systeme  sont  les  memes  que  s'il 
lournail  auLour  d\me  droite  passant  par  le  point  fixe,  droite  qui  a 
reca  le  nom  dCaxe  instantane  de  rotation.  On  demontre  en  Me- 
Ccinique  que  les  rotations  peuvent  etre  representees  geometrique- 
ment  par  des  droites,  comme  les  forces,  et  composees  ou  decom- 
posees  suivant  lameme  loi,  c'est-a-dire  que,  si  Ton  compose  ou  si 
Ton  decompose  les  rotations  comme  les  forces,  la  vitesse  imprimee 
par  la  rotation  resultante  a  un  point  quelconque  est  la  resul- 
D.— I.  i 
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tante  des  vilesses  qni  seraient  communiquees  an  meme  point  par 
chacune  des  rotations  composantes,  existant  isolemcnt.  On  sail 
aussi  que,  si  Ton  considere  un  point  mobile  par  rapport  au  systeme 
invariable,  la  vitesse  absolue  de  ce  point  est  la  resultante  de  sa 
vitesse  relative  et  de  sa  vitesse  Reiitratnement.  On  designe  sous 
cc  nom  la  vitesse  cju'aurait  un  point  qui,  a  1'instant  considere, 
coi'nciderait  avec  le  point  mobile,  mais  demeurerait  invariablemenl 
lie  an  systeme  solide. 

II  resulte  de  ces  propositions  que  1'on  pourra  construire,  a  un 
instant  quelconqne,  les  vitesses  de  tons  les  points  du  systeme  inva- 
riable des  que  1'on  aura,  en  grandeur  et  en  direction,  la  rotation 
a  cet  instant.  11  semblerait  naturel  de  determiner  a  chaque  instanl 
cette  rotation  par  ses  composantes  relatives  a  trois  axes  reclangu- 
laires,  fixes  dans  1'espace  et  ayant  pour  origine  le  point  fixe  du 
systeme  solide.  En  realite,  les  elements  les  plus  importants,  les 
seuls  qui  permettent  le  plus  souvent  une  etude  approfondie  du 
mouvement,  ce  sont  les  composantes  de  la  rotation  relativement  a 
des  axes  mobiles,  entraines  dans  le  mouvement  du  systeme  inva- 
riable. Rappelons  rapidement  lamethode  employee  en  Mecaniquc. 

Solent  OX,  OY,  OZ  trois  axes  fixes  passant  par  le  point  fixe  O 
du  systeme  et  O^,  Oj-,  Qz  trois  axes  rectangulaires  invariable- 
men  t  lies  au  systeme  mobile.  Nous  supposerons  que  les  deux  sys- 
temes  d'axes  aient  la  meme  disposition,  c'est-a-dire  qu'ils  puissent 
£tre  amenes  a  comcider.  De  plus  nous  supposerons  que  les  sens  des 
axes  aient  ete  choisis  cle  telle  maniere  que  la  rotation  autour  de 
OZ,  qui  deplacerait  OX  du  cote  de  OY:  soit  repr^sentee  par  une 
droite  dirigee  suivant la  partie  positive  de  OZ.  Nous  determinerons 
les  axes  mobiles  par  les  cosinus  des  angles  quails  form  en  t  avec  les 
axes  fixes.  Pour  cela  nous  ecrirons  le  tableau  : 


y 


b" 
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qui  fait  connaitre  les  cosinus  des  angles  formes  par  chacun   des 
axes  fixes  avec  les  axes  mobiles. 
On  a  les  relations 


-h   cc'  —o, 


a  =  b'c"-~c'b", 


uuxquelles  il  faut  joindre  toules  celles  que  1'on  obtiendrait  par  des 
permutations  circulates  effecluees,  soit  sur  les  lettres,  soil  sur 
les  indices.  Rappelons  encore  que  les  neuf  cosinus  peuvent  elre 
cxprimes  par  les  trois  angles  d'Euler,  au  moyen  des  formules  (') 


a  — 

7,    _ 


C    -= 

a'  — 


cosO  sincp  sim];  -+-  coscp  cost};, 

cos  0  sintj;  coscp  —  cost};  sin  cp, 

sinO  sim};, 

cosO  cost];  sincp  —  sintj;  coscp, 
b' ~       cos  0  cost];  coscp  -+-  sin  fy  sin  CD, 
c'  —       sin 6  cost};, 
a'  —  —  sinO  sincp, 
b''  —  —  sin  6  coscp, 
c"  —       cosO. 


Dt^signons  mainlenant  par/?,  y,  r  les  composantes  de  la  rotation  a 
1'inslant  t  par  rapport  aux  axes  mobiles.  Considerons  un  point 
dont  les  coordonnees  soient  x,  y,  z^  relativement  aux  axes  mobiles, 
ct  cherchons  les  composantes  de  sa  vitesse  absolue  par  rapporl 
aux  niemes  axes.  En  ecrivant  que  cette  vitesse  absolue  est  la  resul- 
tante  de  la  vitesse  relative  et  de  celles  qui  seraient  dues  aux  trois 


(')  Dans  ces  formules,  ^  designe  Tangle  de  OX  avec  1'miersection  commune  ON 
des  deux  plans  des  xy  et  des  XY,  cp  designe  1'angle  de  Occ  avec  la  meme  droite  ON ; 
en  fin  6  est  Tangle  de  0^  et  OZ.  L'angle  cp  mesure  la  grandeur  de  la  rotation 
qu'il  faut  impnmer  a  ON  dans  le  plan  des  tcy,  et  dans  le  sens  direct,  pour  faire 
coincider  ON  avec  Occ ;  on  pent  supposer  qu'il  varie  de  o°  a  180°.  De  meme,  fy 
mesure  la  rotation  que  Ton  doit  imprimer  a  ON  dans  le  plan  des  XY,  toujours 
dans  le  sens  direct,  pour  amener  cette  droite  a  coincider  avec  OX  :  cet  angle  vane 
de  o°  a  3 60°. 
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rotations  /?,  y,  /•,  on  obtiendra  les  expressions  suivantes  dc  ce<; 
compos  antes 

dx 


dont  nous  aurons  souvenl  a  faire  usage. 

Nous  allons  montrer,  des  a  present,  comment  on  pent  en  deduire 
les  expressions  de/>,  y,  /l  en  fonction  des  neuf  cosinus  ct  de  leurb 
derivees  par  rapport  au  temps.  Pour  cela,  considerons  le  point  pris 
sur  Taxe  OX  a  la  distance  i.  Ce  point  a  pour  coordonnees  relatives 
(c'est-a-dire  relativement  aux  axes  mobiles)  <7,  6,  c.  En  cxprimant 
que  sa  vitesse  cst  nnlle  et  en  appliquant  les  formules  (3),  nous  ob- 
tiendrons  les  equations  fondamentales 


(4) 


da 
~di 
db 
dt 
dc 


=  br  —eg, 


auxquelles  on  pent  joindre  les  suivantes 

da'       -, , 


—  =cp-ar, 

dc'          ,  , 


(4") 


da" 


.-=  b"r  — 


dt 
dc" 


que  Ton  demontrera  de  la  nieme  maniere. 


(5) 
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On  de'dmt  de  la  les  formules 

I  p  dt  =  S  c  db  =  —  S  b  dc, 
j  q  dt  =  Zadc  =~I.cda, 
(  i  dt  =  2  b  da  =  —  S  a  db, 


qui  donnent  les  \faleurs  cherchees  des  rotations  Si  1'on  remplace 
les  cosinus  par  leurs  expressions  en  fonction  des  angles  d'Eulei, 
on  auia  le  systcme 


— 
c/r 


A 

ft  =  coses  sinO™  -i-  sino  —  , 
y  '  dl  ' 

<-Zcp  ^ 

;  =        —  cosO  -i, 


qu'ilseraiL  ajse  de  demontrcr  ge"ometnquenienl    En  lesolvantpar 
rappoit  au\  d6mrecs  des  angles,  on  Irouvc 


—  —  q  sin  cp  —  p  cos  to, 

i\  dfy 

smU  -j-  —  q  coscp  -+-  p  sin  (p, 

dvj 

-j-  —  ?  -i-  col  0  (p  sin  cp  -h  q  cos  tf  ) 


2  Tout  cela  etant  rappele,  nous  aliens  ctuclier  la  question  sui- 
vante,  qui  esl  fondamentalc  dans  notre  theorie  On  donne p,  q,  i 
en  foncLion  da  temps  t,  et  Von  pi  opose  de  detci  nunei  comple- 
lemenl  le  mouvement 

II  est  clair  que  la  question  seia  resolue  si  1'on  a  les  expressions 
des  neuf  cosinus  en  fonction  clu  temps  Or  il  r^sulte  immcdiate- 
nient  des  foimnles  (/j)  que,  si  1'on  s6paie  les  cosinus  en  trois 
groupes,  founcs  icspectivement  de  a,  6,  c,  a',  6',  c1 ,  a",  &",  f", 
les  trois  cosinus  de  cliaquc  gioupe  sont  des  solutions  simultandes 
du  systeme 

rf«       , 


(S) 


fli 
~dt 
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Toute  la  difficulte  se  reduit  done  a  Integration  de  ce  syslcme. 
L'etude  detaillee  de  cette  integration  fera  1'objel  du  Chapitre  sui- 
A  ant.  Pour  le  moment  nous  nous  contenterons  de  signaler  les  pro- 
prietes suivantes  du  systeme  (8). 

D'abord,  par  suite  de  sa  forme  lineaire,  il  admettra  toujours  une 
solution,  et  une  seule,  pour  laquelle  les  valeurs  initiates  dc  a,  |3,  y 
seront  donnees. 

En  second  lieu,  si  a,  p,  y;  a',  £',  y'  designent  deux  systemcs  de 
solutions  quelconques,  les  expressions 


seront  des  constantes.  On  le  reconnait  aisementenlcs  differential 
et  tenant  compte  des  equations  (8). 

Ges  proprietes  vont  nous  permettre  d'etablir  qu'il  y  a  toujours, 
quelles  que  soient  les  expressions  de/?,  y,  r  en  fonction  du  temps, 
une  infinite  de  mouvements  dans  lesquels  ccs  trois  quantitcs  soiH 
les  composantes  de  la  rotation  relativement  aux  axes  mobiles. 

Considerons  en  effet  un  triedre  trirectangle  (T0),  de  memc  sens 
que  le  triedre  OXYZ,  forme  par  les  axes  fixes  et  soient  #0,  60, 
C0,  ...  les  cosinus  directeurs  de  OX,  OY,  OZ  par  rapport  aux 
axes  de  (T0).  Detenninons  les  trois  systemes  de  solutions  des 
equations  (8),  a,  6,  c;  a1,  b1 ',  d\  a!r ,  b" ',  c",  qui  correspondent 
respectivement  aux  valeurs  initiates  suivantes  :  rt0?  ^o^  co  5  ^01  ^<r 

/  //        7  //          // 

^0  '    ^01    ^07    ^0* 

Les  fonctions,  telles  que 

a2 -f-  b-  -4-  c2,     aa' -~- bb' ^r- cc',     ..., 

ayant  pour  valeur  initiate  i  on  o,  et  devant  rester  constantes 
d'apres  les  proprietes  du  systeme  (8),  ne  cesseront  pas  de  con- 
server  leurs  valeurs  initiates;  par  consequent,  les  neuf  quantites 
a,  «',  air,  . . .  seront  a  chaque  instant  les  cosinus  directeurs  de 
trois  droites  rectangulaires  formant  un  triedre  mobile  (T)  dont  la 
position  initiate  sera  (T0).  Gomme  cette  position  initiate  pent  etre 
choisie  a  volonte,  on  voit  qu'il  existe  une  infinite  de  mouvements 
pour  lesquels  /?,  gr,  r  sont  des  fonctions  donnees  du  temps. 

Tons  ces  mouvements,  qui  dependent  de  trois  constantes  arbi- 
traires,  se  reduisent  au  fond  a  un  seul,  mais  qui  serait  rapporte  a 
des  axes  fixes  differents, 
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En  cffet,  considerons,  dans  Tun  quelconque  d'entre  eux,  la  posi- 
tion occupee  par  le  triedre  mobile  a  1'instanL  initial,  et  choisissons- 
la  pour  le  systeme  d'axes  fixes  auqucl  nous  rapporterons  le  mou- 
vemenl  du  systeme  mobile.  Les  valeurs  initiales  des  neuf  cosinus 
sont  alors  i  on  o,  la  solution  qui  correspond  a  ces  valeurs 
numeriques  ne  contient  aucunc  constante  arbitraire  et  est  bien 
determinee. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  quc,  lorsqu'on  aura  obtenu  Line 
solution  quelconque  du  probleme,  c'est-a-dire  un  systeme  de  valeurs 
des  neuf  cosinus,  il  suffira,  si  Ton  veuL  avoir  la  solution  la  plus 
generate,  de  changer  d'axes  fixes,  ce  qui  introduira  Lrois  constantes ; 
puis  de  supposer  que  les  nouvelles  formules  se  rapportent  aux 
anciens  axes. 

3.  Nous  allons  maintenant  etudier  le  cas  ou  le  systeme  mobile 
n'a  plus  de  point  fixe.  Alors  il  faut  joindre  aux  composantes  /?,  q, 
r  celles  de  la  vitesse  de  Forigine  0  des  axes  mobiles,  prises  tou- 
jours  relativement  aux  axes  mobiles  Ox,  Oy:  O^.  Designons-les 
par  £,  v],  £;  jointes  aux  trois  rotations,  elles  interviennent  dans 
toutes  les  questions  relatives  a  1'etude  du  mouvement.  Supposons 
que  Ton  connaisse  les  expressions  de  ccs  six  quantites  en  fonction 
du  temps,  et  cherchons  comment  on  determinera  le  mouvement 
du  triedre  mobile.  Designons  par  (T)  ce  triedre  mobile,  et  sou 
(T')  le  triedre  dont  Torigine  est  un  point  fixe  quelconque  et 
dont  les  axes  sont  paralleles  a  ceux  de  (T).  A  un  instant  quel- 
conque les  deux  triedres  sont  animes  de  la  meme  rotation  et,  par 
consequent,  les  neuf  cosinus  se  determineront  au  moyen  de/>,  q,  r 
comme  dans  le  cas  precedent;  d'ailleurs,  si  X0,  Y0,  Z0  designent 
les  coordonnees  de  1'origine  mobile  O  par  rapport  aux  axes  fixes, 
on  a  evidemment,  en  projetant  la  vitesse  de  cette  origine  sur  les 
axes  fixes. 


(9) 


Quand  on  aura  determine  les  cosinus,  ces  formules  feront  con- 
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naitre  X0,Y0,Z0  par  de  simples  quadratures  qui  introduiront  Irois 
coristantes  nouvelles. 

lei  encore,  tons  les  mouvements  possibles  correspondants  aux 
dififerentes  ^aleurs  des  six  constantes  arbitraires  se  reduisent  a  un 
seul  et  meme  mouvement,  observe  par  rapport  a  des  axes  diffe- 
renls;  car  Tintegration  n'introduit  aucune  constante  arbitraire  el 
lie  donne  qu'un  seul  mouvement,  si  Ton  suppose  que  les  axes  fixes 
coincident  avec  la  position  initialc  des  axes  mobiles. 

Jerappellerai,relativement  au  cas  que  nous  venons  de  considerer, 
que  si  x^y^  z  sont  les  coordonnees  d'un  point  relativement  aux 
axes  mobiles ?  la  vitesse  absolue  de  ce  point  aura  pour  composantes, 
relatives  aux  memes  axes,  les  trois  quantites 

r         f  t    dx 

x—  s  -T-  y  -      j  -T~  c^-> 

/  \  \r  dv 

(10)  \  y  =  TI  -f-  rx  —  pz-\ — j-j 

v    ;  J      j  1        dt 


Considerons,  par  excmple,  les  points  invariablemenl  lies  au  sys- 
temc  mobile  et  cherchons  ceux  pour  lesquels  la  vitesse  cst  mini- 
mum. II  faudra  determiner  les  valeurs  de  #,  y,  z  rendant  minimum 
la  somine 

&  -+-  qz  —  ryy  H-  (r,  4-  rx  —  pz?  -4-  (£  -+-py  —  qx)^. 

En  egalant  a  zero  les  derivees  par  rapport  a  ar,  a  y  ct  a  c,  on  oJ)- 
lient  trois  equations  qui  se  reduisent  aux  deux  suivantes  : 

\  -4-  q  z  —  •  ry  _  TJ  H-  rx  —  p  z  _  £  -t-  py  —  q  .r 

P          ~          q        '  =          r      ~' 

Ges  deux  equations  representent  une  droite,  Faxe  central  du 
mouvement  a  Tinstant  considere.  On  trouve  facilement,  pour  la 
valeur  commune  des  rapports  precedents, 


ce  qui  clonne,  pour  la  valeur  minimum  de  la  Mtesse, 

^H-TJ^-+-^\ 

\/p'2  -H  q'1  -i-  r2 
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La  condition  necessaire  cL  suffisanle  pour  que  le  inouvemenL  du 
systeme  se  icduise  a  line  simple  rolalion  est  done  la  siuvante 


et,  dans  ce  cas,  1'axe  de  rotation  est  repiesente  par  les  tiois  equa- 
tions 

-t-  ;  x~- pz  =  o, 


qni  caracLeriserH  en  effet  les  points  donl  la  \ilesse  csl  uulle,  commo 
le  monticnt  les  formules  (TO) 

4  Pout  indiquei  des  a  present  une  application  des  proposition  >-, 
precedentes,  considerons  une  courbc  gauclie  quelconque  ot  etu- 
dions  le  mouvemenL  du  triedie  (T)  forme  par  la  Laugeute  que  nous 
preudrons  pour  a\e  des  x,  la  normale  principale  que  nous  preu- 
drons  pom  axe  des  j',  en  la  supposant,  par  exemple,  diugee  vers 
le  centre  de  courbure,  ct  la  binoimale  qui  sera  1'axc  des  z  et  donl 
le  suns  est  deiini  par  les  conventions  drja  faites 

Picnons  1'arc  s  comme  ^arlable  mdepenclanle  ou,  cc  qui  cst  la 

memo  chose,  supposons 

dt  _ 
di  ~  T 
On  a  ici 

5  =  i,         1  =  0,        £  =  o, 

et,  si  ;t,  j)',  z  desiguent  les  coordonn^cs  du  pomL  de  la  couibc, 
qui  est  le  sommeL  du  triedre,  par  rapport  a  des  axes  Ii\es, 

dr  ,      dv  „      fh 

a=  -j-,          a  =  -,-  j          a   =  -r-  • 
as  as  at> 

Les  formules  gt'nerales  (4)  nous  donncnt 
(  i  i  ")   da  =  (bi  —eg}  ds,         db  —  (  cp  —  a?  )  ds,         dc  =  (  aq  —  bp  )  <:/A 

Evprimons  que  la  bmormale,  dont  lea  cosmus  directeurs  sonl  c, 
c',  c",  est  perpendiculairc  au  plan  osculatcur,  c'esL-tWlire  aux  deux 
droites  dont  les  cosmus  duecteurs  sont  a,  a',  a"  eL  «  +  <:/«, 
fl'-f-  da'  ',  «"H-  da"  L'une  des  equations  sera  satj^faite  d'elle-melnc 
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ct  Taulre  nous  donnera  la  condition 

2  c  da  =  q  ds  =  o 

Ainsi  la  composante  q  doit  etre  nullc,  et  les  formules  (12)  se 
reduisent  aux  suivantes  : 

,  ON  da       7  db  dc  7 

(i3)  -7-  =  or,          -j~—cp~ar>          -———bp. 

1  ds  ds         -1  ds  1 

11  est  aise  tTobtenir  la  signification  geometrique   des  rotations  p 
et  r. 

Menons  en  cffet  par  un  point  fixe  des  parallcles  aux  aretes  du 
triedre  (T);  nousobtiendrons  un  iricdrc  (T.,)donl  la  rotation  sera 
la  meme,  a  un  instant  quelconquc,  que  cclle  du  triedre  (T).  Un 
point  situe  a  la  distance  i  sur  Taxe  des  x  du  triedre  (T,)  aura  une 
vitesse  dont  les  composantes  seront,  d'apres  les  formules  (3), 

o,     /•,    o, 

et,  par  consequent,  ce  point  decrira  le  chemin  r  ds\  on,  ce  qui  cst 
la  meme  chose,  la  tangente  a  la  courbe  tournera  de  Tangle  r  ds 
quand  son  point  de  contact  decrira  Fare  ds  ;  done  la  composante  /• 
est  egale  a  la  premiere  courbure  de  la  courbe. 

En  prenant  un  point  situe  a  la  distance  i  sur  Taxe  des  5  du 
triedre  (T,),  on  verra  de  meme  que  les  composantes  dc  sa  vitesse 
seront 


et,  par  consequent,  le  plan  osculateur  tournera  de  Tangle  —  p  ds, 
quand  le  point  de  la  courbe  decrira  Tare  ds.  En  d'autres  termes, 
—  p  sera  la  torsion  de  la  courbe.  Ainsi  nous  pourrons  poser 


p  et  T  designant  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  et  les  for- 
mules (i3)  deviendront 

,^.  da  _  b  dc  __  b  db  __       c       a 

ds        p  ds        i  ds  T        p 

On  reconnatt  les  formules  de  J.-A.  Serret,  qui  jouent  unrole  si 
important  dans  la  tkeorie  des  courbes  gauches. 
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5.  La  methode  qui  nous  a  permis  cle  les  etablirmet  en  evidence 
quelques  propositions  qu'il  serait  aise  de  demontrer  autrcment  ct 
dont  on  fait  un  usage  continuel  dans  les  demonstrations  geome- 
iriques. 

Etant  donnee  la  courbc  gauche  (C),  si  par  Torigine  on  menc  unc 
parallele  a  la  tangente  de  cette  courbe,  dc  longueur  egale  a  i,  1'ex- 
tremite  de  cette  parallele  decrira  une  courbc  spheriquc  que  nous 
appellerons,  avec  M.  P.  Serret,  Vindicatrice  spherique  de  la 
courbc  gauche.  II  resulte  de  ce  qui  precede  que  la  tangcnle  a  Fin- 
dicatrice  spheriquc  est  parallele  a  la  normale  principale  de  la 
courbe  (C);  car  le  point  qui  clecrit  1'indicalricc  cst  celui  qui  est 
situe  a  la  distance  i  sur  1'axe  des  x  du  triedrc  (Tj),  et  nous  avons 

vu  que  la  vitesse  dc  ce  point  cst  egalc  a  -  et  parallele  a  la  normale 
principale. 

De  meme,  si  par  Forigine  nous  menons  unc  droitc  de  lon- 
gueur i,  parallele  a  la  binormalc,  1'cxlremitc  de  cette  droite  sera 
le  point  a  la  distance  i  sur  1'axc  des  z  du  tricdre  (T\);  cc  point 

aura  unc  vitesse  egale  a  -  et  qui  sera  encore  parallele  a  la  normale 

principale;  la  courbe  spheriquc  qu'il  decrit  sera  parallele  a  Tindi- 
ca trice  :  on  1'obticndra  en  portant  sur  les  grands  cercles  normaivx 
a  1'indicatrice,  et  dans  un  sens  convenable,  une  longueur  cgalc  a 
un  quadrant;  en  d'autres  termcs,  cc  sera  la  courbe  polaire  de 
Tindicatrice  spherique. 

6.  Nous  signalerons  encore  le  theorcmc  suivant  qui    est   fort 
important  (*)  : 

Toute  courbe,  dans  laquelle  le  rapport  -  est  constant}  est  une 
helice  tracee  sur  un  cylindre  cjuelconque. 

En  efiet,  si  nous  considerons  le  mouvement  du  triedre  (T<)  pa- 


(')   Voir,  au  sujct  de  ce  theorcme  : 

PUISEUX,  Problems  de  Geometric  (Journal  de  Liouville,  ire  s^rie,  t.  VII) ;  BER- 
TRAND,  Sur  la  courbe  dont  les  deux  courbures  sont  constantes  (Journal  de  Liou- 
ville, ire  serie,  t.  XIII) ;  LIOUVILLE,  Application  de  I' Analyse  a  la  Geometrie  par 
Monge,  5e  edition,  Note  I. 
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rallcle  a  (T),  nous  savons  que,  la  composanLc  q  etant  nulle,  1'axe 
instantane  de  rotation  est  toujours  dans  le  plan  des  xz.  Lorsquc  le 

rapport  -  ou  —  -  demeurera  constant,  cetaxe  instantane  deviendra 

fixe  par  rapport  aux  a\es  mobiles.  Or  on  sait  que,  lorsquc  Faxc 
instantane  occupe  unc  position  invariable  par  rapport  an  systcme 
mobile,  il  demeare  fixe  dans  1'espacc.  Le  Lriedre  (T|)  Lournera 
done  an  tour  d'une  droitc  fixe;  son  axe  des  x,  qui  est  parallelc  a  la 
langenle  de  la  courbe,  fera  un  angle  constant  avec  cette  droile  fixe 
et  engendrera  un  cone  dc  revolution.  On  reconnait  la  propriele 
caracteristique  de  Thelice  tracce  sur  un  cylindre  quelconque. 

Lorsque  p  et  T  sonL  constants,  cctLe  lielicc  esL  Lracee  sur  un 
cylindre  de  revolution.  Dans  ce  cas,  en  effet,  le  mouvcmcnt  du 
iriedre  (T)  presenlc  a  chaque  instant  line  translation  cL  une  ro  La- 
lion  invariables.  Alors  Lous  les  points  du  systeme  mobile,  ct  en 
parliculier  1'originc  du  tricdre,  decrivent  des  helices  Lr  acres  'sur 
des  cylindres  circulaires  droits. 

7.  Dans  le  mouvemcnt  que  nous  venons  d'etndier,  Lrois  des 
six  quanLites  ^,  ...,/?,  ...  sont  nullcs.  Nous  allons  montrer  que, 
reciproquement,  si  Ton  a 

V)  =  ?  =  q  =  o, 

Torigine  du  triedre  decrit  une  courbe  qui  esL  Langente  a  Paxe  drs 
x  de  cc  Lriedre  eL  aclmeL  Taxe  des  y  pour  normale  principale.  Lc 
premier  point  resultc  immediatemenL  des  equations 


D'auLre  part,  la  composanLe  q  etant  nulle,  nous  avons 

2  c  da  —  o. 

L'axe  des  z  du  triedre  mobile  est  done  normal  a  deux  positions 
consecuLives  de  Taxe  des  x.  En  d'autres  termes,  le  plan  des  xv  est 
le  plan  osculaLeur  de  la  courbe  decrite  par  Forigine  des  coor- 
donnees. 

En  reduisant  touLes  les  viLesses  clans  le  meme  rapport,  de  ma- 

niere  que  £  devienne  egale  a  i,  on  doit  remplacer/?,  /'par  y?  ~- 
La  courbure  et  la  torsion  de  la  courbe  sont  donn<5es  paries  for- 
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mules 


8.  La  methode  cinematique  quo  nous  venous  d'exposer  s'ap- 
plique  d'une  manic-re  elegante  a  la  solulion  complete  du  problcme 
sulvant,  completement  resolu  par  M.  Berlrand  (])  :  Rechercher 
s'il  existe  une  courbe  do/if  les  not  males  principales  soient  aussi 
nor  males  principales  cV  une  autre  courbe. 

Soient  M  un  point  de  la  courbe  clonncc  et  (T)  le  triedre  relalif 
a  ce  point.  Si  Ton  porlc  sur  la  normal  c  principalc  une  longueur 
MM'  —  «,  la  vitesse  du  poinl  M'  aura  pour  composanlcs 


suivant  M.r,  Mj^7  Ms  respeclivement;  cela  resalte  des  formulas 
(10).  Si  Ton  vcul  que  la  courbe  decrite  par  le  point  M'  soit  nor- 
malc  a  MM',  il  faudra  que  1'on  ait 


da 
T* 


a  devra  etre  constant  :  cc  resultat  elait  evident  a  priori,  et  nous 
aurions  pu  le  supposer  inimediatcment. 

Alors  la  vitesse  9  de  M'  est  perpendiculaire  a  My  et,  si  ['on  ap- 
pelle  to  Tangle  qu'cllc  fait  avec  MX,  on  a 


9  COS  CO  =  I  — 

v  sin  to  —pa. 


La  droite  M'M  sera  alors  normalc  dc  la  courbe  decrite  par  le 
point  M7;  mais  ellc  ne  sera  pas  en  general  normale  principale. 
Gonstruisons  le  Iriedre  (T7)  forme  par  la  tangenteM7^  a  la  courl>e 
decrite  par  le  point  M',  par  la  droite  M7j  etpar  la  perpendiculaire 
commune  a  ces  deux  droites,  et  remarquons  que  1'axe  des  y  dc 


(:)  J.  BERTRAND,  Memoire  sur  la  theorie  des  courbes  a  double  courbui  e 
(Journal  de  Liouville,  ire  seric,  t.  XV,  p.  332).  Voir  aussi  le  Memoire  dc  M.  Bonnet 
insure  clans  le  XXXII6  Caluer  du  Journal  de  VEcole  Poly  technique,  oil  I'aulcur 
(lemontre  (p.  i34)que,  si  deux  courbes  onl  les  memes  normales  principales,  lenrs 
plans  osculateurs  aux  poinLs  corrcspondants  font  un  angle  constant. 
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ce  triedre  coincide  avec  Taxe  de  meme  nom  de  (T).  On  aurait  un 
triedre  ayant  meme  orientation  que  (T)  en  faisant  tourner  le 
triedre  (T)  de  Tangle  to  autour  de  son  axe  des  f.  On  obtiendra 
done  la  rotation  instantanee  du  triedre  (T;)  en  composant  les  deux 

rotations  p,  r  da  triedre  (T)  avec  une  rotation  -j-  autour  de  Mtr. 

Or  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  Mb' 
ou  M7/  soit  la  normale  principale  dc  la  courbe  decrite  par  lo 
point  M;  est,  nous  1'avons  vu,  que  la  rotation  de  (T')  autour  dc 
Rf/  soit  nulle.  11  faudra  done  que  Ton  ait 


et,par  suite,  que  Tangle  to  soit  constant.  Ainsi  les  plans  osculatetirs 
des  courbes  decrites  par  les  points  M,  M'  devront  se  couper  sou* 
[in  angle  constant  to. 

Si  Ton  se  reporte  maintenant  aux  formules  (17),  on  en  deduit, 
par  Teliminalion  de  p, 


—  —    =  /•  sin  co  -h/>  cos  to 
on,  en  remplacant  r  et  p  par  leurs  expressions  geometriques, 


II  y  a  done  une  relation  lineaire  entre  les  deux  courbures. 

9.  Reciproquement,  s'il  existe  une  relation  lineaire  entre  Jcs 
deux  courbures 

r       A        B 

LI  =  —  -f-  —  > 

P         * 

la  courbe  jouira  en  general  de  la  propriete  indiquee.  On  idenli- 
fiera  la  relation  precedente  avec  1'equation  (18),  et  Ton  aura 

A  B 

a  =  —,         cotw  =—  T. 
'j  A 

Signalons  cependant  deux  cas  d'exception  : 

Si  Ton  a  C  =  o,  sans  que  A  soit  nul,  la  relation  entre  les  cour- 
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bares  prend  la  forme 

-  =  const., 

el  a  devient  infini.  Ainsi  la  seconde  courbe,  lieu  dc  M7,  est  rcjele'e 
a  1'infmi.  La  courbe  proposee  esL  alors  une  helice. 

Si  Ton  a  A  =  o,  c'cst-a-dire  si  la  courbe  a  une  torsion  constant  e, 
a  est  nul  et  les  deux  courbes,  lieux  de  M  et  de  M',  se  confondenl. 

On  peat  avoir  plus  de  deux  courbes  ayant  les  memcs  normales 
principales  :  i°  si  la  valeur  de  a  est  indeterminee,  c'esl-a-dire  si 
Ton  a  A=  C  =  o;  clans  cc  cas,  la  courbe  sera  plane;  2°  s7il  y  a 
plus  d'une  relation  lineaire  cntre  les  courbures,  c'esl-a-dire  si  Irs 
deux  courbures  sont  constantcs  ;  dans  cc  cas,  I'equalion  (18)  sera 
satisfaile  pour  Louie  valeur  de  a  ctfera  connallre  o:>;  il  y  aura  done 
une  infinite  de  courbes  ayaut  les  memcs  normales  principales.  La 
courbe  primitive  el,  par  consequent,  Louies  les  autrcs  seront  des 
helices  tracees  sur  des  cylindrcs  circulates  droits ;  la  surface 
formee  par  les  normales  principales  sera  rhelicoide  gauche  a  plan 
dirccteur. 

10.  Revenons  au  ens  g^ndral  et  chercbons  les  deux  courbures 
de  la  courbe  lieu  de  M'.  Le  triedre  (P)  relatif  a  cette  courbe  est 
invariablemenL  lie  au  triedre  (T).  llsuffira  done,  pour  avoir  les 
composantes  //,  r'  relatives  au  triedre  (T7),  de  projeter  les  rota- 
lions  p,  r  sur  les  axes  de  (T').  Gela  donne 

p'  ==       p  cos  to  -h  r  sin  to, 
r'  =  — p  sin  to  -h  /*  cos  to. 

Or  on  a,  d'apres  les  formulcs  (16),  en  designant  par—?  — ,  les 
deux  courbures  de  la  courbe  lieu  de  (M7), 


Les  relations   precedentes  nous  donnent  done,  par  la  substi- 
tution des  expressions  de/>,  q,  p1 ',  q': 

v  _  cos  to       <sin  to 

,?  =  ^~~' 

into        cos  to 


K 

Of, 
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formules  auxquelles  on  peut  joindre  le  sysl&ne  suivant,  obtenu 
en  remplagant  r  et  p  par  leurs  expressions  dans  les  formules  (17) : 


cosco  =i~, 


t>  sinco  =    —  -. 


,    LfS  formules  (iQ)  et  (20)  contiennent  toutes  les  relations  enlre 
I  lfis  deux  courbes.  On  en  deduit,  par  exemple, 


ft! 

|;  cos  co        sin  to  sinw 

|  -7—7---. 


ij  r;latt,°,n  !in^aire  entre  les  de"*  courbures  de  la  nouvelle  corn-be 

|  dont  1  existence  etait  evidente  a  priori.  D'ailleurs  le  systems  (in) 

Iji  peut  etre  remplace  par  le  suivant 


cos  to 


sinw        a 

~v~  =  ^' 


qui  est  beaucoup  plus  simple  ((). 

L'un  des   cas  particuliers  les  plus  int^ressants  avait  etd 
Mgnai6  et  eludiS  par  Monge  (*) :  c'est  celui  o«  les  plan 
leurs  des  deux  courbes  sont  perpendiculars ;  on  a  alors 


«        Mr  des 

et  auss,  leheu  de,  centres  des  spheres  oscuktrices  4  Faulre. 


-iz^s&sr^ 
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1  1.  Les  re*sultats  obtenus  par  M.  Bertrand  donnent  immediate- 
men  t  la  solution  d'un  probleme  dont  on  s'est  beauconp  occupe  : 
Determiner  toutes  les  surfaces  gaudies  dont  les  rayons  de  couv- 
bure  sont,  en  chaque  point,  egaux  et  de  signes  contraires. 

En  effet,  les  surfaces  gaudies  cherchees  devront  avoir,  en  chaque 
point,  pour  indicatrice  une  hyperbole  equilatere  et,  par  conse- 
quent, leurs  lignes  asymptotiques  curvilignes  doivent  couper  les 
generatrices  rectilignes  a  angle  droit.  Le  plan  osculateur  d'une 
ligne  asymptotique  6tant  le  plan  tangent  dela  surface,  on  volt  que 
les  generatrices  rectilignes  doivent  etre  les  normales  principales 
de  toutes  les  asymptotiques.  D'apres  le  r6sultat  precedemment 
demontre,  ccs  asymptotiques  lie  peuvent  etre  que  des  helices  et 
la  surface  reglee  un  helicoi'de  a  plan  directeur.  On  a  vu  d'ailleurs 
(n°  9)  que  cette  surface  jouit  bien  de  la  proprie"te  e"nonce"e.  Ainsi 
Vhelicoide  gauche  a  plan  directeur  est  la  seule  surface  reglee 
dont  les  rayons  de  courbure  soient,  en  chaque  point,  egaux 
et  de  signes  contraires. 

12.  Nous  terminerons  ce  sujet  en  donnant  la  determination 
des  developpees  d'une  courbe  gauche. 

Conside'rons  le  triedre  (T)  relatif  a  un  point  M.  La  developpee 
devra  etre  engendree  par  un  point  N  du  plan  des  yz,  et  ce  point 
devra  etre  choisi  de  telle  maniere  que  la  tangente  a  la  courbe  qu'il 
decrit  vienne,  £  chaque  instant,  passer  en  M. 

Appelons y  et  js  ses  coordonn£es.  Les  composantes  de  sa  vitesse 
sont 

dy         ^      dz 


meme  Volume  (p.  118),  el  ou  se  trouvent  les  premieres  recherches  de  Monge 
sur  liquation  aux  denv^es  parlielles  des  surfaces  minima  Monge  fait  voir,  dans 
le  Supplement,  que  si  une  courbe  a  un  rayon  de  courbure  constant,  le  lieu  des 
centres  de  courbure  joiura  dc  la  meme  proprie"te  et  aura  ses  centres  dc  courbure 
sur  la  courbe  primitive.  De  plus,  les  plans  osculateurs  des  deux  courbes  aux 
points  correspondants  seront  rectangulaires.  Mais  le  proce"d£  que  Monge  fait  con- 
naltre,  pour  la  determination  de  liquation  en  termes  finis  des  courbes  dont  la 
courbure  est  constante,  est  e*vidcmment  inexact.  Les  Equations  finies  que  donne 
Tillustre  geom^tre  contiennent,  en  eflet,  deux  fonctions  arbitraires  que  Monge 
regarde  comme  independantes,  bien  qu'il  ait  demontre,  quelques  pages  auparavanl, 
qu'elles  sont  h^es  Tune  ^  I'autre  par  une  Equation  diffjrentielle. 

D.— I.  * 
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Exprimons  que  la  vitesse  est  dirigee  vers  le  point  M.  Nons  avons 
les  deux  Equations 


r 


P  _ 

"'         ~dz-+-pyds       z" 


Oil 


z  dy  —  y  dz  ,  rh 

=Js  =  -~' 


En  integrant,  nous  trouvons 


arc  tang  -  —  /  — .. 

n        7  y     J    T 

Un  a  done 


;=y  tang/  —  • 

Ces  Equations  contiennent  toute  la  theorie  des  developpe"es.  On 
voit  que  Tangle  V,  form^  par  la  normale  principale  avcc  la  droitc 
qui  joint  le  point  de  la  d^velopp^e  au  point  correspondant  dc  la 
courbe,  a  pour  valeur 


done  les  normales  de  la  courbe  qui  enveloppent  deux  d<§velopp<$es 
diffdrentes  font,  entre  elles,  un  angle  constant.  Reciproqucmcnl, 
si  deux  normales  a  la  courbe  font  un  angle  constant,  et  si  1'unc 
enveloppe  une  developp^e  de  la  courbe,  il  en  est  de  meme  dc 
Fautre.  Ce  sont  la  des  propositions  dont  on  fait  souvent  usage. 

La  premiere  des  formules  (a3)  nous  montre  encore  que  les 
developpe"es  sont  tracers  tout  entieres  sur  la  surface  polaire, 
enveloppe  des  plans  normaux  a  la  courbe  proposdie.  II  r^sulte,  en 
effet,  des  formules  (22)  relatives  a  la  vitesse  du  point  (y,  z) 
que  tons  les  points  du  plan  normal  situes  sur  la  droitej  =  p  ont 
leur  vitesse  dirige"e  dans  ce  plan;  done  cette  droite  est  la  ge"n era- 
trice  de  contact  du  plan  avec  son  enveloppe,  la  surface  polairc. 
D'ailleurs,  le  plan  osculateur  de  la  de'veloppe'e,  contenant  la  tan- 
gen  te  d  la  courbe  proposde,  est,  par  cela  meme,  normal  a  In 
surface  polaire. 
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CHAPITRE  II. 

sun  L' INTEGRATION  DU  SYSTEME  LINKATHE  QUI  SE  PUESENTE 

DANS    LA    THEORIE    PRECEDENTS. 

Systemes  ImSaires  possedant  unc  int^grale  tin  second  degrc.  —  Lenr  integration 
ramence  a  cellc  d'unc  Equation  dc  Riccati.  —  Rcmarqucs  g&itirales  sur  ccttc 
equation. 


13.  II  nous  reste  a  ^ludier  d'une  maniere  delaillec  1'integration 
da  sy  steme 


auquel  satisfont  les   trois  gronpes  de  cosinus.  Nous  avons  deja 
signale  une  propricte  fondamentale  de  ce  sysleme.  II  admet  1'inte- 


grale  du  second 

(2)  «2  H-  p2-+-  y2  =  const. 

et  1'existence  de  cette  integrale  entrainc,  comme  corollaires,  une 
s^rie  de  propositions  qui  facilitent,  dans  plusieurs  cas,  1  'integra- 
tion du  systeme. 

Avant  de  commencer  1'etude  des  equations  (i),  je  vais  d'abord 
montrer  que  tout  systeme  liiieaire  de  la  forme 


f3) 


oil  A,  B,  C,  ...  sont  des  fonclions  de  t,  peul  eitre  ramemj  a  la 
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forme  (i)  toutes  les  fois   qu'il  admet  une  integrate    da   second 


degre 


(4  I  c(a,  p,  •;)=  const., 

c  designant  une  fonction  homogene  da  second  degr6,  a  coefficients 
constants  ou  variables. 

En  effel,  par  une  substitution  lineaire  qui  ne  change  evidem- 
meiitpas  la  forme  des  equations  (3),  on  peat  ramener  liquation 
(4)  <  sauf  les  cas  exceptionnels,  que  Ton  traitera  facilement,  ou  la 
fonction  a  serai t  un  carre  ou  une  somme  de  deux  carre s)  a  la  forme 

(  j  i  a.-  -J-  3-  —  -;2  =  const. 

Si  Ton  exprime  que  le  premier  meinbre  de  cette  equation  est  une 
integrale  du  s^steme  (3),  on  obtient  les  equations 

A  =  B'  =  C"  =  B  -^  .V  =  G  -f-  A"  =  Cf  H-  B"  =  o, 

qui  montrent  bien  que  le  s\steme  (3)  se  ramene  a  la  forme  (i). 

Le  s\ steme  (i)  nous  apparait  done  comine  le  type  ou  l&fornie 
rt-Jiiite  d'une  classe  entiere  de  systemes  presentant  la  propriete, 
que  Ton  rencontre  frequemment  dans  les  applications,  d'adinettrc 
une  integrale  du  second  degre.  Ce  caractere  particulier  des  equa- 
tions que  nous  aliens  etudier  meritait  d'etre  signale  et  suffirait  a 
justifier  Tetendue  des  developpements  qui  vont  suivre. 

1-i.  Je  vais  montrer  d*abord  que,  toutes  les  fois  que  1'on  con- 
naitraune  solution  particuliere('a0,  ^oiYo)  dusysteme  (i),  on  pourra 
joindre  1'integrale  du  premier  degre 

a^j-h  3tJ0 —  -;Vo  =  const., 

a  1'integrale  deja  donnee  du  second  degre. 

En  effct,  si  Ton  a  une  solution  quelconque  (a,  p,  y)  du  sys- 
Icinc  (i*>,  on  en  pourra.  deduire,  d'apres  les  proprietes  cle  loul 
s\slriue  lineaire,  uuc  solution  j>lus  generate 

-j.  —  k  a0?     fi  -T-  L  Sy,    Y  ~-  A-fo, 

/•designant  une  conslante  quelconque.  On  devra  done  avoir,  pour 
toutes  les  valours  de  A% 

(z-r-  /tau)--T-«  3  —  AJJu^+fY-f- A-Yo)2=const. 
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on,  en  developpant, 


Le  premier  eL  le  dernier  terme  du  premier  membre  etant  con- 
slants,  il  en  sera  de  meme  cle 

aao-f-pPoH-TYo, 
comme  il  fallait  le  demonlrer. 

II  resulte  (Svidemmenl  de  la  que,  si  Ton  connaissait  seule- 
ment  deux  solutions  particulieres  du  systeme  (i),  (a0,  [30,  y0), 
(au?i?TO»  on  pourrait  immediatemcnt  ecrire  la  solution  gene- 
rale,  qui  serait  defmie  par  les  Equations 

a2  -+-  p2  _j_  ^2  _.  const., 
aa0-}-  P(30-|-  YYO=  const., 
(3i  H-  YYI  =  const.; 


ces  equations  peuvent  etre  resolues  cL  donnent  pour  a,  [3,  y  les 
valeurs 


LYi+c2(aoPi— aiPo), 

od  c0,  c,,  Co  designent  des  constantes  arbitraires.  Mais  on  peut 
obtenir  une  proposition  plus  complete  et  montrer  que,  si  Ton 
connait  une  seule  solution  du  systeme  (i),  une  seule  quadrature 
suffira  a  nous  donner  son  integrale  generate. 

15.  Pour  etablir  ce  resultat  essentiel,  remarquons  que  les  va- 
Jeurs  les  plus  generates  de  a,  [3,  y  doivent  salisfaire  a  la  relation 


Commengons  d'abord  par  6carter  le  cas  ou  la  constantc  serail 
nulle;  on  pourra  toujours,  en  divisant  ces  valeurs  par  une  con- 
stante  convenable,  supposer  que  Ton  a 


Remarquons  meme  que,  dans  le  probleme  particulier  que  nous 
avons  a  traiter,  a,  |3,  y,  giant  trois  cosinus  directeurs,  doivent  ne- 
cessairement  satisfaire  a  cette  relation.  II  est  naturel  d'exprimer  a, 
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(i,  y  en  fonction  de  deux  variables  independantes,  de  maniere  que 
la  relation  precedente  soil  loujonrs  satisfaite,  et  de  chercher  les 
equations  differenlielles  auxquelles  devront  satisfaire  ces  deux 
variables. 

Or,  si  Ton  regarde  a,  (3,  y  comme  les  coordonnees  d'un  point  de 
Tespace,  1'equation  (7)  representera  une  sphere  de  rayon  i,  ayant 
pour  centre  1'origine  [des  coordonnees.  Considerons  cette  sphere 
comme  une  surface  reglee,  admettant  un  double  systeme  de  gene- 
ratrices imaginaires,  et  prenons  pour  variables  deux  quantite* 
demeurant  constantes  respectivement  sur  les  generatrices  de  chaquc 
systeme.  Pour  cela,  nous  poserons 


ce  qui  donnera 

i  —  STY        Q        .  i  -+-  cry  x -+- r 

(9)  a=     ._   ,  >      P  =  t      __^'      T='   __  ,  * 

Remarquons  que,  d'apres  les  formules  (8),  x  ety  seront  imagi- 
naires  quand  a,  [3,  y  seront  reels,  et,  en  outre,  Timaginaire  conju- 

tme'e  de  x  sera  — •  -  • 

b  J 

Si  nous  subs tituons  les  valeurs  (9)  de  a,  [3,  y  dans  les  equations 
diflerentielles,  ces  equations  se  reduiront  a  deux,  comme  on  devail 
s'y  attendre,  et,  apres  quelques  calculs  -faciles,  on  obtiendra  Ic 
systeme 

clr  .               q  —  ip         q  4-  ip 

__.  —  __  irx  -4-                  H-   ^        '  x~. 

dt  22' 
(10) 

x  et  y  doivent  done  etre  deux  solutions  differentes  de  la  meme 
equation  en  cr 

(u)  ~dt 

et  1'integration  du  systeme  propose  est  ramenee  a  celle  de  cetle 
seule  equation.  Deux  solutions  particulieres  distinctes  de  cetto 
Equation  donneront  toujours,  par  1'emploi  des  formules  (9),  de^ 
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valeurs  reelles  ou  imaginaires  do  a,  (3,  y,  verifiant  le  syslemc  (i). 
Remarquons  me*  me  que,  lorsque/>,  q,  r  seront  des  fonctions  reelles, 
il  suffira  de  connaitre  une  solution  particuliere  cr  de  liquation  (i  i) 
pour  en  deduire  une  soluLion  (a,  (3,  y)  du  systeme  propose.  En 
cffet,  designons  par  a-'  rimaginaire  conjuguee  de  cr.  Je  vais  mon- 

trer  que  --  ,  est  encore  une  solution  particuliere  del'equation(i  i). 
Pour  cela  changeons  i  en  —  i  dans  cette  equation,  nous  aurons 


dd  •     ,       q  -+-  ip        q  —  ip 

—  =  _f.z/V-:-    J  '     H-    J          J 

dt  22 


et,  par  consequent, 


II  suffit  de  comparer  a  Tequation  (i  i)  pour  reconnaitre  que  —  —, 
cst  bien  une  solution  parliculierc  de  cette  equation. 

16.  L'equation  en  or  appartient  au  groupe  des  equations  de  la 
forme 

r/cr 
(i3)  —  =  a-i-  2^cr  H-  ccr2, 

ou  a,  5,  c  sont  des  fonctions  quelconques  de  t.  Ce  sont  les  plus 
simples  apres  les  equations  lineaires.  Comme  on  les  rencontre  fre- 
quemment  dans  les  applications,  on  leur  a  donne  le  nom  de  Ric- 
cati,  parce  qu'elles  comprennent  comme  cas  particulier  Fequation 

~  =ac*-^bt'n, 
dt 

qui,  seule,  a  ete  1'oLjet  des  recherclies  du  geometre  italien.  Nous 
allons  rappeler  rapidement  leurs  principales  proprietes. 

D'abord,  elles  ne  changent  pas  de  forme  quand  on  effectue 
sur  cr  une  substitution  lineaire,  c'est-a-dire  quand  on  substitue  a  o- 
la  variable  \  definie  par  1'equation 


Rcr-hS' 


ou  P,  Q,  R7  S  sont  des  fonctions  quelconques  de  t.  !; 

En  second  lieu,  on  pent  les  integrer  des  que  Ton  en  cormail  ij 
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une  solution  particuliere.  Soit,  en  efiet,  T=  <TO  une  telle  solution. 
Posons 


i 

cr  =  <TO  H-      y 


el  nous  obtiendrons  pour  X  Fequalion  lineaire 

(ij)  ^=—  c  —  a(co-0-i-&)X, 

dont  Fintegration  exigera  seulement  deux  quadratures  effectives 
successivement. 

De  la  resulte  une  des  propriety's  fondamentales  de  Fequation 
de  Riccati.  Comme  la  valeur  generale  de  "X  est  lineaire  par  rapporl 
a  la  constante  arbitraire  C  et  de  la  forme 

PC+-Q, 

on  volt  que  Fintegrale  generale  de  Fequation  de  Riccali  sera  de  la 

forme 

RC-t-S 


P,  Q,  R,  S  etant  des  fonctions  de  la  variable  inclependante  de  t. 
On  deduit  de  la  que  fe  rapport  anharmonique  de  quatre  solu- 
tions de  V  equation  est  constant  et  egal  a  celui  des  quatre  va- 
leurs  de  la  constante  arbitraire  correspojidantes  a  ces  solutions. 

17.  Si  done  on  connait  trois  solutions  parliculieres  o-0,  G-,,  G-J, 
Fintegrale  generale  sera  donne*e  par  la  formule 

cr  —  (TO       cr  —  erg    _ 
0*1  —  cry     <TI  —  0*2 

qui  ne  contient  aucune  quadrature. 

Si  Fon  connait  seulement  deux  solutions  G-O?  ^i?  line  seule  qua- 
drature suffira.  Voici  le  procede  le  plus  rapide  pour  obtenir  la 
solution.  Posons 


on  aura 


^X  _  i       fds       dvQ\  i      /  da 

dt  ~  "^  cr  —  a0  \dt  ~~  ~dt  )  ~~  cr  —  G!  \di 
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ou,  en  remplagant  -p  -—-:  —~  par  leurs  valeurs  tire'cs  de   liqua- 

tion (i3), 

i  d\         ,  N 

__=:c(ao_ai); 

X  s'obliendra  done  par  une  simple  quadrature,  et  1'on  aura 


C  de"signant  une  constante  arbitraire. 

L'equation  de  Riccati  possede  done  une  des  proprietes  fonda- 
menLales  dcs  equations  lincaircs  et  la  connaissance  de  chaque  so- 
lution particuliere  permet  de  faire  un  pas  vers  la  solution  generate. 
Et,  en  effet,  il  est  aise  de  ramener  son  integration  a  celle  d'une 
equation  lineaire  du  second  ordre. 

Voici  le  precede  qui  nous  parait  le  plus  elegant  pour  demon  trcr 
cuLle  derniere  proposition. 

18.  Posons 


liquation  deviendra 

d\j,         ch  .         , 

V   — JJL  -7-    =   av2  -+-  2  O  [JLV  H-  C  (JL-, 

dt       k   dt  '  ( 

et  cette  unique  equation  pent  eVidemment  etre  remplacee  par  les 
deux  suivantes 


ou  h  designe  une  fonction  que  Ton  clioisira  arbitrairement  ( f ). 


0)  II  cst  bon  rle  remarquer  que,  si  1'integralion  complete  du  systeme  (16)  en- 
traine  celle  de  1'equation  de  Riccati  sans  qu'il  soit  necessaire  d'effectuer  une  qua- 
drature, la  re"ciproque  n'est  pas  vraie.  L'integration  de  liquation  de  Riccati  une 

fois  eifectuee,  on  a  seulement  le  rapport  ~;  la  determination  de  JJL  ou  de  v  par 
les  equations  (16)  exige  encore  une  quadrature. 
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Or  relimination  de  [ji  on  de  v  conduit,  evidemment,  a  une  equation 
lineaire  du  second  ordre. 

Si  Ton  prend,  par  exemple,  h  —  b,  on  aura 


el  v  satisfera  a  P equation 
(17) 

Si  v<  et  v2  designent  deux  solutions  "particulieres  de  cetle  cqua- 
on. 

(18) 


C  designant  une  constante  arbitraire. 

19.  Nous  avons  vu  que  le  rapport  anliarmonique  de  quatre  so- 
lutions particulieres  quelconques    de    Fequation   de   Riccati   est 
constant.  II  est  aise  d'etablir  que  cette  propriete  est   caracteris- 
lique,  qu'elle  appartient  a  cette  seule  equation. 

En  effet,  si  <70,  o-^  o-2  sont  trois  solutions  particulieres,  1'inte- 
grale  g^nerale  dc  Tequation  consideree  sera  donnee  par  la 
formule 

C7  Cr0    m     <J2 O-Q  ^ 

.  -     -=  v_j, 

O1  —  CTj          G*>  —  0"j 

ct  relimination  de  G  par  une  differentiation  conduit  a  une  equa- 
tion de  Riccati. 

20.  Appliquons  ces  propositions  gene'rales,  relatives  a  Pequa- 
tion  de  Riccati,  a  notre  Equation   (n)  en  or.  Toutes  les  fois  que 
Ton  connattra  une  solution  du  systeme  (i)  pour  laquelle  la  somme 
constante  a2-}-  p?-f- y2  sera  diflferente  de  ze*ro,  on  pourra  r^duire 
cette  somme  a  Tunite,  et  les  formules  (8)  nous  feront  alors  con- 
naitre  deux  solutions  particulieres  de  Inequation  en  <r.  D^signons 

ces  deux  solutions  par  o-0, II  suffira,  pour  determiner  1'in- 

tegrale  gen6rale  de  Pequation  en  cr,  d'effectner  une  seule  qua- 
drature. L'application  de  la  formule  (i5)  nous  conduira  par  des 
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transformations  faciles  a  1' equation 


ff  CT0 

I-hcroro 

on  encore 


=c      /ffo 

V   <*<> 


C  de*signant  la  constante  arbitraire. 

La  quadrature  qui  figure  dans  ces  formules  porle  sur  uue  fonc- 
lion  reelle,  toutes  les  fois  que  les  rotations  /?,  q^  r  et  la  solution 
particuliere  d'ou  Ton  est  parti  sont  reelles';  car  alors  o-0,  <T'O  seronl 
imaginaires  conjuguees,  et  la  fonction  sous  le  signe  f,  dans  les 
formules  precedentes,  sera  de  la  forme  £0,  6  etant  reelle. 

I]  est  done  demontre  que,  toutes  les  fois  que  Ton  connaitra 
une  solution  particuliere  da  sysleme  (i)  pour  laquelle  la  constante 
a2-f-  (ia-|-y2  sera  diff^rente  de  z6ro?  la  solution  gendrale  de  ce 
systeme  s'obtiendra  par  une  simple  quadrature. 

21.  Supposons  maintenant  que  les  solutions  particulieres  con- 
siderees  a,  (3,  y  satisfassent  a  la  relation 


Nous  commencerons  par  remarquer  que  1'une  au  moins  des 
quantite"s  a,  (3,  y  est  imaginaire.  On  aura  done,  en  mettant  en 
evidence  les  parties  replies  et  les  parties  imaginaires, 

Cela  pose,  si  /?,  y,  r  sont  des  fonctions  reelles  de  if,  a',  (3',  y' 
et  a",  (3v,y"  constitueront  evidemment  deux  systemes  differents  de 
solutions  reelles  du  systeme  (i),  pourlesquelsla  somme  a2-f-|3--i-y- 
sera  difFerente  de  zero.  L'application  des  formules  (6)  fera  con- 
naitre  alors,  sans  integration  nouvelle,  la  solution  complete  du 
systeme  (i). 

Supposons  maintenant  que  />,  q,  r  soient  des  fonctions  imagi- 
naires. On  pourra  poser 

09)  o-1-^-^ 

J'  T  a— ip 
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et,  en  introduisant  un  facteur  de  proportionnalite  p,  on  aura 

a=p(i  —  a?2),         p  =  ip 


La  substitution  de  ces  valeurs  dans  le  systeme  (i)  nous  conduit 
SLUM  denx  equations 

dx  .  q  —  ip        q  - 

—       —  -  J~  -  '-  --  y 


(21) 

v      '  dfr  22 

(22)  ^   ^  =  i>  —  ($r-H*»3;. 

Ainsi,  x  devra  etre  une  solution  de  1'equation  (n).  D'ailleurs, 
si  Ton  pose 


cette  equation  prendra  la  forme 

d\        q  -+-  i  p  . 

cTt  =  *    ,2J    +[ir-(q  + 

on,  en  tenant  compte  de  laformule  (22), 


On  aura  done  \  et,  par  consequent,  cr  par  une  seule  quadra- 
ture; done,  dans  tous  lescas,  la  connaissance  d'un  seul  systeme 
de  solutions  des  equations  (i)  per  met  d'obtenir,  par  une  seule 
quadrature,  I*  integration  complete  de  ces  equations. 

Les  systemes  particuliers  de  solutions  pour  lesquels  la  somme 
a2  H-  ^  -f-  y2  est  nulle  jouent  un  role  essentiel  dans  les  important? 
travaux  de  M.  Hermite  sur  la  rotation  d'un  corps  solide  (  J). 

22.  Euler,  qui  a,  le  premier,  etudie  le  mouvement  d'un  corps 
solide,  a  demon  tre  le  resultat  precedent  par  une  methode  toute  diffe- 
rente.  Nous  avons  vu  qu'il  a  exprime  les  neuf  cosinus  au  moycn 
de  trois  angles  settlement,  et  nous  savons  que  les  rotations  j9,  q,  r 
s'expriment  en  fonction  de  ces  angles  et  de  leurs  derivees  par  rap- 
port au  temps  par  les  formules  (6)  [p.  5].  Si  done  on  suppose 


C1)  HERMITE,  Sur  quelques  applications  des  fo notions  elliptiques.  Paris,  Gau- 
Uuer-Villars,  1886. 
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connues  Ics  rotations,  ces  Irois  formules  constitaeront  un  systemc 
d'equations  differenticlles  qui  remplacera  le  sysleme  (i)  et  suffira 
a  determiner  les  angles  9,  <p,  A.  A  la  veritc,  le  defaut  dc  symeLrie  do 
ces  equations  ne  permet  guere  de  Ics  employer  d'une  maniere  gene- 
rale;  cepcndant  on  en  deduil  Ires  simplemcnt  la  propriete  f  on  da- 
men  tale  du  sy steme  (i). 

En  effet,  soienta",  6;/,  cMes  valcurs  particuliercs,  sapposees  con- 
nucs,  de  a,  [3,  y,  verifiaat  le  systemc  (i).  Si  nous  prenons  pour  axe 
OZ  ladroile  dontles  cosinus  directeurs  sont  av,  b'1 ' ,  cn ',  noas  aarons 
alors  6  ct  cp  par  les  trois  clerniercs  formules  (2)  [p.  3].  Ensuitc  la 
dcrniere  des  formules  (6),  ou  la  secondc  des  formules  (7)  [p.  5], 
nous  pcrmcttra  de  determiner  A  par  une  quadrature.  Connaissant 
Ics  trois  angles  d'Enlcr,  nous  aurons  trois  solutions  particuliercs 
du  systemc  (T)  et,  par  consequent,  aussi  la  solution  generalc. 

II  Cbt  aise  de  voir  que  les  quadratures  a  eflecLucr  dans  les  deux 
jiiclhodes  se  ramenent  1'une  a  Fautre  et  nc  diflcrent  quo  par  dc* 
quan  tiles  exactcmcnt  intcgrablcs. 
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CHAPITRE  III. 

INTERPRETATION    GEOMETRIQUE    DE    IA    METIIODE    DEVELOPPEE 
DANS    LE    CHAP  IT  [IE    PRECEDENT. 

K  tilde  clcs  coordonnees  symetriqucs  dans  Ic  cas  de  la  sphere.  —  Interpretation 
geometrique  d'une  substitution  Imeaire  effectuee  simultane'menl  sur  Ics  deux 
roordonnecs.  —  Formules  d'Eulcr  et  d'Oliudc  Roclrigues  relatives  a  la  trans- 
formation cles  coordonnees.  —  Representation  de  la  variable  imagmairc  par  un 
point  tie  la  sphere  suivant  la  methode  de  Riemann. 


53.  D'apres  les  developpements  precedents,  on  voit  que  1'inlegra- 
tion  de  tout  systeme  d'equalions  lineaires  a  trois  inconnucs,  admet- 
tant  line  inlegrale  homogene  da  second  degre,  se  ramene  a  cellc 
d'une  equation  deRiccali,  c'esL-a-dire  a  celle  dti  systeme  lineairc 
ie  plus  general  adeuxinconnues.  II  nous  parailinteressant  de  justi- 
lier  et  d'expliquer  ce  resultat  parquelquesconsiderations  de  Geoni('- 
Irie  pure.  Pour  cela,  nous  allons  faire  une  etude  rapide  du  systeme 
cles  coordonnees  curvilignes  #,j',  qni  determincnt  les  points  de  la 
sphere  de  raj  on  i,  el  qui  sont  definies  par  les  formiiles  (Q). 

Par  un  calcul  elementaire,  ces  formules  nous  conduisenl  a  la  re- 
lation suivante 

(i)  d**+dp+di*=±2r-dy, 

(x-yy 

qui  fait  connaitre  la  different! elle  de  Tare  decrit  par  le  point  de 
coordonnees  curvilignes  x,y.  On  voit  que  cet  arc  sera  nu]  quantl 
on  se  deplacera  sur  Tune  ou  1'autre  des  generatrices  rectilignes  dc 
la  sphere  :  c'est  la  nn  resultat  bien  conn  a;  mais  la  formule  (i)  va 
nous  conduire  a  d'autres  consequences. 

2-i.  Son  second  membre  jouit  de  la  propriete  de  se  reproduiro 
quand  on  soumet  x  etj  a  unc  meme  substitution  lineaire.  Posons 
en  cffet 
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#,  6,  c,  rfetant  des  constanles;  nous  Irouverons 

{  dx  dy    __   4  dx\  dy\ 
[x-yY  ~~  0*1—  7i)2" 

II  resulte  de  la  que,  si  1'on  considere  sur  la  sphere  deux  figures 
decrites,  1'une  (F)  par  le  point  (JE,  j/'),  I'aiUre  (F,)  par  le  point 
(#0i}',),la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  quclconques 
de  Tune  des  figures  sera  egale  a  la  distance  des  points  correspon- 
dants  de  1'autre;  par  consequent  les  triangles  infiniment  pctils,  qui 
se  correspondent  dans  les  deux  figures,  ayantleurs  trois  cotes  egaux, 
seront  egaux  ou  symetriques,  et  les  deux  figures  seront  egales  ou 
symetriqties  :  je  clis  qu'elles  sont  egales. 

En  effet,  dans  les  (brmules  (2),  faisons  varier  «,  ft,  c,  d  d'unc 
maniere  continue  de  leurs  valeurs  actuelles  aux  valours  suivantes  : 
i,  o,  o,  i.  La  figure  (F^  se  ddplaccra  d'une  maniere  continue;  et, 
coinme  elle  est  toujours  cgaleon  symetriqne  a(F),  ellc  dcmeurera 
toujours  superposable  a.  sa  position  primitive.  Or,  pourlcs  valeurs 
extremes  de  a,  ft,  <?,  <r/,  la  substitution  (2)  se  reduit  a  la  suivante  : 

a?  =  3-1,       y=yi- 

La  figure  (F,)  est  venue  coi'n  cider  avec  (F)  et,  par  consequent, 
les  deux  figures  sont  Egales. 

Le  second  membrc  de  la  formule  (i)  sc  reproduirait  aussi  si  I'on 
employ  ait  la  substitution 

,ON  ay  i  -+-  b  axi-\-  b 

(3)  x=      ri     —  ,          y  —         l 

-    d  c&i-+-  d 


Mais  il  est  clair  que  cettc  substitution  i^esulte  de  la  composition 
de  la  substitution  (2),  qui  remplace  toute  figure  (F)par  une  figure 
egale,  avec  la  suivante  : 

x=yi,       y  =  xi- 

II  suffit  de  se  reporter  aux  formules  (9)  [p.  12]  pour  recon- 
nattre  que  cette  derniere  substitution  remplace  un  point  de  la 
sphere  par  le  point  diametralement  oppose,  c'est-a-dire  la  figure 
(F)  par  une  figure  symetrique;  il  en  sera  clone  de  meme  de  la  sub- 
stitution plus  generale  definie  par  les  formules  (3). 

2lo.   Les  resultats  precedents  ontete  deduits  de  l'equation(t)  qui 
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donne  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins.  Mais  on  pent 
aussi  les  obtenir  par  Temploi  de  la  formule  qui  exprime,  dans  le 
s)  steme  de  coordonnees  x,y,  la  distance  de  deux  points  quelcon- 
ques  de  la  sphere. 

Soient,  en  effel,  M,  M'  deux  points  de  coordonnees  x,r]  %'  ,  rj  . 
On  aura,  en  designant  par  MM'  1'arc  de  grand  ccrclc  qui  les 
re  unit, 

H,HT>        2.ry->~  ^x'r'—  (x-*-  r}(or'  -J-  r') 
(   )  cos  MM  =       J        —  ™N,    *      -i\-  --  ~-  > 

U;  (x—y)(*—Y) 

d'ou  1'on  deduira 

MM'     (  x  —  x')(r  —  /) 


.  , 

sm-    - 


Ges  formules,  que  j'ai  d^ja  donn^es  avec  plusieurs  auLres  en 
1872  ('),  peuvent  encore  s'ecrire  sous  la  forme 

MM'      _,        ,      ,      .          .  .MM'       n, 
COS2  __  =  R(j-,/,  a-,j)»         sina—  -  =  R(^,  x,y,y), 

l\(flj  6,  c,  rf)  designant  le  rapport  anharmonique  des  quan  tiles 
^,  6,  c,  rf.  II  est  clair  que  ces  expressions  demeurent  invariables 
(juand  on  applique  aux  coordonnees  des  deux  points  Tune  ou 
Tautre  des  substitutions  (2)  ou  (3).  On  voit  que  ces  substitu- 
tions ne  changent  pas  la  distance  sphenque  de  deux  points  quel- 
conques;  elles  ne  peuvent  done  que  remplacer  une  figure  (F)  par 
une  figure  egale  ou  symetrique,  ce  qui  confirme  la  proposition 
deja  obtenue. 

11  resulte  de  ce  qui  precede  que,  si  Ton  considere  quatre  points 
quelconques  M,  M7,  M",  Mw  a  la  surface  de  la  sphere,  le  rapport 
anharmonique  des  valeurs  de  la  coordonnee  x  relatives  a  ces  quatre 
points  demeurera  constant  quand  on  deplacera  d'une  raaniere  quel- 
conque  la  figure  invariable  forrn.ee  par  ces  quatre  points  ;  en  d'au- 
tres  termes,  ce  rapport  anharmonique  ne  depend  que  de  la  forme 
du  quadrilatere.  On  en  connait  differentes  expressions  que  je  ne 
m'arreterai  pas  a  etablir.  II  nous  suffira  de  savoir  qu'il  demeure 
constant  quand  le  quadrilatere  se  deplace  sans  se  deformer. 


(T)   G.  DVHBOUX,  Memoire  sur  une  classe  remarquable  de  courbes  el  de  sur- 
faces algebriques,  p.  212. 
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26.D'apres  cela,  revenons  au  syst&me  (i)  du  Chapitre  precedent 
et  considerons-y  a,  [3,  y  comme  les  coordonnees  d'un  point  de  la 
sphere.  A  chaque  solution  particuliere  du  systeme  (i)  correspondra 
sur  la  sphere  une  certaine  courbe  decrite  par  ce  point.  II  rcsulte 
des  propositions  e*tablies  tout  d'abord(n°  14)  que,  si  deux  points  de 
la  sphere  representent  deux  solutions  particulieres  differentes  du 
systeme,  ils  demeurent  toujours  a  une  distance  invariable  Pun  de 
1'autre;  done,  si  quatre  points  decrivent  dans  leur  mouvement  les 
courbes  qui  correspondent  a  quatre  solutions  particulieres  diffe- 
rentes, ils  formeront  une  figure  invariable,  et  le  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  valeurs  particulieres  de  x  qui  correspondent  a  ces 
quatre  points  sera  constant;  c'est  dire  que  x,  considere  comme 
fonction  de  £,  devra  satisfaire  a  une  equation  de  Riccati  (n°  19). 

II  nous  reste  a  expliquer  pourquoi  la  secondc  coordonne*e  y 
satisfait  a  la  meme  equation  que  la  premiere.  Pour  cela,  il  suffit  de 
remarquer  que,  si  un  point  M  de  la  sphere  donne  une  solution  du 
systeme  (i),  il  en  sera  de  meme  du  point  diame"tralement  oppose, 
qui  correspond  a  des  valeurs  de  a,  (3,  y  changees  de  signe.  Or  on 
passe  d'un  de  ces  points  a  1'auLre  en  echangeant  x  etjx;  ces  coor- 
donne"es  doivent  done  satisfaire  a  la  meme  equation  different!  elle. 

27.  Les  resultats  analytiques  du  Chapitre  precedent  sont  ainsi 
completement  expliques.  Nous  ne  poursuivrons  pas  maintenant 
l^tiide  complete  du  systeme  de  coordonnees  x,  y,  et  nous  nous 
contenterons  d'indiquer  comment  on  determine  le  deplacement 
correspondant  a  une  substitLition  lineaire  effectuee  simultanement 
sur  les  deux  coordonnees. 

Reprenons  les  fo  ramies 


,c\  —  Q     .-r 

(6)  a  =  J  ,          8  =  i          J  9          Y  =  , 

x—y  r        x—  y  '        x  —y 

qui  donnent  les  coordonnees  rectangulaires  a,  [3,  y  en  fonction  de 
#,,/•  Si  Ton  effectue  sur  x  et  sur/  la  substitution  definie  par  les 
formules 


et  si  Ton  designe  par  a,,  p0  y1  les  coordonnees  rectangulaires 

qui  correspondent  a  x^   j  {,  on  trouvera,   apres   un  calcul  qui 

D.  —  I.  3 
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n'offre  aucune  difficulte, 


(8) 

!  =  ca  -f-  c',8  H-  C"Y, 

tt,  6,  c,  ...  nyant  les  valeurs  suivantes 


t  —  a  a  -~  a'     -h 


2B 

(9)        a'=i^n--™'-P\      U  =    '«--*-  +  />-+?_,      '' =  <'*"*  ^' 

nq  —  nip  ,„  __          mp  -+-  71*7 

B    "  "  '  ~  ~~  l         B        3 

ou  B  est  le  determinant  de  la  substitution 

B  =  mcj  —  up, 

11  estaise  de  reconnaitre  que  ces  neuf  quantites  sont  le^  coeffi- 
cients d'une  substitution  orthogonale,  de  determinant  i,  ce  qiri 
demontrc  une  fois  de  plus  le  theoreme  etabli  plus  haul  (n°  24). 

Si  1'on  remplace  m,  ?i,  p,  q  par  les  expressions  suivanle* 

m  =  —  p  -h  ?v,        n  =  —  [j.  -h  *X, 

gr=—  p—i'v,  p=         ix-HtX, 

en  posant,  pour  abreger, 

(10)  B  =  X2-t-  ;j.2^v2-h  p2, 

on  tr ouve 


Ba  =  pS+)k2_,JLs_v2,     BZj  =  2(>X-hpv),  Be   =2(Xv—  p(xj, 

B^'^  -2(u:A  — vp),  BZ>'  =  p2H-  (JL2  —  X2—  v2,     Be7  =  a(p  H-Xp), 

B^"^  2(vX—  jxp),  B6ff=:  a(;j.v  —  Xp)5  Bc"=  p2H-  v^_  X2— ;j.2 

Ce  sont,  sous  forme  homogene,  les  expressions  bien  connues  des 
neuf  co sinus,  dues  a  Euler  et  a  Olinde  Rodrigues. 

28.  Puisque  les  formules  (7)  definissent  un  deplacement  reel  on 
imaginaire,  c'est-a-dire  une  rotation  fiaie,  proposons-nous  de  de- 
terminer Faxe  et  la  grandeur  de  cette  rotation.  On  obtient  ces 
deux  elements  de  la  maniere  suivante  ; 

Les  points  ou  Faxe  de  rotation  vient  rencontrer  la  sphere  de- 
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meurent  immobiles  dans  le  mouvement.  Us  doiventdonc  satisfaire 
aux  relations 

par  consequent  x,  y  seront  les  racines  de  Tequation 

(12)  px~-{-  (q  —  m)x  —  ?i  ==  o , 

quidefinitles  elements  doubles  dela  substitution  lindaire.  Soient^7, 
y!les  deux  racines,  que  nous  supposerons  differentes,  de  cette  equa- 
tion. Onvoitque  le  mouvement  laisserainvariables  les  quatre  points 

(t3)         I™/    r^f'    XZ*':    X^J')_ 

\    J  J     *  «/  '?  J  *       7  J  J 

Les  deux  premiers  sont  a  distance  finie  et  diametralement  op- 
poses :  ce  sont  les  points  ou  1'axe  de  rotation  coupe  la  sphere.  Le.s 
deux  autres  satisfont  a  la  relation  x  — JK,  et,  par  consequent, 
d'apres  les  formules  (6),  ils  sont  sur  le  cercle  de  1'infini.  De  la  re- 
suite  celte  definition  d'un  depJacement  au  point  de  vue  projectif. 
C:est  une  transformation  homographique  de  la  sphere  laissant  in- 
variables  quatre  points  dont  deux  sont  a  1'infini,  et  dont  les  deux 
autres  sont  diametralemcnt  opposes.  Ces  quatre  points  formentles 
sommets  d'un  quadrilatere  gauche,  entierement  situe  sur  la  sphere. 

Quant  a  la  grandeur  de  la  rotation,  on  la  determinera  dc  la  ma- 
niere  suivante.  ficrivons  les  equations  (7)  sous  la  forme  canonique 

W  x—y'  ~~  ^i—y1'       ~y—y'  ~~  Vi  —  /  ' 

Cette  forme  se  conservera  evidemmentsi  Ton  cffectue  un  de"pla- 
cement  d'ensemble,  c'est-a-dire  si  Ton  soumet  toutes  les  variables 
x,  y,  x1 ',  . .  .  a  la  merne  substitution  lineaire.  Supposons  que  ce 
deplacement  ait  ete  choisi  de  telle  maniere  que  le  point  x-=-x^ 
y  =yf  vienne  se  placer  sur  la  partie  positive  de  Faxe  des  z;  alors 
x'  deviendra  egal  a  oo  ,  y3  a  o  et  les  formules  (i4)  deviendront 

ou,  en  revenant  aux  coordonnees  rectangulaires  et  appelant  a,  p, 
y;  a0  (3<,  yi  les  coordonnees  rectilignes  de  deux  positions  corres- 
pondantes  du  meme  point 

Ces  formules  conviennent  evidemment  a  une  rotation  autour  de 
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O  z,  d'un  angle  0  clcfini  par  1'equation 


On  le  reconnait  immedialement  en  consideiant  les  points  du  plan 
des  SCY  pour  lesquels  on  a 


Amsi  la  giandeur  cle  la  lotation  sera  deteiimnee  sans  ambiguite 
pai  la  foimule  (16)  Quant  a  la  valeur  de  A,  elle  esL  donnee,  comme 
on  sait,  par  1'equation 

m—pjL1 

<»7J  A  =          '     , 

m  —py 

ou,  si  Ton  vent  1'obtenir  sans  passer  par  les  valeurs  de  ./,_)  ',  pai 
1'equation 


29  Le  deplacement  defini  pai  les  foimules  (7)  n'est  pas  niel,  en 
general,  mais  les  difleientes  melhodes  precedentes  permettent 
d'mdiquei  a  quelles  conditions  ce  deplacement  seia  reel  En  cffeL, 
nous  avons  vu  que,  si  deuv  points  leels  ont  pour  coordonnees^,  j 
et  x{:  j',  lespectivement,  les  variables  imaginanes  x,  JL\  auiont 

pour  conjuguees  --  -f,  --    En  changeant  done  i  en  —  i  dans  la 

premiere  equation  (7)   et  designant  pai  /»0,  nQ,pu,  q0  les  quan- 
tite's  conjnguees  de  m,  n}  /?,  q:  on  clevia  avoir 


y      — 

et  cette  relation,  dexant  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  #,  y  sonl  lc^ 
cooidonnees  d'un  point  reel,  devra  necessairement  etre  identiquc 
a  la  seconde  des  formules  (7)  Cela  donne  les  conditions 


Pa  _  —gn  _  —m0  __  n^ 
it  in  q  p 


qui  permettent  d'ecrne  les  formules  (7)  sous  la  forme 
(19)  ^  = 


/»o,  «o  ddsignant  les  imagmaires  conjuguees  de  m  et  de  72 

30    II  est  facile  de  icconnaitre  que,  lorsque,  suivant  la  methode 
de  Riemann,  on  repiesente  une  variable  imagmaire  par  un  point 
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de  la  sphere,  la  quantite  que  nous  designons  par  x  est  1'affixc  du 


En  eflfet,  la  melhode  de  Riemaaa  consisLe  a  representer  d'aboid 
la  variable  z  =  x'-\-ij>'  par  le  point  (.#',_/')  clans  le  plan  des  xy  , 
comme  1'ont  fait  Gauss  ct  Catich}  ,  pins  a  fane  la  projection 
stereographique  de  ce  plan  sur  la  spheie  de  rayon  i  qui  a  son 
centre  a  I'ougine,  en  pienant  pour  pole  le  point  de  cette  spheie 
situe  sui  la  partie  posilne  de  1'ave  des  z  Si  nous  designons  par 
or.,  (3,  Y  Ics  coorclonnees  dc  cctte  piojeclion  stereographique,  un 
calcul  elementaire  nous  donne 

r-t-ip 
^  =  —  -  —  =  x  -I-  iv  =  G, 

r    _     mf  ** 


ce  qui  ]usLific  noire  lemarque 

31  Dans  la  iheorie  des  fonctions  etdans  diffcrentes  recherches 
tie  Geometric,  il  pent  etie  avantageux  de  modifier  l^geicmenl  le 
syslcme  de  cooidonnees  x,y  et  de  substiluei  s.i  la  variable 


On  a  alors  pour  </,  p,  Y  IPS  expressions 


r  -+-  WKO  '  n-  r  /  0 

eL  Fequalion  (i)  prend  la  forme 
f  7  n        ,r,  -,        7  -,          i 

(21)  dj?-  -r-  (l$2  -+-  d'f-  = 


Avcc  ce  nouveau  systemc,  Ics  coordonnees  x,  x0  de  tout  point 
reel  sont  nnaginaires  conjuguees,  mais  d'autie  pait,  nn  deplace- 
iTient  n'est  plus  icpresente  par  la  mcme  substitution  lineaire 
efTecLuee  sui  les  deux  variables  (') 

(1)  Poui  tout  cc  qui  ronccine  Ics  lelalions  cnLrc  Ics  deplacumcnLs  ct  les  sub- 
stitutions lincaires,  on  pouua  consullei  Ics  importanls  Mcmoires  de  M  F  Klein, 
insorcs  dans  les  tomes  IX  c\  XII  des  MathcrnatiscJie  Annalan,  ou  ces  iclations 
-,c  tinuvent  approfondics  et  appliquees  A  la  solution  dc  plusieurs  problomes  du 
plus  haul  intciet 
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CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS    DH    LV    THLOIUE    PRCCLDENTC 

Extension    de   Id    throne   cle  PouisoL    —  Delcimmjtion    dps   mimvemeiUs   cl<ms 
lesquels  il  y  a  deuv  leljtious,  donnees  a  I'avance,  cnlic  ILS  loLalions   —  DcLei 
imitation  dcs  couibea  gaudies  clout   !a   couibuic  eL  la  loision   satisfonl  a  unc 
i  elation  donnee    —  Etude  du   CMS  on  cello  iclaLion   Cbt  lineaue  —  Combos  ft 
toision  constante 


3V2.  Avant  de  con  tinner  1'exposilion  dela  theoiie  geneiale,  nous 
dllons  faire  quelques  applications  des  propositions  qiu  precedent 
Reprenons  le  s^steme 


auquel  salisfonl  les  cosmus  des  angles  que  lail  line  droiLe  fixe 
avecles  axes  mobiles  On  sail  que,  loisqu'un  coips  sohcle  se  meul 
an  to  in  d'un  point  five  sans  etie  soumis  a  Faction  d'aucune  force, 
le  sysleme  precedent  est  venfie  si  Ton  siibstitue  a  v,  (3,  y  le^ 


denvees  -,£.,     .  d'une  ionction  /(/?,  y,  r\  homogene  et  du  se- 

cond degre,  qui  xepresente  la  demi-force  MVC  totale  du  corps 

Gherchons  tons  les  mouvements  puissant  d'une  piopnete  ana- 
logue, c'est-a-due  pour  lesquels  le  sysleme  (i)  admet  la  solution 

fa)  «-')f          P       df  d' 

i  a  ;  a  =  —  ,          p  =  —  -  ,          Y  —  —  • 

Op  '         dq  '        dt 

J\Uis  ici  J(p,  q,  /)  ne  sera  plus  assujelhc  a  elre  homogene  el 
du  second  degre  Comme  a,  |3,  yet  les  denvees  de/se  transfoiment 
par  la  meme  substitution,  quand  on  eflfectue  un  changement  des 
axes  mobiles,  jl  est  evident  que  la  propnete  piecedente  est  inde- 
pendante  du  clioix.  des  axes 
En  ecnvant  que  le  systeme  (i)  ost  venfie  par  les  valeurs  (a)  de 
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?,  p,  y,  nous  aurons  les  equal  ions 


dl\dp)  -       Oq 


(t'ou  1'on  dedmt 


On  a  done,  en  mlegranl, 


i  i  )  77  rp-  -;-  rj  -  —  i-  /  -  ----  /  =  const  , 

1   dp        J  i)tj  1)1         ' 


a  a  laqucllc  il  faul  ]omdie  la  simanlc 


(jui  e\prime  que  a,  [3,  y  sonL  des  cosinus  directeurs. 

En  porlanl  les  valcurs  de  /;,  q  Luees  de  ces  equations  (4)  el  (5) 
c'ii  f  one  lion  dc  ;  dans  I'une  des  equations  (3),  on  aura  Ic  lemps 
par  une  quadialuie  Apres  avoir  oblenu  ainsi  les  expressions  de 
/>,  q}  7  en  fonclion  du  lemps,  on  achcvcra,  au  moyen  d'nnc 
seule  quadraluic,  1'inLt'gralion  du  sysLeme  (i)  donl  on  connail  deja 
la  solution  parLiculierc  fouinie  par  les  Equations  (2) 

La  solution  est,  on  le  voit,  toule  pareille  a  celle  que  Ton  a 
rlonnee  dans  1'elude  da  mouvemcnt  d'un  corps  solide  ahandonne 
n  lui-menie,  mais  1'analogie  est  plus  complete  encore,  si  1'on  sup- 
pose que  la  lonction  J  soil  homogenc  Alors  1'equation  (4)  se 
red  in  I  a  la  suivanle 


et  1'on  pent  lepresenler  le  mouvement  en  faisant  rouler  sur  un 
plan  fixe  la  suilace  invaiiableinent  liee  aux  axes  mobiles  donl 
IV'qiiation,  par  lapport  a  ces  axes,  esL 

J(r,y,  »)  =  i 

Si  Ton  suppose  que  /soil  entiere  el  du  second  degr6,  on  letrouve 
ainsi  la  solulion  de  Poinsot. 
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33  Comme  deuxieme  application,  proposons-nous  de  deter- 
miner les  mouvemenls  dans  lesquels  il  y  a  deux  relations  clonnees 
a  1'avance 

(0)  f(p,  q,  >  )  =  o,         y(p,  gr,  /)  =  o, 

en  Ire  les  trois  rotations  Nous  aliens  Jonner  d'abord  une  methode 
geometnque  indiquant  le  degre  de  difficullc  de  ce  probleme 
Dans  la  repiesentation  de  Poinsot,  le  mouveraent  est  obtenu  si 
Ton  fait  rouler  le  cone  (y),  lieu  de  1'axe  instantane  de  rotation 
dans  le  corps  mobile,  sur  un  cone  fixe  (G)  Oi  les  deux  Equations 
prccedentes,  determinant  le  lieu  deerit  dans  le  corps  par  I'extie- 
nutc  de  1'axe  instanlane',  nous  font  connaitre  par  cela  memo  le 
cone  (y)  Quant  an  cone  (C),  prcnons-le  arbitrairemenl,  mais  de 
lelle  manieie  que  la  section  Je  ce  cone,  par  la  spheie  de  rayon  i, 
soit  la  developpee  spherique  d'une  couibe  aibitraire  tracce  sur 
cette  sphere,  ce  qui  permet  d'obtenir  1'aic  de  celte  section  sans 
aucune  quadrature,  pins  faisons  rouler  le  cone  (y)  sur  le  cone  (C) 
Les  equations  que  nous  aurons  a  ecrirc  pour  exprimci  ce  moiue- 
ment  conliendront  evidemmenl  la  quadrature  qui  donne  1'aic  do 
la  courbe  d'mtersection  du  cone  (y)  pai  la  sphere  de  ia^  on  i  Pour 
une  position  quelconque  du  cone  (y),  l'a\e  inslantane  sera  la  gc- 
neratrice  de  contact  de  ce  cone  avec  le  cone  (C),  et  les  rapports 
de  />,  ^,  /•  seront  connus  Les  equations  (6)  nous  feiont  done 
connaitre  les  grandeurs  de  ces  rotations  En  evprimant  que  le  c6nc 
(y)  roule  a  cliaque  instant  avec  la  \atesse  ainsi  obtenue,  on  aura 
a  cflectuer  une  nouvelle  quadiature  qui  deteimmcra  le  temps 

Ainsi  le  calcul  pent  etre  dirige  de  telle  maniere  que  1'on  n'ait  a 
effectuer  que  deux  quadratuies.  On  arrive  a  des  lesultats  equiva- 
lents par  la  methode  analytique  suivante 

3-1.  Supposons  Irois  des  neuf  cosinus,  «,  b,  c  par  exemple, 
cxprimes  en  fonction  des  deux  variables  x  el  y  par  les  formules 
(6)  [p  33]  Si  #,  b,  c  sont  reels,  x  et  y  seront  des  imagmaires  dc 
la  forme 


h  —  ki 


En   exprimanl  que  ces  deux  quantities  venfient  1'equation  de 
Riccati  (n)  [p.  i3],  on  a  deux  relations,  elles  sont  identiques  a 
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celles  que  1'on  obtient  en  subslitnant  seulement  la  valeur  cle  x 
el  e"galant  les  pailiesieelles  el  les  parties  iniagmaiies 

dh  -  fj 

dt  2 

(7)  dk 

-7^  =  —  >  h  -+-  qhk  —  ^-  ( i  -+-  La-  —  h* ) 

Ehminons  p,  q,  r  entrc  les  equations  ((3)  et  (7),  nous  scions 
ainsi  conduits  a  une  equation  de  la  forme 

\  *'    ''  ~flt'    ~dt 

Et,  si  1'on  piend  pom  A,  par  exemple,  nne  fonchon  arbilraire 
de  //,  celte  equation  Jeia  connaitrc  le  temps  I  par  une  qiiddialurc 
Nous  connaissons  tiois  dcs  neuf  coainus,  «,  6,  r  Une  dermere 
quadiature  nous  fera  connaitre  les  siv  autres  Les  resultats  ainsi 
obtenus  coincident,  on  le  voil,  avec  ceux  cjue  nous  a  fournis  la 
methode  geometricjue. 

35  Nous  avons  vu  que,  si  1'on  considere  une  combe  gauche 
quelconque  el  si  1'on  etudic  le  mouvementdu  tuedre  forme  par  la 
langenLe,  la  normale  principale  et  la  binoimale  en  un  point,  on 
aura,  en  supposanl  C|ue  1'originc  cle  ce  tricdre  decut  I'unite  d'arc 
dans  1'unile  de  temps, 

i 
P=—->         fl  =  °> 

p  ct  -  designant  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  Pioposons- 
nous  de  determiner  loutes  les  couibes  pour  lesquelles  il  y  a  une 
relation  clonnee  a  1'avance  entre  la  courbuie  et  la  torsion 


Gela   reviendra   a   determiner  le   monvement   d'un    tnedre   dans 
lequel  on  a,  entie  les  rotations,  les  deux  relations 

(8)  q  =  o,         J(~P,  O  =  o 

En  appliqnant  la  methode  generale  donnee  plus  haut,  on  aura 
les  expressions  des  neuf  cosinus  qui  determment  la  position  du 
tnedie  mobile,  en  fonction  cle  Fare  de  la  courbe  qm,  ici,  est  egal 
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au  temps  ,  puis,  on  delermmera  les  coordonnees  rectangulaires  #, 
7  ,  z  du  point  de  la  combe,  sommet  du  tuedie,  par  les  formules 

di  dy        ,         dz  _ 

T~   ==  Cl-i  ~~T~    —   "  1  ~~T~   —  tt  ! 

ds  d>>  dt, 

<|ui  donneront 

T  =  fa  ds,        i  =  fa'ch,        -  =  fa'ds 

36  La  metliode  que  nous  venous  d'mchquer,  el  qui  esl  ge'ne'rale, 
est  susceptible  de  simplifications  dans  ceitams  cas  particuliers. 

Supposons,  pai  exemple,  que  1'on  demande  les  courbes  dontla 
lovsion  est  constanle  Les  formules  de  M  Seriet 

dc  _  b  dc'  _  b'  dc    __  b' 

ds        7  ds         -  '  ds         7 

nous  donnent  6,  b1 ',  V  en  fonction  des  denvees  de  c    Si  1'on  port? 
^es  valeuis  dans  les  relations  entie  lesneuf  cosinus 

a  —  b' c  — c'b',         d  =  b"  c  —  be',         «' —  be'—  cb', 

on  ti  ouve 

dc'  ,  dc 

ds  dt> 

__           dc"  dc 

di>  C/A 

,  dc  dc 

d\  dt, 

On  auia,  par  stale,  pour  les  coordonnees  reclangulaues  d'uii 
point  de  la  courbe,  les  ioi  mules 

r  •=•  J  a  d<>  =  T  f(c"dc'  —  c' dc" j, 
y  =  fa'  ds  =  •:/(  c  dc  —  c'  do), 
z  =  fa'ds  —  •:/(  c'  dc  —  c  dc'}, 

c,  c',  c"  elant  trois   fonctions  d'une  seule  variable   assujetlies  a 
I'u ui que  condition 

C2-t-  c'2-f-C'i  =  l 

Si,  par  exemple,  on  pose 

L  —  —  —  —  —  ' 

7i      /.       i  ~~  Ji,i,  1 1,  />' 


VPPLICATIONS 


on  aura 


(9) 


TIIEORIE    PRECEDENTS 
/  dk  —  L  dl 


C  /  dk  —  L  dl 

<  —  ~  i 

J  hi  +  ^+ii 

r  h  dl  —  I  dh 
1    ~  T  /   /  2       /  1       71 

-  _  _  Ck  dli  —  hdl 


Ces  formnles  coincident,  au\  notations  pres,  avec  celles  quc 
M  J  -A.  Seriet  a  donnees  dans  la  5C  (Milton  de  Y  Application  de 
I'Anafj  se  a  La  Geometric  de  Monge,  p  5(36. 

37.  Une  mdlhode  analogue  s'applique  a  la  deteimmaLion  des 
couibes  doot  Ic  rajou  de  pienut'-ie  courbuic  est  constant  Reprc- 
IJODS,  en  elfeL,  les  formules 


d  r  da         b 

-'-  '  -'•          p 


ffs 


rt\ 


ft1,          ,  ,    ,         ,   ,,         ,   , , 
—  =  ytfa1  -+-  a  a  -  -i-  da  - 


()u  en  deduii 


ct,  pai  cnnsequcnl, 


Ou  auia  clone,   pour  le^   trois  coordounees   d'un    point  de  la 

combe  clierchee, 

/   z  —  p  /"  a  d?, 

ho)  )  •)   =.  pj  a'  <rZ<r, 

(  c  -    ?ffi"  d<j, 

ffa  desiguaut  la  differentiellc  de  1'arc  de  la  courbe  splnhiquc 
decnte  par  Ic  point  (a,  ci1 ',  a")  Le  centre  de  courbure  aura  pom 
rooidonnees  les  valeurs  suivantes 

.  da  , 

•[  —  i  -r-  h  p  —  p  -j-    H-  of  a  acr, 

<7T 

V     -      —        -ffl'rfcr 

JH  aa"  r     a     J 

,    =  J-hi    p   =   p-r-^p/rt     rfff, 


et  il  e^L  disc  dc  verifier,  conloimcmenL  aux  r<§sullals   du  n°  10, 
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que  le  lieu  de  ce  point  est  aussi  une  combe  clont  la  premiere  com- 
bine est  constante  et  egale  a  celle  de  la  premieie 

38.  Enfin,  si  1'on  cherche  les  courbes  jouissant  do  la  propuete 
Mgnalee  pai  M  Beitraud  (n°  8),  et  donl  les  deux  courbures  som 
hees  par  I'equatiou 


on  posera 

ma  -+-  no  =  i  \/m-  •+-  ?i2, 
/??«'-(-  ?ic'  =  d  \*  ni2  •+•  n2, 
ma1'  -I-  no"  =  ff  \/ tn2  -+-  n-, 

y,  y',  y"  etanL  trois  fonctions  evidemmenl  assnjetties  a  la  relaLiou 

«-  -+-  j!-  -f-  a"-  =  i 

Les  formules  de  Serrel 

da  _  b  dc  _  b 

ds  ~~  p  '          ds        r 

nous  donueiont,  en  tenant  compte  de  la  relation  (12), 

j  drj  /i         ->  drj-'         i  i  &•*•" 

I  i  \ }        y  ni2  •+-  n-  —j-  •=•  y,          y  m-  •+-  n1  — r—  =  u  ,          y  in2  -f-  7i2  —7-  •=  w 


Pius  on  auia 


—  ;?zc  =  n(b'c"  —  c'i")  —  m(a)b"  — 


a  -=  --  'J-T 
ch  ds 


et  de  raeme 


fi5') 


,  ,       .     ,         „  .  /     dy          „  dv  \ 

na  —  me  =  (  ?n-  -+-  n-}(  rJ  —r-  —  -J  -7-  ) 

\      ^/A  C/A  / 


a  n      f     -,         IN       i 

—  me  =  (?>i-  -+-  n-}     a  —  --  a  -7- 

ds  ds  / 


Les  iclations  (i3)  et  (i5)  nous  permettent  de  determiner  a,  a', 


APPLICATIONS    DE    LA    TIIEORIC    PRECEDENTS 

</,  c,  c1,  c",  et  nous  donnent 

m  /  „  da! 

•    a  =  _  ot    •••'-•' 


/   „  aa.  ,  CU"  \ 

a   —, a'  -r 

\      ds  «i  / 

1  in 

(16) 


\/rn-  -+-  n- 
m 


,  da. 
£/+  n    y  '  -  --  J. 


Des  formules  (i4)?  nous  dedmsons  d'ailleuis 
ds*  =  (  mi  +-  «a)(rfa2  -+-  d'/1  -+-  dl'* 


On  aiuta  done  Ics  coordonnees  iccLaugulaires  d'un  point  de  la 
couvbe  par  1'emploi  des  equations 

i  =fa.di>,        j  —  fa'  di>,         ^  —  fd'ds, 
LO  qui  conduit  au  lesullat  dt'finitif 

a  ~  \l  d'j.-  -+-  f/x  -  H-  ^/x"-, 
^  =  «i/  a  rfcr  -4-  nf(y"dn.'  —  a'  c?y"), 
j/  =  mf  a'  rfo-  -+-  /i/(a  dy."  —  a"  r/a), 
5  —  infy"  da  •+•  nf(y'  du  —  -  a  £/:/) 

Siuvant  que  1'on  fera  in  ou  n  cgal  a  zdro,  on  retrouvera  les  for- 
mules (cj)  ou  (10),  7,  a',  «/"  sont  d'ailleurs,  nous  Favons  vu,  Iroi-, 
J  one  lions  d'uuc  sculc  variable  assujcllies  a  1'unique  relation 


Les  formules  precedentes  s'etabliraient  aussi  Ires  aisement  par 
1'cmploi  de  la  Gcometue 

39  Des  trois  system.es  (9),  (10),  (17),  le  plus  simple  est  le 
bysleme  (9),  qui  determine  les  courbes  dont  la  torsion  est  con- 
staote  Nous  allons  les  apphquer  a  la  lecheiche  dc  la  courbe  a 
torsion  constante,  dont  I'mdicatrice  sphenque  est  une  conique 
iphenque  On  leconnailra  aisement  que,  si  par  le  centre  de  Id 
sphere  dc  rayon  i  on  mene  une  parallele  a  la  bmormale,  celte 
parallele  coupera  la  sphere  en  un  point  dont  les  coordonnees 
seiont  c,  c1,  c",  et  qui  deem  a  une  ellipse  splienqtie  supplemen- 
lane  de  1'indicaliice  spherique. 
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En  clioisissant  convenaLlement  les  axes,  on  pourra  done  obtenir 
pour  Ii,  A,  I  les  expressions  lies  simples 


qui  conviennenL  A  la  courbe  siluec  sin  le  cone1 


<.•!,  en  porlanLces  valeurs  dc  //,  A,  /clans  Ics  ioi  mules  (9),  on 
le  sysleme 

-      //  be  /""  dp 

~  ±\      (ft  —  b)\c  —  fi)J   v/^_p)(c_  pj' 

_  "      /'  ac  ^  (^ 

I  Y    ( b  —  c  )  (a  — 

~-i/  "^ 

l\        (ft  — •  6  J  (  L   

qui  definil  la  courbe  cbercbc'c 

On  nc  cnnnail,  cioyons-nous}  .incline  combe  algebuque  cl 
lecllo  donl  la  loision  soil  conslaaLc  11  seiail  inlercssanl  d'cxa- 
minei  si  Louies  les  couvbcs  a  loision  constanle  sonl  neccssaiic- 
menl  Iranscendanles  ou  bien,  s'llyen  a  d'algebnqucs,  dc  delei- 
inmer  Ics  plus  simples. 
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CHAPITRE  Y. 

DES    DErLACEMENTS     V    DEUX    V  UU  \.BLES     1NDEPEWD  VNTES 

Relations  difTcrcnLiclles  cnLic  les  deuv  sysluncs  clc  lolalions  DcLeiminaLion  clu 
mouvemenL  quand  ccs  rolalions  soaL  connucs  Application  au  cas  ou  elles  sont 
lonctionh  d'uno  seule  vanable 


•40  Dans  les  Chapitres  preccdcnls,  nous  avons  vu  comment  on 
raltachc  la  theoric  dcs  combes  gauclics  a  1'etudc  clu  mouvcnicnt 
d'un  tnedie  D'aulics  rcchcrchcs  clc  Geomeliio  cL,  en  parlicuhei, 
ccllLt)  CJLII  scrappoilcnl  a  la  ihconu  dcs  surfaces  cxigcui  cjue  Ton 
cousidcie  dcs  syslemcs  mobiles  donL  les  difleienles  positions  cli'- 
pcndcul  do  deux  paiamelrcs  dislmcls  Nous  aliens  cnticpicndie 
I'uludc  de  ids  syslemcs,  ct,  pom  eliulicr  d'aboidlcs  pioprieles  des 
rotalious,  nous  comaicuccrons  par  supposci  c[tic  Ic  s)slcmc  mobile- 
:i  mi  poml  fi\c  qui  sera,  commc  prccedcmment,  1'oiigiuc  a  la  fois 
dcs  axes  fixes  cL  dcs  axes  mobiles 

Alois  les  ncnf  cosinus  c[iu  delcimment  la  position  dcs  axes  mo- 
biles sont  dcs  fond  ions  de  deux  variables  mdepcndantcs,  u  ct  c  A 
paitirdc  chacune  di-  ses  positions,  Ic  systemc  mobile  pent  prcndre 
laic  infinite  demouvcments,  c[in  correspondent  au\  ditleienlcs  icla- 
tions  quc  Ton  pent  etabhr  cntie  u  el  v  Nous  introduirons  ici  deuv 
syslemcs  differcnls  de  rolalions  Les  uncs,  c[ue  nous  designc-ion-. 
pai  />,  (7,  /  ,  scrapportent  au  deplacemciit  dans  lequel  u  vane  seulc 
Elles  donncut  naissancc  au  systemc 


C[ui  dcvra  admettrc  comme  solutions  particuheies  les  Liois  cosmus 
dc  chaque  groupc  Les  autres,  que  nous  dcsignerons  par  /?,  ,</,,/,, 
scront  iclativcs  au  cas  ou  v  vane  sculc  Elles  donncnt  egalemenl 
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lout  semblablc  au  premier.  Tl  resullc  immodialcmcut  dc  la  quo, 
Ton  considere  un  deplacemcnl  da  systemc  dans  lequcl  it  cl  c  ^o 
des  fonctions  donnecs  dc  £  on  am  a 


P,  Q,  R  ay  ant  Ics  valcurs 

/ON    „         <r/?c          rfp-  „         da          civ  (In          c/c 

(3)    p=P-dl+^7ii        Q^Vdt+V'di'        R^'7/7H-'^' 

cl,  par  consequent,  ccs  Irois  qnanliLes  P,  Q,  R  scion!  k's  rot.ilions 
lelaLives  an  momcnicjU  cousideie  Les  projections  sur  les  avt-s 
mobiles  du  cbcmin  on  dc  J'arc  mfimmcnL  pcliL  decril,  clans  cc 
mouvemenL,  pai  un  poinl  doul  les  coordonnccs  icLiLne-s  a  cos  <i\cs 
,}  ,  ^,  auioul  pour  valeuvs 


dx  -+-(qdu  -i- 

dj'-+-(rdu  •+•  i  \.ch'}r  —  (pdii  -\-pidv}  z, 

dz  -<r  (p  du  -\-  pi  di>  )y  —  (  q  du  -\-  q  j  c/c  )  /, 

Nous    allons  d'abord  elablir  ccrlamcb  t'-qualionb    aux   clcinvd("> 
parLielles  auvquelles  saLisfonL  les  si\  roLaLionb 

Egalons  les  dcu\  valcurs  dc  ~~  CJUL  1'on  pent  oblc-nir  en  diHe- 

rentiant  les  deux  piemieics  cqualions  dcs  s^slemcs  (i)cL(?)  Nous 
aurons,  apies  avoir  remplacc  les  denvccs  dc  [3,  y  par  lours,  valcnis 
iirees  dc  ces  deu\  sjslemes, 


Comme  cclle  relation  doit  avou  heu  quand  on  remplacc  p,  y, 
•>oiL  par  i,  c,  sou  par  6',  c',  soit  pai  b"  ',  c",  il  faudia  que  les  cocfli- 
cienls  de  [3  eL  clcy  soient  mils  separemcnL  Nous  aurons  ainsi  dcuv 

equations   Eu  egalant  de  meme  les  deux  valeurs  dc    ^  ,  -^L  c|('. 

du  dv     da  dv 
duites  des  systemes  (i)  ct  (a),  on  obtiendra  une  sculc  equation 
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nouvclle  el  1'on  sera  conduit  au  systeme 


(i) 


-7  --  -  -  - 
dv          On 


, 

Ov 


=  en  ,  —  7q,. 
1  -"' 


~  }Pi  —  P>  i 

J  ' 


([in  jouc  un  iole  fondamenlal  dans  la  the'oiic  (1) 

il  Rcciproquemeut  toutus  Ics  fois  que  Ton  connaitra  siv  quan- 
liLes/j,  ty,  /,  yj|,  g,,  /  ,,  salisfaisanL  auv  equations  (5),  il  e\islei\i 
un  mouNement  dans  Icrjuel  ces  bi\  quantitcs  seront  les  iotations 
Pour  c'lablu  ce  resultal,  il  suffil  eMdemmcnt  de  mnntrer  que  Ton 
]ieut  obtenir  dcs  valours  des  neuf  cosmus  satisfaisaut  a  la  foil  au\ 
^ysLemcs  (i)  et(a)  La  dumonstiation  de  cette  proposition  esscu- 
liclk  pourrait  se  deJune  dcs  lhcoi6m.es  generauv  relalifs  au\ 
equations  aux  derivees  parliclles,  mais  on  peat  aussi  1'oblenn 
diicctcment  de  la  manicie  suivante 

Jo  dis  d'abord  qu'cn  supposant  les  equations  (5)  saLisfaites,  on 
pouna  deduiie  de  tout  svsLcme  de  valeuis(or,  [3,  y)  satisfaisant  an\ 
equations  (i),  mais  nou  aux  equations  (2),  uue  solution  nou\Lllij 
des  equations  (i) 
en  cflct 


Nous  tillons  montier  que  les  quantites  A,  B,  C,  qui  no  sout 
loutes  nulles  par  Ivjpolliese,  vc-iifieiit  Ics  etjuations  (r) 


(')  Ccs  equalions  onL  tie  obLcnues  (  Annales  de  I'Ecolc  Noi  mule,  l  IV,  iresLiic, 
p  108)  pai  M  Cornbescuie  ([in  a  emplojL  le  picmiei  tics  Lon&idi.iatnjns  cini.ni.i- 
tiques  chins  la  domonstialion  dc&  foi mules  it-lalives  a  la  tliLOiic  ckb  suifaLCa  il 
<iu\  sjsLLineb  oiLhogonaux  Nous  les  avous  clonuees  dc  notic  cutL,  awnt  l.i  |>u- 
hlicdlion  clu  Mcmone  de  M  Coinbesciue,  dans  le  Couib  ijae  nous  a\i)n-,  fail 
en  iSGG-G-j  comiriL  suppLant  de  M  J  BciLiand,  an  College  de  IILIUU 
D  —  I  i 


5o  i  ivnr  i    —  en 

On  a  <jn  <jficl 


ilit         tin  <h  mi        '    ()u        '    tJu          '    iJu 

=  1(13,  _,„,_,  -.2  _    fl^L—g^-L.    v^i 

mi,  en  iL-uinlarant  — ,  --  pai  Inns  \alcuisi  el  lenanl   c 

1        J  rJ?/      ry»    J 


i  d  i  —  B/  -    i  }f/ 

L 


On  .uiiti  de  UKJIUL',  i.n  efl'ecluant  tics 


el,  [)ai  cun^'-qiienl,  A,  B,  C  doiinenl  Lien  nnc  solulion  llOLl^elIc 
Ju  s\aleino  (i)  Lc  s^sleiur  ('()J,  clanL  clu  piemifr  degie  pai  rci 
aux  (.lun\(jcs  dcs  tonclions  A,  U,  C,  adinrL,  c-MclcmmeuL,  ime 
lolutiun  pour  laquellc  los  Aalcius  nuLiales  dc  cos  (oncLions, 
pundanles  a  une  ^  ale  in  donnec  «0  de  //,  soiH  dcs  qu.inULes  A(,7 
B,,,  C0  donm'cs  al'a\ancc  f1)  El  il  esl  cncoie  c\idcnL  que,  si  ce^ 
\alcurs  inilLalcssont  nulles,  la  solution  unique  qui  leur  cou  es  i  >on  d 
L's.1  cello  qui  est  deteimmee  par  les  e 


=•  B  =  C  =•_  o 


>lous  poiuon-,  done  enoncei  la  proposition  ^unaulc  Si 
tonnalt  unc  solution  da  s\  ^eme  (\)  qm,  poi  lee  dans  les  tlq  uct- 
noru  (2),  stiti\f<i!>s<>  a  ccs  liquations  q  it  and  on  domic  a  ^  line 
ntleut  iHiitiLuheieiit,eUej  satis/ei  a  tgaleinenl  pou/'  Cent  Lc 


(')  La  pLiiposiliuii  .[in.  auusddmelUon-,111,  cLclaii-,  Ics  dovcloppomciHs  tf  n  i  \oiiL 
sum.,  ,i  aJMJii  I[UL,  loisqu'iin  .s^lune  d  cquaLKjiis  ililk  icnlicllcs  clu  pi-em  101 
•  iidiL  Lhl  iLsolu  |i,u  upjiuii  auv  dtiiMcs  dps  f.niLlmiis  incounues,  il  adinoL  line 
stiilo  soliiuun  poui  Liquillc  IL,  v<ileui>  mmalcs  de,  foncLioiib  lurouiiLics  soul 
il..niiusrsL  due,  rommc  on  &du,  d  luuch>  qui  l'a  dLinonlue  clans  Loi.Lc  sa  gem.- 
i.ilil.  Llh  dflni.l,  ,i  l,t  Mi.u.dos  rxccpHuns,  ^oncspondanLeb  aux  ca  s  on  lc- 
il.  IM.C-S  clL-fonrlmiiamuHiiHH.*  -,c  pu^nLLUl,  ui  LoLaliLL  ou  cu  pailiL,  sous  lino 
l"ini'  in.liUiiiiiiiLC  mi  mrinic  Mai.  mni^  n,,sons  pas,  LMclcmmcuL,  ^  iiou* 
|"«  "••"liii. It  ..a  ..i,  ,JL\n.[Jlioii  dan,  l^,|mNLioiis.|iu  lion,  on.up.nl 
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i2  <<e  point  etant  etabli,  supposons  qiTil  s'ayisse  de  Iroinei  les 
Mentions  lei  plus  geneialcs  communes  a  la  lois  au\  equations  (i) 
i(  (r>j  No  us  allons  %oir  qu'il  exisle  une  infinite  de  \alems  dc  c/,  J3, 
Y  sali^faisant  a  ces  equations,  el  quo  chaquc  s^slemo  de  solutions 
i  (iminunes  Chi  complelement  deteimme  si  1'on  doune  les  ^a]ems  yfl, 
[:}„,  YD  ('e  7i  ?i  V  ([U1  concspondrnt  aux  ^alcuis  iniLialcs  ;/0,  (0  de 
//  cl  de  r 

Supjxjsons  on  efTcl  CJLIC  Von  lemplarr  if  pai  //„  dans  7,  [j,  Y  Les 
lohilions  chcicheos  sc  rcclunonl  a  de-,  innclioni  dc  c1,  y',  p',  Y'  ^1 
cos  (ooelions  dc  r  sout  plcmemciH  delei  inint'es  pai  hi  condiliou 
di-  itilisiaiie  au\  equations  (j.)  on  I'on  a  icmphice  u  jiai  ?/0,  el 
d'adnieLtic  pom  c  =  c'0  les  valeius  miliales  c/0l  [j0j  -'„  D'aulie 
]iail;  y,  (j,  Y  'SonL  cles  (bnctions  de  «  qui  donent  batiifane  au\ 
('qiiaLions  (r)  et  se  rcdniie  a  :/,  [j'}  y'  pour  u  =  u(}  Klles  sonl 
flunc,  ellcs  aussi,  complelcment  deleinnnees  par  cclle  double 
co  ncli  Lion,  et  il  IIOLIS  snlfiia  de  inonLiei  que  ccs  fonctions  a,  [3,  y 
s.iLisfont  egdleincnt  au  systemc  (2) 

Oi  cc  fait  cst  a  pen  jires  emlcnt,  car,  si  ]'on  lemplace  it  par  //„, 
7,  [ii,  '{  se  icdiusenl  alois  a  c/',  (i!/,  yf  et  saLjalont,  pom  ceite  \alem 
paiLiLidteie  dc  u,  auv  t'quaLions  (2),  pai  consequent,  ellcs  y  satis- 
leionl  pour  Unites  les  valeius  de  u,  d'aj)fes  la  pioposition  quc 
nous  \enons  de  demon  Uei 

{,]  II  }  a  clone  unc  infinite  de  b^stenics  dilTerejiLs  de  solnlions> 
comiiiunes  et  la  solution  la  plus  gi'neialc  depend,  on  le  voil,  de 
troii  con^tanles  aibiLran'cs  D'auLrc  part,  si  v,  (3,  y,  &,,  [3,,  y,  de- 
si^nenl  deux  s'sslemes  cliflV-ients  de  solutions,  Ics 


di  incurcionl  constantcs  pom  loules  les  valeius  de  u  et  de  r,  la 
(Linonslralion  se  fait  TCI  comnie  dans  le  cas  d'unc  scule  varial)le 
Pai  •jinte,  si  nous  picnoiib  tiois  systemcs  dilTeients  de  solutions 
ft)  b,  r}  ft',  It',  c]  ,  a'1,  b'1  ',  c":  dont  les  valeuis  imtiales  soient  les 
IK  ill  cosinus  qui  dcteimment  la  position  d  un  triedie  Irircctangle 
(/I1,,)  pai  rapport  aux  axes  fives,  on  am  a,  pom  touLes  les  \aleuis 
ill  u  et  dc  r,  des  lelations  lelles  que  les  smvantes 
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ct  nos  liois  systemes  de  solutions  defimront,  pour  Louies  Ics  va- 
leurs  de  u  et  de  r,  la  position  cl'un  Uiedie  mobile,  triedic  pom 
lequel  les  lotations  seiont  piecisement  les  quantites  donnees  p, 

ch  '  <Pn  <7i,  '  i 

lei  encore,  comme  dans  le  cas  d'une  beulc  variable,  toutcs  les 
solutions  qne  Ton  pent  obtenu  sc  dedui-,cnt  de  1'unc  d'ellcs  par 
mi  simple  changement  de  coordonnees  On  a  loujouis  le  memc 
deplacement,  maib  il  esL  rappoite  a  des  a\es  difl'eicnts 

4i  Comme  application,  pioposons-nous  derccbciclier  les  mou- 
vemenls  dans  lesquels  les  si\  lolations  dependent  dc  la  sculo  va- 
riable v  Alors  les  equations  (j)  deMennenl 


dl_ 

On  deduit  de  la 


el  pai  consequent,  k  etant  une  constante, 


On  voit  deja  que  les  svstemes  (i)  ct  (2)  admcttcnt   la  solu- 
tion 

Nous  pouuons  prenclre  cctle  solution  pom  represcntcr  ct\  //, 
c",  et,  en  nous  servant  des  foimules  d'Euler,  nous  aurons 

—  sin  0  sin  o=—,          —  smO  cose  =  -,          cosO  =  -, 
11  h  h 

cc  qui  montre  deja  que  0  ct  a  sont  des  foncLions  dc  la  scule  va- 
riable r 

Si  nous  nous  reportons  anx  fouuules  (7)  [p    5]  qui  donncnl 
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les  rotations,  nous  avons  ici 

,  t)<ii 

sinO— -  =  p  sin 9  -+-  q  coso, 
tilt,  '         J 

.  d-L 
smU  — -  —pi  sine  •+-  q\_  coscp 

et  par  consequent 

ce  qiu  clonnc 

V  designant  unc  fonction  de  v  llcciproquement  les  formules  (6) 
[p  5]  nous  inontient  f[ue,  si  0,  <p  ne  contiennent  pas  u  et  si  -]; 
ne  le  contienl  que  hneaiicmenl,  les  siv  lolations  scront  bien  des 
fonctions  dc  la  sculc  vanablc  r 

i5  Dans  1'cxemplc  precedent,  les  six  rotations  son  I  fonctions 
dc  Fune  des  variables  ind<5pendanles  Pioposons-nous,  d'unc 
mamcrc  plus  yeneiale,  de  recherchei  tons  les  cas  dans  lesquels 
clles  sont  fonctions  d'unc1  c[uelcon([ue  d'cntic  elles,  aloisyj,  g,  i  , 
P\i  fji,  >i  pouriont  elrc  regaidees  coinmc  des  fonctions  d'une 
certame  vauabJc  0,  qiu  dependra  d'une  manieie  quclconque  des 
variables  u  et  r 

Si  nous  de"signons  par p':  q1 ',  .  les  durivees  de/?,  g,  ..  par 
lappoit  a  0,  les  equations  (5)  nous  donnciont 


<*) 


,  , 

q f/ .  —  =  7 pi  —  pi 

1  dv        Jl  tin         y          7 

,M         ,   f)0 

/'- 7  ,    —  =  pfji—  fjp 


Si,  de  clcuv  cjuelconqucs  dc  ccs  equations,  on  poiwait  liicr 

valcuis  de  —  >  —  »  ces  valcurs  seiaicnt  de  la  foime 
d«    ov 


et  ces  deux  equations  condiuraicnt  poui  Q  a  une  expression  de  la 


j  i  Lmtr  i    —  t  u  u>    \ 

(01  in< 

0  —  fl  till       In>\, 

it  ct  b  etant  deuv  constants    En  subsliluaiH  auv  \anahlcs  u  cl  i 

Jos  sun  antes 

u{  =  ^  --  In  ,       1  1      «i  —  /•»//! 

on  seiait  ramene  an  cas  piLcedcnl 

II  nous  lesle  clone  A  examine:  sculemenl  Ic  <  as  OH  Ics  <  (|II,I|IOM 

-     i  -    '    l){]      ';0  •    r 

(  iS  )  ne  pcu\ent  ctie  icsolues  pai  i.ippoit  a   —  }  -   •.  cl  on  Ion  ,1 

pai  consequent, 


Pi      '/I      'l 

On  dcdiut  d'aboul  dc  ces  ich 

p  l>  —  q  *[  -    /'/ 


el,  en 


En  multiplianl  Ics  vaiiablei  «  eL  r  par  deb  (  onildiilr-,  (  on\cn,i- 
Ijlemeril  clioibies,  on  pouira  ccruc 


el,  pai  consc'quent,  les  cMrcmilcs  (/),  r/,  /•),  (/;,,  r/,,  /  ,')  dc-s  deux 
axc^  do  rotation  decnvent  par  lappoit  au\  a\c-s  molulcs  dcu\ 
couilDes  (C),  (C'j  situees  sur  la  sphere  dc  ra_)on  i 

II  icaiille  des  premieres,  equation;,  (9)  quo  cos  d<;u\  com  he-, 
onl  pour  chaqiic  valeur  tic  0  Icuib  langcnlcs  paralli-lci  Cr  soul 
done  deux  courbes  paiallelcs  Tune  al'aulre,  cL  si  1'on  sii]>posc, 
ce  qiu  cat  cvidcmment  permis,  que  1'ou  ait  pns  pom-  0  I'.irc  dc 
la  coin-be  (C  )  coinpte  a  parln  d'unc  oiigmo  five,  on  pomia  |)os<  \ 


l  =  p  COS/l  -U 

C10)  I  fji  =  q  cus/;  --MII/J(///    -/)/'), 

[    /I   =  /    COS/i  -I-  Slll//(/;ry'—  ^ry/  ,, 

etanl  u  n  an^le  cons!  an  I 
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46  On  peat  clccluire  clc  ccs  lesnllals  une  icpiesenULion  geome- 
Irique  du  momemenl  Consideions  la  com  be  deenlc  dans  1'cspacc 
par  1'exLicmile  de  1'un  des  axes  inslanlanes  pai  excmplc,  par  Ic 
pomL  (/j,  ^,  /  )  Si  l'on  designc  pai'  a,  &,  c,  a',  Ics  neul  cosmns 
qui  delermmenl  la  position  du  s^sLome  mobile  eL  par  X,  \,  Z  Ics 
cooidonnees  de  ce  point  relati\ement  auv  axes  iKes,  on  aina 

\        up         bq  -    ci  , 
\         a'/j        b'  q    ,    c'  / 


DilFci  cation  s  loLak'incnl  la  picmit'ic  ck1  ccs  (.'([nations  cl  rnn- 
plarons  da,  db,  d<  pai1  Icuis  \aleuis  dudmlc*.  dcs  [oiiiuilc^  (  i  ), 
('i]  En  iiibstiliianl  casuile  A/J(,  f/{,  /,  Joins  vak-niti  tnco^  dcs 
equations  (to),  nous  oblicndums 

t/\  -    (ftp'--  bq'  '-i-  ^  /')f/(0  -,-  c  sin  It  } 

Ccltc,  formnlr  nous  montic  cjuc  X,  ^  ,  Z  dependent  d'unr  mnnc 
N.uiable,  OH-  i'  sin//  Par  consequent  Ic  pole  ('X,  Y,  Z)  (k'(iiia 
drills  1'cspacu  une  combe  (  V)  tract  c  sm  la  s])boic  de  ia^on  i  el 
qm  scia  toujoms  en  contact  ,nce  la  cumbe  (C)  Nous  sommes 
ainsi  conduit  an  n'snll.it  snnant 

Consideions  sin  la  splicic  de  ravon  i  dcn\  combes  (C)  el  (T) 
Si  nous  deplaeons  la  combe  (C)  en  l'assii|Cltissanl  ci  icslcr  tan»eiHe 
a  la  combe  (F),  une  combe  (G)  paiallelc  a  ((})  el  entrainec  dans 
son  mo  LI  \eincnt  demcmeia  lonjonrs  tan  genie  a  nnc  courbc  li\c  (I""  ) 
paiallele  a  (F)  Lc  emplacement  dcs  deux  courbcs  (G)  el  ((]'  )  csL 
piecisemcnt  cclm  ([lie  nous  nous  pioposions  dc  defniu  Ouand  // 
\aric  seulc,  la  combe  (C)  ronlc  avec  nncvitcsse  conslanle  snt  {  F), 
el  dc  meme,  quand  c  ^allc  senle,  ('C')  ionic  sui  (I"1'),  a\ee  mu 
\itesse  c[ui  est  anssi  conslanle 
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CHAPITRE    VI. 

SIMULTAWEH    DES    S\  STTMI  ft    LJNll  VITirti    TirNCQN'l  III 


L\.  THconrr 


ilu  pioblune  a  1'inLLgialion  siniulLaiKC  do  douv  i<iiuili<ms  do  Ilirrah 
bilnnis,  divcises  iclalives  a  ccs  den\  (.([nation-,    —    Vulic  malioili'  <h 
•aohition  icposcinl  sui  la  cluLciminciLioii  do  a,  r/',  <t" 


41.  Apics  avoir  icconnu  1'exisLcacc  dcs  soluLioiib  communes 
du\  sjstemes  (j)  cL  (2),  nous  allons  mdi([iicr  commc-nL  on  Ics 
ileterminera  Comme  on  nc  doit  considi'rci,  d.ins  la  qncslion  <[in 
nous  occupc,  qnc  let,  solulions  poui  Icsqncllcs  on  ,i 

(i)  aJ-i-pa-y^i, 

on  pourra  uxpumera,  (3,  y  en  foncliou  clos  vanablos  a,  j  pai  Ics 
forraulcs  (9)  [p  22],  ct,  d'aprcs  les  icsullaLs  ohlonns  nu  n"  15, 
les  vaiiables  x,  y  devronL,  Tune  cl  1'auire,  salihlairc  au\  dun\ 
oquaLions 


H-  t- 

2 

da  ri , 

<A~J   ~' 


qui  sonl  evidcmmciiL  compatibles,  comme  Ics  syslemcs  d'oii  on  les 
a  deduites. 

48  ^  Nous  sommes  amsi  amenes  a  cc  problcmc  d'Anal^so     elu- 
dier  I'mtegralion  simnllanec  de  deux  equaiionsde  la  forme 


dcr 


ou 


c,  sont  des  foncUons  donnccs  de  «  cL  de  p 


IIXTLGRYTION    S  Ul  U  LT  V  N  i:  C    DDS    SISTLMHS    LINCURJJS 

En  eealant  les  cleiiM  valenis  cle  -  crifon  pent  dedime  de 
0  on  o\>   i          l 


('quations,  on  seia  conduit  a  la  relation 

o(ccr  -H  i)(«j  -1-  ibi<s  -+-  Cj  T2)  —  >  (  <?[  cr  -I- 

c/rt        r)«!  i  <)b        i)bi\          a  /  dc        r)c, 

-+-  -  ---  --I-?  T       ---  i 

L/C  rJ»  WA>          ^« 


a  G- 


CJLH  cst  du  second  de^ic  par  rapport  a 

Si  cette  lelalion  n'a  pas  lieu  idcnLiqucment,  les  deux  cqua- 
lions  (3)  ne  pourront  admctlie  au  plus  que  deux  solutions  com- 
tnunes  Done,  si  Ton  demandc  quo  le  sysleme  (3)  ait  une  solution 
con  ten  ant  une  constantc  arbitrairo,  il  landra  quo  les  coefficicnls 
dcs  difieicntes  puissances  dc  a-  dans  I'equaUon  precedents  soicnl 
mils,  cc  qui  clonne 

da        t)(i 

j  —  'i  fib  i  —  O, 


;  --  1-  '->  ( 
OLt 


Ob        rib  i 
dv        tin 


'  i  )  -c  —  :rr:"  -+-    cai  —   rici  =  o, 


till 


Ces  relations,  appliqnecs  au\  equations  (2),  icpioduiscnt  lei 
foimnles  (">)  du  Chapitre  precedent,  [>ai  consequent  nous  pour- 
ions  les  supposei  veiifiees  dans  la  suite  de  notic  discussion 

'iO  Nous  allons  montrcr  recipioquemcnt  que,  lorsquc  les  coef- 
licients  rt,  6,  c,  «),  b^c\  satislont  au\  conditions  (4),  les  equa- 
tions proposees  (3)  admettent  une  solution  commune  contcnanl 
une  conslante  arhitrairc  Pour  ccla,  designons  par  a-  une  solution 
quelconque  de  la  premiere  de  ces  equations,  et  posons 

(5) 

On  a,  d'ailleurs, 


--  a  —  aoa  —  co-2  = 
du 


Dififerentions  1'equation  precedente  par  rapport  a  c>,  1'equa- 
lion  (5)  par  rapport  a  u,  ct  rclranchons  les  deux  iclalions  ainsi 
obtenues  Nous  aurons,  en  tenant  coinpte  des  identites  (/[),  anssi 


JH  Livur   i    — -  <  ii  \P     vi 

bicn  que  ties  dcu\  equations  piet  edenlcs, 


-    -    2(t-   ,   A)0 

If!/ 


tt   qiii  domic,   pai  J' 


00  dcsignanL  la  \alcnr  do  0  pom  //  ~  ;/„    Si  doiu    0  esl  nullc  pom 
n  =  //0,  flic  Ic  seia  pour  loules  le.s  valeuis  ilc  // 

Cc  point  ulan  I  t'Labli,  Caibons  ft  -  -  it(]  cl.nii  la  ict  ondc  dcs  ('(|ii,i- 
lions  ^3),  el  rliUc'immoiTi  la  loiiclion  G-'  dc  r  ([in  ^.ili^Knl  a  ci  l!< 
cffualmn  ol  sc  rc'dml  a  T(}  pout  i  =~  <  „  On  ,1111  a  do  IK 


ill 

pour  //  --  //,) 

(.•oiisidt  inns  ensuile  la   pieimeie  des  ('qiialiniis  ^.!  ),  e|  delcinn 
nons  la  lonction  3-  qui  salisf.nl   a  <  el  le  eq  uadon   el   se  ledml  a    7' 
pom    u  =  itti     U'apres   eo   qut1    nous    venous   de  deinonlrer,  <ille 
tone  lion  c-  salisfein  au\  tlou\  eqn.ilions  ,  <  ar  l.i  v  aluur  de  la  !on< 
lion   que  nous  avons  clesigni'c  |>ai    0,   iclalive  a    la   solid  ion  amsi 
de  lei  mi  nee,  csl  nullc  pour  it  =  //,,,  cl,  par  eonse([nenl,  elle  icsleia 
nullc  pour  Louies  Ics  valcnrs  dc  11    f,a  (OIK  lion  T  qui  salisfad    ,iu\ 
Jeu\  equalions  conlienl,  J'aillcuis,  la  consume  ailnlrane  a-,, 

TouLes  Ic.s  opeiahons  (fue  nous  venous  (rni(li(piei'  sonl  possibles 
eL  n'cMyt'iil  aucnnc  quadralnie  quand  on  s,m  mle^rei1  sepai  emenl 
cliacunc  dcs  equalions  (  3  )  Amsi  Ton  s.uiia  deleiminei,  s.ins  mle- 
i,raliou,  la  solulion  commune  au\  deux  equalions  qunml  on  ama 
oblcnu  I'mtc^ralc  dc  cbacune  d'elles 

O 

oO  Nous  aliens  manileno.nl  clemoiiLrei  quclqiies  pi  oposilions 
qui  icndcntphis  laeile  rinlegialioii  simulLinee  des  equalions  f,!  ) 

Supposons  d'aboid  que  I'on  connaibse  nne  sohdion  eommune 
de  ces  tlcuv  equalions  ?  =.  c  Ln  j)osanl 
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on  sera  lamcne  a  deux  equations  lineaucs  dc  la  lonm- 

Plu  Q, 


cl  la  \aleui  gent  iaJc  dc  c.>  ^obticmha  pai  la  (ouiiulc 
is;  i.)-   c'"1'  ''"-*-'  V"  />-<(IV,H  ''.  '''•>(  Qi/u-   n.^D 

([in  ne  conlicut,  coninic  on   i'cn   cis->ure  aiscnicnl,   quc1  tlrs  (lillt1- 
icnliellcb  exacics 

II  esl  inulilo   dc   ^'aricLci   an   cas    on  Fun  nuiail    dcn\  on  LIOI-. 
solutions  communes,  la  moLliode  qtic  JJQIIS  avons  smvic  ,ui  n"  IT 
t.'applif[Lif  la  sans  modification,  mais  il  convicaL  d'cvaminci  Tlnpti 
Lhose  ou  I'on  auraiL  pour  I'nnc  dcs  equations   unc  solution   paiti- 
tuln'-ic/^  )f(tis>/aiifi/i(  pta  a  Vault  c    Aux  rc^ullats  dc'ja  e 
on  pent  alois  ajoLitei  Ic  siuvaut     On  f>eiti  dtlKi  nnnci  ,  sans 
(.une  quadi  aliuc,   I'mle^i  ale  ge/ic/c/tc  de  (  elle  dcs  ef 
dont  on  con  urn  I  line  solution  pat  licitlici  r 

SoiL,  pai  cxomplo,  c  unc  valeur  de  T  satisiaisant  a  la 
('([nation  et  non  a  l.i  sccondc    Posoiib 


Si  noLis  pot  Ions  cctlc  vale n i' de  tr  clans  la  picniicie  equation  ( 

cllc  tlc\  icncha 

i)«i 

>  ( /;        (  i  )  co        ( 


Intioduisons   la  lonction   0,   defmie  pai  Tequation  (5)  OLI   Ton 
icmplace  cr  [>ai   e,  ct  qm,  d'apies  la  loimulc  (G),  vorifie  rt' 


~    ^*(l>    -cr)0 
t)n 

L'eqnation  a  laquellc  salisUnL  to  poutra  etrc  misc  sous  la  lornic 
suivante 


<J°  LIVUE    I     —    CII  VP     VI 

Or,  nn  calcid  facile  conduit  a  1'idcnliLe 

ft  ''     I  />  ^  7      N  f) 

cO  =  —  (rr-t-  6)  --  ~-(Cli  _!_&)  —  — 
'A'  J       ()it  u       OIL 

En  subsliluaiiL  la  valcur  do  cO  clans  1'efjuaLion  (9),  nous  tron- 
vmis 

.          I    r)los;0 


c,  r  — 
i.      i\> 

rl,  en  inLcyraiil, 

,      \  n          ^  i         i   'Jloi<0       „ 

(  i  o  )  o)0  =  ---  —  c  7  _|_  fl  _   r;_  _h  c, 

T  -  f  >         t)V 

(j  cl('si»nanl  la  consianlu  arbiLrauc  ([in  pcul  cLtc  unc  fonclion 
dc  p  La  romiulc  qui  Tail  cnnnallrc  1'inLogralc  gc'nt'ralc  do  la  pii1- 
mitrc  <;qualion  nc  conlicnl,  cominc  nous  1'avonb  annond',  ancnn 
ii^nc  clc  quadi'aLuvo 

La  ])i'oposilion  t'L.iblio  en  dcinicr  Ijcii,  jouilo  a  crllcs  qui  pn'- 
rcdc'nl,  TIOUS  pci'incLdc  concJurc  qne,  si  Ton  connaiL  pourcliacunc 
di-s  tlcux  uqitalions  (  3)  unu  solnlion  parhculirro  DC  sali^faisanl 
|)a^  a  I'auLit1,  d  sora  |)ossi])lo  d'oblcnii  sans  aucunc  qaadralino 
Ics  solulioni  ^rixjralrs  do  cc^  clcuv  ('-qxiaLions,  i>l  pen 
fcui  s  \olul  u>n\  communes 


Til  Nou^  iiionLrcions,  en  icrmmanL,  common  L  on  ponL,  en 
s'appnyanl  sur  oo  dormer  ic'sidlaL,  former  djircunUcs  Equations 
diilcrcnLicllcs  donl  I'mLcgralion  cnlrainciail  ccllc  clu  syslumc(3) 
i;ms  cpiadraLnvc 

AjouLons  Ics  c-qiialions  (3),  aprcs  Ic^  avoir  mukipliccs  par  du 
cL  fA1  r{jS|)CcLivoincnL  Nou-a  aurorib 

(fa    -  (  ft  du  -'-  ((i  c/cj  —  'j^(b  ilit  H-  /;t  r/i')T  —  (c  dti  -i-  f1!  fZp)a-  =  o 


oons  mainlcnanL  los  deux  c'quaLion?  diflcrcn  belles  quc 
nous  fnriucions  c-n  remplaranL  o-  succcssivcmenl  par  dcu\  fonc- 
lions  o-|,  5-j  c/ioi<sif">  com  me  on  le  voudi  a 

[chi  —  adit  —  «L  dv  —  v(b  da  •+-  b\  dv)ai  —  (c  du  -+•  c{  dv)a]  =  o, 
(  rfa,  —  d  dti  —  rt[  di>  —  a(6  du  -+-  bL  rZcJcr.j  —  (c  ^«  -+-  C[  ^p)a|  =  o 


Supposons  (pie  i'on  saclic  uiLegrcr  chacnnc  de  ces  deux  6qua- 
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lions  diileiciitielles    Je  dis  que  i'on  saura  alors  integier,  sans  au- 

quadraluie,  le  systemc  (3) 
Soil,  en 


I'liiLegralc  de  la  premiere  equation  (i  i)  et 


cclle  de  lasecondc  equation  Faisons  un  changement  de  vanables, 
cl  subbliluons  y:  ft  a  it  et  v  On  auia,  d'apres  la  definition  memc 
de  u  ct  dc  (3, 

a,  ihi  <)v  f  ,  rili         ,     rii> 

""""'  ' 


dv  \  [    (In 


, 

=  Cl  —  -  -+-  fl,  -r  --  H  2      &-:  --  ,-  0,  —      (T2-+-       C—   -f-  Ci— 

da.  0-J.  - 


(KianL  au  sysLeme  (3),  il  prendra  la  forme 

^ 


rill  <)('  /,    till         ,     dc 

+  1 


j   OT  f)»  f)<>  /  ,  An         ,    dc\  /     f)?/ 

_  --.  a  —  -H-  «i  -T-  -i-  i  (  b  —  -,-  bi  —    c;  -+-  (  c  —  -r-  Ci 
\  Ja  <;«  c)a  \      d'j.  dj.]  \     cli 

Lcs  equations  (12)  evprnnent  que  G-,,  G-,  sont  respeclivemenl 
solutions  particuliercs  de  la  premiere  et  de  la  secondc  equa- 
tion (i  3),  pai  consequent,  d'apies  ce  que  nous  avons  denioutir, 
on  pouria  mtegier  completement  le  systeme  (i3),  equivalent  an 
lysluiuo  (3) 

Pom  laue  une  application  de  cette  demieie  pioposition,  reve- 
nons  au  sptemc  piopose  des  equations  (2)  et  pienons 


los  deux  etjuations  (IT)  deviendront  ici 

q  du   i  fji  dv  -+-  1(1  du  -+-  1  1  dv}  =  o, 
q  du  •+•  qi  dt  —  1(1  du  4-  /  !  dv  )  =  o 

AJIISI  I'lnLegiaUon  de  ces  deux  equations  entiainerait  ccllc  du 
^'btcnie  (2)  Nous  allous  evphquei  ce  resultat  en  iaisant  connaitie 
un  moyen  nouveau,  et  tout  a  fait  different  de  celui  que  nous  ve- 
nons  d'ctudier,  pour  abordei  1'integiation  du  systune  des  equa- 
Lionb(i)  et  (2)  du  Chapitie  precedent 


()>  LM  HI,    f       -    (  11VI>      VI 

r?2    Dcsignons  Inujoiirs   par  a:  b,  c:    .        lc^   neuf  cosmic    sa- 
lislaisant  a  cos  equations  (i)  cL  (2).  On  auia 

da  -    (  hi   -  -  KJ  )  tin      ( bi  \  —  eg  i  )  fl\', 
db  —  i  ( p  —  «i  )  Ju  -\-  (( pi     -  f»  i  )  r/r, 
I  (h    -   i  (if/    -  l>/> )  fin       l  n<]  i  -     (>/>[  }  (h  , 

el  Jcs  iclalmns  .maloyucs  quc  1'ou  (^bLicncJi-aiL  en  acccnLuuiiL  a, 
h,  (  Si  Ton  joinl  a  J.i  jiioniorc  d'onlio  ellcs  lo^  oquaLions  (pn 
doniicnl  d<i',  ilti" ',  on  oljlic-ndra,  on  lais>anl  la  soininc  dct>  cairt'i, 

iir)i          /A/-  ,   rA/^-i   f/fr"2  -  -  ( (j  tin      <i\d\  \-  \   \  i  <ln       /jrfr)- 
Oi  ft,  a',  it"*  ('lanl  lies  |)«u   ]'c'(|ualuni 


MID!  It's  coordomx'os  il'un  |)oml  d'une  splieie,  el  il  osM  meme  e\i- 
deiil  (flic  cello  sphere  csL  relic1  <|in  csi  deeiile  par  lo  jininl  silue  a 
la  dislamc  i  sin1  J'axe  niolnle  Osr,  Si  Ton  eonsiclu'C,  ici  encoie, 
t  ollr  spliei  o  (  online  nne  sin  dice  re^liY,  (il  si  I'nn  po^e 


M  (n 

('equal ion  (i'>j  |)iendia  la  inline 

-   (  <[  till  C/[  cA'  )-         I   /    till     ,-  /i   <l\'  )- 


Si  I'n  11  pe  u  I  d  ('dun  o  2  ,    i   dc  crlLc  u(|iial  ion  en  lo  IK  I  inn  d(v  it 
dc  i  ,  on  auia  c/,  <•/',  <'/"  t'L  lc&  fninmlos,  idles  <nio  le^  iiinvaiiLos 


'if/ 


fcionl  connailic  pat  dos  cahnds  ('Irincnlau'Cs,  Jes  ±>ix  cosnuis  qni 
icslciH  a  drlci  minor  \inii  loul  sc  ivduil  a  Irnuvcr  los  valcuis 
de  £  L1  1  dc  )  ,  loiiLlions  dc  //  ol  do  c,  saLislaisunL  a  I'lVjuaLion  (i^) 
Dccomposons  Ic  ic(  ond  niomhic  do  cc-llo  ('cjiidLion  CM  deux  l.io- 
i('iiis(jiic  nous  i'«cdciuns  a  /('io  Nous  inirnns  ainsi  JCUY  equations 
d  i  Hi'  i  c-n  1  1  el  I  os 

i  u  dn  -\-  f/i  il<."       n  r  tin  -i-  /  1  d\  )  —  o 
MS  i 

I   '/  (In        </\  (h   —  n  i  il\     r  /  ,  cA  )  —  o 
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Soicnt 

IK))  -I   /M'  I   -—    7,  '!/(  //,  (')   =    [j 

les  integiales  de  ces  deu\  equation-?  bi  nous  laisons  un  cliangc- 
nient  de  vaiiables  el  si  nou^  subsLituoo'?  a  u  et  r  les  lonclions  y, 
[i,  le  second  mcmbie  de  la  foimule  (17)  prendia  la  lorme 


)  eLanL  unc  lonclion  ronnuc  de  y  et  dc  [il,  et  1'equalion  a  n'soudie 
de\  icndia 


Q 
el'i 


lille  ne  pent  e\  idcininenl  admellic  quc  1'ime  des  deu\ 

•siinantcs 

/  -     \ ,        j  —  B 

on 

'  -      l>()         J   "    ^> 

A  designant  unc  lonction  do  y,  el  13  unc  lonction  de  [il 
A  deua  done  a^o^  pom  valcur 


oL  il  faudra  de  ceLLc  equalion  dt'duire  les  valeins  dc  A  cl  dc  B 

bj,   ]iai    u  u    proccde  bien  conuu,    on   elimiue  les   fonclions   A 
el  13,  on  \cua  quc  1  saLisfaiL  a  1'cqnation  anv  dcrivees  paiLielles 


" 


<[iu  n  on  i  scia  nlile  Mais,  si  I'on  \euL  obtcnu  I'expiession  de  V 
mi  de  B,  il  se  piebcule  une  difficulL^  LenauL  a  cc  que,  d'a|)rtj5  une 
remaique  deja  faiLc,  1'evprcssion  dc  \  ne  change  pas  quand  on 
icmplacc  A  cL  B  respeclivemenl  par 


ni  —  n  R 


/-"  -r  7 


y^,  /?,/>,  q  elanl  des  conslaulcs  11  scmble  done  que  I'exprcssion 
la  plus  geneiale  de  A  poiuant  satisfaire  a  1'equalion  (21)  de\ia 
coiHenu1  irois  conslanles  ct,  jiar  consequenl,  ne  poima  eLrc  di'^ 


(j  i  LivREt—  crrvrvi 

lermmec  quo    par  I'mlegraUon  d'une  oqualion   diUeionlicllo   du 
Lioisieme  ordie 

Essayous,  on  eflel,  de  dolcrnuncr  A  En  proii.inl  la  dciivcc  lo- 
yaiillimique  par  rappoil  a  y  deb  dou\  meinbiob  do  ['('([iialion  (21 ), 
on  a 

A' 


Line  nouvellc  diffcrcnLialion   par  rapporl  a  c/  j)t'niu'[iia  dYiinn 
nei  B  el  conduira  a  1'ijqaaUon 


rat 
{ 


Nous  aliens  von  quc  I'liHciyraUoii   do  cc-llc   ('([iiaLion  s'cd'cclin 
difficuUe 


Lc  second  mcmbre,  (jlanlcy.il  au  prciuicr,  no  doil  |),i-,  (li'-jicndic 
do  |S,  el,  par  couscqucnl,  tic  changci'Ji  p«is  (|nand  on  dontici.i  a  J 
une  valotu  consLaalo  quclcoucjuc  [j0 

Soil  X0  la  \aleur  coirchpoudanlu  do  A,  IYM|u,iLimi  (yj)  ,idnict!r,i 
('vidcmmenl  la 


on,  on  IcriaiiL  compLo  do  rc([iialu)n 


a  il  salliia'de  porLcr  ccLLc  \alcur  do  A  dan-,  ruijualion  (2,  5)  pom 
<-'ii  dockurc  la  valeur  correhpondanlu  do  IJ 

53  Amsi,  Louie  la  difficullo  dans  nolru  iiouvcllo  nu'-lluxlc  c»n- 
^isto  dans  I'rnLogrdlion  dcs  douv  oquaUons  (I(S),  j|  CsL  d.ur  quc,  -,. 
1'ou  avail  con.ideie  de  memo  b,  U,  b\  c  ,  d,  c"  an  lieu  do  tl,  „',  ,/", 
on  aurait  en  a  miugrcr  les  deux  ecfi.al.ons  do  Tun  dos  ^,-oupcs  sm 


\anls 


o 


w  -i  jpl£li'  —  1(1  da  -i   tldv)  -.-  o, 
P  du  -+•  /Ji  rff  -h  i(  (7  rf«  H-  </i  ^«')  -=  o, 
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[I  y  a  evidommcnt  Je  plus  grand  a\,  intake  a  a\oir  Ic  choix  hbie 
cnlir  ces  tiois  gioupcs  dilleicnl^ 

oi  NOU>J  d|ouloi  oni  onooio  uno  rcmaique  dr  pure  foinie  rela- 
li\<-  an\  dm\  L-qualions  (,3)  On  pent  luinenei  [cm  int<gi  ttlion 
Minultmtec  <i  rclle  il'  line  scul<>  eqiinLion  <le  Riccati 
en  edoL,  qn  jJ  s'agisse  dc  Iroiuer  la  sohilion  coinnuino  do 
rq  tuitions  qui  ^c  leduil  a  a"0  pour  u  =  //n,  v  =  r(J  Posons 


«',  i'  iIcsignanL  dc^  coii'jlanLe^  ,   a-  de\)cndia  unc  ionclion  de  i  qui 
do\i<i  saliilaiic  a  1'cquaLion 


'^       <^    i      '^    ,  ,  ,          ,    t      i     ,  ,     -, 

-  -  ~  —  u  -I-    -  c  =  fill    ,    a\v  -    i\  bit    i-  b^v  )7  -i-  (  cu  -i-  cv  J^2, 


<M'I  le^  coeifiLicnLs  -jonL  mainlciianL  dos  ionoLion^  do  t 

Elle  scM^a  done  dulcnmiK-e  pai  cclLt-  conditjou,  joinlc  a  ccllc  dc 
sc  n'diure  a  a-,,  poui  /  =:  o  Suppu^ons  qu'ou  ait  dctcrmino  ceLh 
fonclion 

s  —  K  (<«„,(',),  //,  r,  t) 

11  sufliL  d'>   I.  tiro  L  =  i  L'L  dc  icmplacei  //',  r'  ro^peclneinent  pai 
a  —  WD,  i  —  ('„  pour  oblenir  la  solution  cliiMclicic 

En  truant  comptc  dc  cclto  rcmarque  puicnicnt  iheoriquc,  on 
pent  due  quo  I'uitegi  ation  sunullunc,?  des  s)  ^Ltine^  (i)  el  (•>)  tin 
Clutpili  e  pn'iedcnt  $e  /  amdnc  a  cell?  d  \uie  ±eule  equation 


6b  M\  n  r  r    — 


CHAPITRE    VIJ. 


DES    DLPIACEMC^rS     \.    DEUV    \U!UCLIi     DVJVi     LI      (\>>    ()l      Jl     S^>>  I  I  M  I 
MOIHLC    »'v     lUs     T)J      POIA'JL     ]IV1 

InlioducLion  clcs  six    tidtislaLions     —    Hel.iUmi*,   dilh  1 1  nlielliN   .HIMJIH  Hi's  il|i>. 
stiUafuiU    —  Mou\emcnLs  infiuuncnl.  pelili  <[iu  sc  n  fliiiscnl  ,i  di  s  n>i,iii<ms 
Tlicoiune  cle  MM    Sclioueiuann  ci  lU^niiliciiii    —  (  ,i>  |i,u  Lie  uln  i    on  il  \    ,i  mi 
centie  instaulaiit!  cle  loULiou   —  riiLOumeili   J\I    Kib.iin  nui 


oo    Apiesavoa  tiaite  le  cas  ou  Ic  sjsLcmc  inohilc  ,i  mi 
five,  il  nous  reste  A  exannnei    I'hypolhibC   on    Ic   inrdrc  (T 
nieut   crane   inamere  quelconquc    dans  J'csj);ic>c    ,»lors   \\   |lU 
jojndreauv  six  lolations  six  quanlilcs   nouvcllcs    Nous  <|<-M; 
lons  [j«ir  ;,  /,,  ^les  composanlcs  de  la  viic»,sc  do  I'oi  i^mc  dcs'. 
mobiles  relati\emenL  d  ccs  axes,  quaud  u  v.uir   sculc,  d   ,,,,,- 
fllt  si  les  niemr-,  compo^arKc-,  qu.md  r  vane  sculc    Si  I'o.i  d(-si»m 
par  X0,  To,  Z0  les  coordonnoes  dcl'onyinc  dc-,  axes  njo)>ii,.s  M,U 
lappoiLauv  axes  fives,  on  auui 


et  les  equations  analogues  en  Y0,  Z0  ^alons  Irs  deux  vali-ms  dr 
~;  que  Ton  pent  dedu.rc  de  ccs  tommies  Aprrs  avon  ,  nnpU , 
Jesdem-ees  de,  cosmos  pai  Jems  Aalcur,,  nous  obm-mln.Ms  „„,. 
equation  qui,  devant  avon  J,eu  qiiand  ou  .cmplam-a  a  h  c  ,,,1 
ies  aime3  systemes  a',  6',  c',  ,/'?  ^  c^  ^  ddco.nposc-,.,,'  d.mJli-, 
liois  suivantes  ( ') 


oli          (jzi        ^^i        (7is  --  i  rtl        /,  /() 
^""d^^7^"'^    -/'Ci      /^is, 
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56  Recipioquemenl,  loisque  les  douze  quanliles  £,/>,  ..  satis- 
ieront  au\  equations  (2),  en  meme  temps  qu'aux  equations  (J) 
du  ChapilieV,  il  existeia  un  displacement  dans  lequel  ellcs  scronl 
Jes  lotalions  el  les  lianslalions,  carnous  savons  dejaqu'on  pourra 
deteiminer  les  neuf  cosinus,  etde  plus  les  equations  (r),  qui  scronl 
compatibles  en  verlu  des  equations  (2),  nous  fournironl  par  des 
quadratures  les  coordonnees  de  Porigme  des  axe-5  mobiles  II  est 
inutile  de  lepelei  ici  que  tons  les  mou\emenls  obtenns  sc  re'1  din - 
sent  au  lond  a  un  seul,  obsei\e  par  lappoit  a  des  axes  differcnls 

11  cst  evident  que,  si,  au  lieu  de  consieleiei  Louies  les  positions  du 
s}steme  mobile  qui  coi respondent  aux  difTcicnles  \aleurs  dc  u  cl 
de  c,  on  suppose  que  it  el  c  soient  des  fonciions  d'un  seul  para- 
melre  (7,  les  rotations  ct  translations  iclalives  a  cc  monvcincnl 
seiont  icspeclivement 

du  th"          du  r/c          du  th 


d* 


(3) 

J    ..  dn        ..    dc  du  th        „  du 


et  Jes  projections  sur  les  axes  mobiles  de  Tc'lement  dc  combo 
decnt  pai  u  n  point  quclconque  lM  dont  les  cooidonnocs  sont 
2,  j  ,  r  pai  lappoil  au\  ave^  mobiles  scronl 

/  dx  -\    \  du  -h  $1  dv  -,-  (q  du  -h  qldv)z  —  (i  da  -\-  /  j  fA-)j, 
(  4  )      <   dj  -i-  /)  du  -i-  /]!  rfc  H-  (  /  du  -i-  /  1  rfp  )  j  —  (/)  d'/i  -H  /»i  rfc)  ^, 


/('  )J  —  (  q  dli  -1-  <7j  ^('  U 

En  d'a  litres  leimes,  si  v  etait  le  temps,  on.  auiait  les  coinposanlos 
de  Li  vitesse  pai  lapport  aux  axes  mobiles,  en  divisanL  les  trois 
expressions  precedents  pai  dc/  Nout.  feronssouvenl  usage  de  cello 
reinarquc,  qui  dispense  debeaucoup  de  calculs  elpermel  delaisscr 
de  cote  tout  ce  qui  conccrnc  les  axes  fives 

En  leimmant  ici  ces  notions  piebminaiies  sur  le  mo  u  vein  en  I, 
nous  nous  conlenleroiib  de  remarqucr  que  la  methodc  suivic  s'ap- 
phque  sans  modification  au  cas  ou  la  position  du  syslcme  mobilo 
lependiait  de  tiois  ou  meme  d'un  plus  giand  noinbre  dc  paia- 
rn  c  lies 


Icins  la  ([uaLiiune  ct  la  ciiiquiLnic  Lcrou  dcs  Voi leswigen  iibei  Malhematischc 

'Vn  ijA     i8;(j 
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o7  Nous  allon^  faive  usage  des  icsultaLs  piecedents  pom  de- 
mon tier  un  theoicme  impoilanl  lelatil  au\  deplacements  a  deii\ 
\auablcs  (  ') 

Si  1'on  consideie  Ic  s^steme  mobile  clans  unepositiondcleimmet1, 
il  pent  s'cn  ecaitei  d'ime  infinite  de  mameics,  les  lotalions  ct  le-^ 
Uanslations  conespondantes  an  mouvement  Ic  plus  gtmeial  qu'jl 
puisse  piendie  sont  donnees  pai  Ic  Tableau  (3)  Cheichons  si 
1'un  des  mouvemenls  infmimenL  pctiLs  que  1'on  obtient  ainsi  pent 
se  leduire  a  une  simple  lotalion 

II  faudi'a  poui  ccla  que  1'on  ait  (  n."  3j 

(/?  fill  -r-pi  C?(0(?  fill  -+-  51  J\>~) 

(  5  ) 

du-{-  rji  dv)(t(  flu  -+-  /]i  dc)-\-(r  du--i  ^  <tv}(^du  -t-  C,  dt')=  o 


Cettc  (.'quaiion  fotunit  deux  ^aleurs,  en  gcneial  difTc-renles,  dc 
-^    II  y  auia  done,  en  gc-noial,  deux  mouvemenls  diffcienls,  leeK 

on  nna»maiie'51  qui  sc  leduuonl  a  une  loLation  L'axe  de  rotation 
coiiespondanL  a  chacun  de  ce^  mouvements  seia  defini  par  le^ 
equations 

\  du  H  ^  dv  —  (q  du  -+-  qi  dv}  ~  —  (  /  dit  -!-  /  L  dv}y  =  o, 
/)  du-\-  01  c^  +  (;  <r^t-,-  7,  dv)j,  —  (pdu-^p^  dv)j  —  o, 
^  ^Z«  -i-  ^  dv  •+-  (p  du  -+-P!  dv}y—(q  du  -\-  (jL  dv}v  —  o, 


ou  Tun  lemplaceia  ^-  par  la  racinc  de   1'equaLion  (5)  couespon- 
danle  au  mouvement  considdie 

Leiesulial  precddenta  une  consequence  importante,  qu'jl  seiail 
aise  de  venfici  pai  un  calcul  duecl  Puisquedeux  dcs  mouvements 
se  i-eduisenl  a  des  i  olations  autoin  de  deux  dioites,  que  nous  appel- 
leronsD,  A,  la  not  mate  a  lasui  /ace  decnte  pai  un  point  que/- 
cofigite  du  sj-stemc  mvai  lable  devra  rencontj  e?  chacune  dc  ces 
di  oiles  , 


(')  Ce  LhuHLmc  a  ULL  Liionto  en  iSOb,  dtins  Ic  foiu nal  de  Liouville  (  >D  SL'IIO 
I  VI),  pai  JM  Mdiinhcim,  rjui  cu  a  fait  dqniii,  I'obja  d'unc  (iluclc  appiofonche 
On  ignoiciil,  a  ccLte  i  poijue,  qu'il  avail  Lie  doom,,  ouze  ans  aupaia\anl,  pai 
M  Scliouernann,  dans  un  aiticle  preienU.  pai  Slemei  a  I'Acadtnuc  dc  Ucilin 
(Monattbcnchle  i83r)}  C'est  M  Gcisn  qui,  en  iSbo,  a  appclii  I'aHenLion  siir  Ic 
luuaildcM  Sihoncmann  Ll  I'd  IciiL  n  iiiipmnpi  dan-,  Ic  Juiunal  de  Ciclle,  I  \( 
p  19  a  |8 
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tor  cctlc  norniale,  ctant  peipcmliculaue  a  lous  Ics  deplaccmenti 
du  point  considcie,  Te^l  on  parLiculici  a  ceux  qne  prend  Ic  point 
dnns  Ics  roUUons,  et  par  consequent  elle  rencontre  nc'ccssancmenl 
Ics  axes  de  ces  notations 

58    L'dquation  (>)  c^t  clu  second  dcgiiS  pai  rappoit  a  -j-j-,  clle 

poiiiia  done  avou  scs  racincs  imagmaiu's,  el  alors  Jes  deux  mou- 
vements  qui  se  rcdiiisent  a  dcs  lotations  seronl  ccrlamemcnt 
imaginaiics,  cllc  pouna  aussi  avoir  scs  incines  cgales  Nous  no 
disciiteroiib  pas  tons  les  cas  qui  pcnvcnt  sc  pn'scnlci  ,  mais  nous 
etudieions  les  doplacement^  pfun-  IcsqucI^  on  sait  a  pj  101  1  qu'il 
o\islc  dea\.  displacements  sc  reduisant  a  dcs  lotations  autonr 
de  deux  ckoites  distmctes  et  concourantcs  En  se  placant  dans 
cettc  hypothese,  M  Ribaucour  a  obtcnu  un  elegant  tlieoioinc  ('  ) 
que  nous  allons  demontier 

II  estaisi^  de  leconnaitre  que,  dans  Ic  cas  qui  nous  occupc,  Tcqua- 

7          ^ 

lion  (5)  doit  ctie  unc  ideiitite    Desi^nons  en  cflTct  par  -,--  >  v-  lc^ 

\      J  O  1  (/<<        0(J 

deux  valeurs  de  -=-  relative^   aux  rotations  consideiecs,    on  auiri 

(h  ' 

neccssauemcnt 


Les  axes  de  ces  rotations  soat  defims  par  Ics  ioi  mules  (6)  La 
condition  pom  que  ces  axes  se  coupent  s'ecnt  dc  la  manicrc  tics 
sy  me  tuque 

(pdu  H-/jjr/(0(^o«  -H^iot  )-\-  (poit  -'-jj1w)(£dii-t-%ldv')  +•         =  o 

Les  LLOIS  equations  que  nous  venous  d'obtenir  peuvent  se  ramenci 
fin  type  suivant 

i       Adu2-\-  2  \\ilitdv  -+  Cdi>-  -—  o, 
(-)  .        Ac«2+  LiBo^^or  -H  Coc-  =  o, 

l   A.dnca  -J-  B  (d/iai  -\-  C\di  ou  )  -h  C^A  01   —  o, 


')  RIOUCOLR,   Sui  hi  dcfoi maliuti  de*.   wn faces   (Complex  lendus,   L    IA\, 
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ou  A,  J3,  C  ont  pour  valeuis 

A=/>5  +      , 

2B  =  /?!••  +  />§|H-          , 

C  =pJ£i-±- 

SL  Ton  considere  les  tvois  equations  (7)  com  me  determinant  les 
inconnues  A,  B,  C,  Jem  deteimmant  seia  (duw  —  dvouY,  ct,  par 
Inpothese,  il  ne  seia  pas  nul  On  aura  done 

V  =  B  ^  0  =  o, 

ct,  par  consequent,  1'equation  (3)  scia  identiquemcnL  satisfaite 
On  anive  au\  memes  conclusions  par  uniaisonnementbeaucoup 
plus  simple  Si  les  deux  dioilc^  D,  A  se  coupent,  leur  point  d'm- 
tersection  aura  une  Vitesse  nulle  dans  tons  les  ddplaocmcnts  On 
deviadonc  avon,  sil'on  designe  parx',^  ',  c'  les  cooidonnees  de  co 
point  lelativement  aux  axes  mobiles, 

I    \  +qz'—J/    =  O,  |,   +gr,r'—  7O'=  f), 

(8)  <  /]  +•  /  x'  —  pz'  =  o,         1i  -t-M^'  —  /?!-'  =  o, 


rt  il  n'est  pas  difficile  de  dedime  de  la  les  Equations 
A  =  o,        B  =  o,        C  =  o 

Mais  voici  la  consequence  qui  consLilue  le  theoieme  de  M  Ribau- 
cour 

Supposonsqnc,  pom  toutes  les  valcins  de  u  etde  v,  il  v  ait  des  va- 
leuisde  jc',j  ',  z'  batisfaisant  aux  equations  (8)  Le  point  (^',j)  ',  3'), 
consideie  comme  appaitenant  an  systeme  mobile,  decrira  uno 
suiface(^)  que  nous  regarderons  comme  faisant  paitic  de  ce  sys- 
teme Si  1'on  lappoite  le  meme  point  auv  axes  fixes,  il  deem  a 
une  suiface  (S)  Donnons  a  u  et  a  v  des  accroissements  du,  <r/c, 
le  point  se  deplacera  snr  la  suilacc  (S)  et  decrna  un  aic  mfini- 
ment  petit  dont  les  piojeclions  sur  les  axes  mobiles,  donnecs  pai 
les  formules  (4j,  seiont,  en  tenant  compte  des  equations  (8), 

djc  ',  ch  ',  dz' 

Or  ce  sont  la  les  projections  sur  les  memes  axes  du  chemm  clecul 
par  le  point  considere  sur  la  suiface  (s)  Ces  deux  chemins  ajanl 
toujonia  meme  direction  et  meme  giandcur,  on  ^oit  quc  les  deux 
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surfaces  (?)  cl  (S),  non  seulement  sont  langentes,  mais  encore 
roulenlPune  siu  1'auLie,  de  tellemameie  que  leschemins  paicouius 
par  le  point  de  contact,  sur  les  deux  suifaces,  aient  toujours  la 
meme  longueur  et  la  meme  direction 

En  d'auties  teiines,  les  deux  suifaces  se  correspondent  point 
par  point,  de  tclle  maniere  que  deux  courbes  correspondantes 
jient  la  meme  longueur  On  cht  alors  qu'elles  sont  applicable^ 
1'une  sui  1  autre 

59    Nous  pouvons  ajoutei  les  proprietes  suivantcs 

Tirons  des  equations  (8)  les  valeurs  de  £,         ,  £,,     . .  ct  por- 

lons-les  clans  les  equations  (2)    Apres  un  calcul  facile,  nous  ob- 

Uendrons  les  iclations 


Oz'  Oy' 

q  —   —  /  — 

Ov  Ov 


OIL 


-!-  / 1     -  = 


1)11 


\ 
Ou 


—  o, 


r)jr' 


()c  <h>  OIL  On         ' 

qui  concluisent  a  une  consequence   importantc     Multiplions-le; 

dx'    dy'     dz'  -,        •*.-? 

rospectivement  par — >  —-?  —  et  ajoutons-les   JNous  aurons 


Pi  q\  'i 

d^L  c^-  — 

OIL  OIL  (hi 

1)0.'  dy'  dz' 

Ov  ()v  t)v 


On  pouna  done  poser,  \  et  p,  <5tant  dcu\  fonclions  comcnable- 
inent  choisies, 


Cio) 


On  auiait  dememc 


Pi  =  — 


d^_ 
OIL 


OIL 


-—  , 
Ov 


et  les   equations  analogues   en  q,   i     Si  Ton  substiluc  d'aillcurs 


-1  LIVRC    [     —   CII  VP      \  II 

1  -s  valeurs  des  loLations  dans  Ics  equations  (9),  on  obtienl  la 
dition  complcmenlauc 

en  sorle  que  Ton  a,  pour/?,  q,  i ,  Ics  valeurs  suivanlcs 

0  r '  ih' 

<HI  rH 


cfiu,   jointes   au\    cquaLions    (K>J,    icinplacenl  Ics    iunnulcs   (\) 
eL  (9) 

60  L'mteipieLaLion  goomcUique  des  cquaLions  (10)  et  (i'>)  osl 
cMcIenLc  Les  denvees  dc  a'}  j  ',  z'  pai  rappoiL  a  it  eL  par  rappoi  i 
a  c  <Hanl  propoilionnclles  auv  cosinus  dnecieni^  de  dcnx  lan- 
i;enles  a  la  sin  lace  lieu  du  centre  inslantane,  Ics  deu\  loLalions 
dont  les  composanles  sont/5,  ^,  7  el/J>,,  r/,,  7]  ^ont  dans  le  plan 
tangent  a  cetle  suifacc  II  en  sera  dc  memc  cMdemmenL  de  Id 
lulaLioii  qui  correspond  a  line  variation  sinuiltanee  quelconqiic 
de  it  el  de  i>,  cola  resulte  des  formules  (3)  qui  donnent  Ics  coin- 
posanles  dc  cette  lolation  Nous  pouvons  done  enoncer  Ja  pro- 
posHion  suivanle 

S'll  arrive,  dans  chaque  position  du  s^stcnie  mobile,  quc  dcn\ 
des  mou\ements  infiniment  petits,  par  Jesquels  on  amene  le  s^^- 
Lemc  dans  unc  position  infiniment  -\ojsme,  sc  icduisent  a  deux 
lolalions  autour  d'a\es  concouiant  en  un  certain  point,  Lout  autrr 
mo  uvemenL  in  liniment  petit  du  svslemc  se  reduira  a  line  lolation 
antoui  d'nn  axe  passant  par  le  meme  point,  cjue  Ton  pent  appeler 
centre  instanlane  de  lolalion  Les  deiiM  sui/aces  lieux  du  centre 
inslantane,  clans  le  s^stcme  mobile  et  dans  1'espace,  seiont  appli- 
cablcs  1'nne  sui  1'aulic,  elles  seionL  loujoins  en  contact,  de  tellc 
manicre  que  tout  momeiucnt  du  s\stemc  mobile  sc  icdiura  an 
roulemcnL  de  1'une  des  surfaces  sur  1'autre,  l'a\e  instantanc  dc  l,i 
lotation  passanl  a  chaque  instant  par  le  point  de  contact  des  cleu\ 
sin  faces  et  se  tiou\  ant  dans  leur  plan  tangent  commun 

Jl  nous  reste  a  donnei  1'inlcrpielalion  geometnque  dcl'cquatioii 
(j  i)  Ellc  expiime,  on  le  reconnailia  aisement,  que  Ja  relation 
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cnLie  la  dircclion  de  la  com  l»e  simic  pai  lepolc  msianlancet  cc] It- 
do  ]'a\o  de  lolaLion  conr-spondant  t-si  lecipioquc  ,  c'csl-a-dncquc, 
si,  apics  a\on  considt'ie  nn  displacement  infinnnenl  pclH  pour  le- 
quel  1'axe  de  la  lolalion  inslanlnnre  a  une  ceilamo  duccLion,  on 
envisage  le  dcplacemcnl  dans  lequel  ccLtc  dneclion  dcucnl  ccllc 
de  l,i  loule  simic  pai  le  cenlie  inslanlane,  1'axe  de  lolaLion  dans  ce 
nouvtau  displacement  aura  memo  dneclion  quc  la  ionic  clu  ccnLie 
cLins  le  pifinici  On  pourra  ici  conslituei  nne  Lh('oiic  Louie  sem- 
blablc  a  ccllc  dcs  tangcnlesconjugui'es  el  de  I'lndicaLuce  dcDupm  , 
on  iioiivcia  c'galcmenL  cleuv  senes  de  ligncs,  analogues  au\  hgncs 
tiSMnploliques,  qui  sonl  caiacluiscc^  par  eellc  propiit'le  quo, 
loisquc  le  loulemcnl  dc*  deuv  surfaces  L'unc  sm  1'aulic  s'efTecluc 
de  lelle  manicie  que  le  ecnlie  inslanlane  decrivc  1'uue  dc  ces 
courbes,  la  rolalion  oslachaque  inslanl  dirigec  simanlla  langcnle 
a  la  coiuLc  Pai  consequent,  1<  s  deux  combes  corrcspondanlcs  qm 
sonl  alors  les  ionics  du  centre  sur  Ics  cleu\  suifaccs  onl,  a  rliaque 
jnslanl,  memo  comburc  el  meine  plan  oscnlalcm  Nous  laisseions 
an  lecleur  le  soin  dc  de\eloppci  ces  indicalionb 

01.  Reciproqucincnl,  loulcs  les  lois  qne  Ton  connaitra  dcu\ 
siufaces  (S),  (s),  applicables  I'unc  sur  1'auUe,  si  1'ou  place  la  sm- 
iace  (5)  de  lellc  inanierc  qne  1'nn  de  scs  points  coincide  avcc  le 
]»oinL  homologuc  de  (S)  el  qne  les  combes  homologues  des  deux 
Mirfaccs  qm  passenl  en  cc  pointy  soienl  langenlcs,  Loulcs  les  po- 
sitions quc  1'on  obliendia  amsi  pom  la  suifacc  (5)  drpcndiont  de 
dcax  paiametjcs  eL  le  deplacenicnl  a  deux  vanablcs  dellni  j>ai  LCS 
diveises  positions  jouna  dc  Loutcs  les  propneles  quc  nous  venous 
dc  signalei 

Consideions,  par  exemplc,  loules  les  surfaces  (s)  s^meliiquci 
de  (S)  par  rapport  a  ses  plans  langenls,  cllcs  constituent  cvidem- 
menl  touLes  les  positions  cl'unc  sin  face  (5)  roulanl  sur  (S)  On 
pouua  appliquci  a  cc  mou\emcnt  Loutcs  les  propositions  prect'- 
denlcs  Les  sui faces  Lrajeclones  dcs  differenls  points  du  sjslcme 
mobile  sonl  homollictiqucs  auv  podaiieb  cles  clitTcrents  points  dc 
1'espace  par  lappoil  a  (S),  le  rappoil  d'homolhettc  otanl  2 
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CH1PITRE    VIII. 

^NOTIONS    bUll    LEJ>    (  OOnnOJVNTrS 

Suilace  dc  icvolutinn  —  Mysscidc  —  Sin  lace  p-inidosphuique  —  Sjslcmcs  iso- 
LUcimcs  —  Sinfarei  iiiglec-.  —  Suifates  (lcvcloppdl)Ics  —  DiAi  i  ruination  de 
louLcs  les  sin  latcs  applu  al)lc  s  -.in  Ic  plan  pai  la  im'thodc  dc  JM  0  BonnoL 


G!2  Dan*,  Ic  premier  Chapilic  nous  avons  reconnu  quo  1'on 
poitvaiL  rallaclaei  la  iheouc  tics  combes  gauclics  a  ]'c'ludo  tin 
inouvemenl  cl'uu  Iricchc,  Jc  memo  IG^  propositions  relalncs  au\ 
dcplaccmpnls  a  doux  •\ana.bles  liouvenl  une  application  impoilaulc 
dans,  la  thcone  dps  surfaces  Mais,  avant  dc  developpoi  colte  appli- 
cation, iious  doiincions  dcs  notions  elcndues  sur  Ics  syslcmoh  do 
coordonnees  ciuvilignes  quc  Gauss  a,  le  premioi,  employ ds  d'unc 
inanierc  syslomaltquc,  dans  Ic  mcmoire  fondamenlal  Disquisi- 
Liones  gencjales  circa  superficies  cwvas,  public  en  iSs>8  dans 
Ic  l  VI  des  Nouveaux  Memon es  de  La  Societe  cle  GoKLtingue 

II  y  a,  commc  on  sait,  deux  moyens  de  defioir  uue  siufacca  On 
pcuL  la  dctcrmmci  pai  son  equation,  c'cst-a-cliie  pai  la  relaljonqui 
existe  cntie  les  coordonnees  de  Tun  quelconque  dc  ses  points, 
mais  on  pent  aussi  supposcr  que  ce^  trois  coordonnees  aient  etr 
cxprimees  au  nioyen  dc  dcu\  vaiiables  mdcpcndantes  quc  nous 
appeJlcions  u  el  (->  Gette  seconde  mainere  de  dednu  la  surface  csl 
inemc  plus  geneiale  que  la  premiere,  cai,  si  1'ou  prendpourz*  eL  t> 
deu\  des  tiois  coordonnees  rcctangulaires,  1'evpression  de  la 
Iroisieme  ^era  piecisemenl  Tequation  dc  la  siuface  resolue  par 
rapport  a  celle  cooidonnee 

Un  s^slcme  do  coordonnees  curulignes  pent  etre  rcpresenlc 
gcometriquemenl  II  suftit  de  tracci  sur  lasuilaceles  deuxfami'les 
de  courbes,  hcux  des  points  pour  lesqucls  1'une  on  1'autre  des  va- 
iiables  u,  v  demeure  conblante  JNJais  il  importe  de  remarqLier  que 
lo  systcme  de  coordonaees  n'esL  pas  coinplelement  defini,  si  1'on 
donnc  seulcmenL  le^  deux  families  de  courbe^  cooidonndos  On 
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ponrra  c'vidcmmenl,  sans  changer  ces  courbes,  templacei  u  et  v 
pat  IPS  enables  «i,«'i,  qm  seronl  des  lonclions  quelconques  do-? 
pi  piracies 

lll='J>(u),          t  ,=  (!,(<;) 

C'csl  unc  rcmarqnc  donl  on  fail  soiuent  usage  eL  qui  perm  el 
quelquefois  do  giandes  simplifications 

63  La  melhode  de  Gauss  icpose  essenhellement  sur  I'expression 
do  1'arc  d'unc  combe  quclconque  Uacee  sur  la  surface 

Snpposnns  los  coordonnees  loclaugulaires  x,y,  z  d'un  jioinl  de 
l,i  surface  exptimecs  en  fonclinn  des  deux  -\anablcs  ;/  et  r  L'e\- 
preision  d'uii  aic  do  coin  be  Iracr  sui  la  suiface  sera  donuee  ])ai 
Id  ConnulQ 

(i)  di,2—  li  (hi1-^  j 

oil  I 'on  a 


l)ll    U\>  till    f)^      '      (ill     <)(> 


JNous  appcllcrons,  pour  abieger,  d*  I'elumcnl  lin^aire.  Nous  le 
millions  aussi  sous  la  forme 

(3)  chl—  \-diL--\   i  \.C  cos?  dudv  -\-  C2  dv- , 

cl  I'on  aura,  pai  conscqucnl, 

-  —  F 

(  i)  -V  =  V'  li,        C  -  vV         cos  a  - 

V  E  /G 

JjOs  iormules  ( i)  monLreiit  quo  A.dn  cst  1'arc  de  la  combe 
c  =  conbl  ,  G  dv  1'arc  de  la  courbe  u  =  const  ,  enfin  v  est  I'anglr 
sous  lequcl  se  coupcnl  ccs  dcu\  combes  an  point  consideie  On 

aura  done 

F  -o 

(oulcs   los   (ois   quo  Ton   emploiera    des    coordonnees   cumlignes 
icclangulau'es    IL  resulle  egah-menl  des  foimulcs(2)  que  l' 
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Mipcificicl  de  la  surface  am  a  pom  cvpirssion 


A(!  sin  y  tin  di>  =  \/KG  —  1<-  flu  d\ 

A.\,nH  d'allcr  pi  IKS  loin,  nous  aliens  clonnei  quelqucs  evcmples 
<L  ce  mode  de  lepic'senlalion 

6i  Gonsidrrons  d'abord  les  surfaces  tie  levolu  Lion,  el  supposons 
<|ue  Ton  aiL  pns  pom  a\e  cles  z  Pave  de  la  sin  face  Si  Ton  appcllc 
/  la  dislance  d'un  ponil  du  meiidien  a  i'a\c,  I'equalion  do  l.i 
siuface  sci  a 

-=--!(>) 

InLiorluisonj  I'angle  f  quo  fail,  a\ec  le  plan  des  xz,  \c  mcudirn 
passanL  pai  le  ponil  considere,  nous  aurons,  pour  les  oooi- 
donnees  x,}  ,  les  expiessions 

a.  =  >  cost  ,        j  •=  i  sin  c, 

<'l  de  hi  nous  (kduirons,  pom  1'elemenl  hneaire,  la  (oimulc 
(.5)  dsz=  (? 


lei    IPS    touibes    ;  —  consl     sonl    Jes   paralleles  ,    les    coiubc'i 
r  =r  consl    sonl  les  mendiens    Si  Ton  pose 


til  /I  --/'"  ^f/»> 

/  deviendra  une  fonclion  de  ;/,  el  J'equalion  (j)  prendra  la  foinic 

(  <>  I  ch-  —  du2  —  tp(?t)  r/c- 

La  signification  de  z<!  CbL  evulcnle     c'esL  1'arc  du  mendien  complr 
a  pailn  d'un  paiallele  five 

On  pcul  mctlre  celie  evpicssion  de  rclemenl  sous  unc  fonne 
im  pen  diffeiente    Poions 

du  ,  di 

— =  a  u  [  —     —     , 

/?(" )  //'-!-./'- 

cp(//)  dcviendiM  uuc  foncLion  F(«,  )  de  w,,  et  1'eqnaUoii  (())  nous 
douneia 

r  J  --  f/i  - ) 


05    Tonics  les   fois  qne  rel<'mcnt  lincaire  d'une  siuface  pcul 
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t'lic  lamcne  a  la  founc 

th±  —  )  (  d'j*  -r-  cl^-  1, 

on  ditquc  Ics  lonrbcs  cooulonnecs  foimenl  nnieseau  isoi/ia  me  o\\ 
nonu'LiKfue  Lapicmieie  denomination  est  empianlee  a  la  throne 
de  la  clialour,  la  icconde,  qui  cst  due  a  M  Bonnet,  s'e\phque  pai 
le->  remaiqucs  suivantos 

Imaymons  <fuc  Ton  tiacc  sur  la  suifarc  Loutes  les  combes  cooi- 
donncc^  couc^pondant  a  dcs  valeui^dcs  paiamtLies  y,  [il  cioissanl 
sunanldos  piogicssions  anllimeLiquos  dc  raison  infimmcnt  peLile 


on  aiuvi  ainsi  decompose  la  isiiilacc  en  Line  scue  de  rcclanyl<  t>  jnh- 
nimenl  pelils,  donL  Ics  coles  sciont  egauv  si  Ton  a  pus  ch  —  tlfi 
Oi\  dit  alois  quo  la  siufftce  csL  dmsue  en  canes  infuumcnt 

Cola  n'csL  pas,  sans  douLc,  iigouiensement  exact,  mais  le-. 

lcb  curvilignes  formes  par  les  lignes  coordonnees  coiisi- 
deircs  out  le  rappoit  dc  leurs  cutes  adjacents  d'autant  pLub  \oism 
<lc  I'umtc'1  ([lie  la  taisou  d<y  a  ele  choisic  plus  polite 

Daiible  cas  cles  surfaces  dc  revolution,  onvoil  que  les  mtudiens 
ot  Ics  paralleles  constituent  un  SNStemc  isotheime 

G6    Consideions,   en  pailicuhcr,  la  siuface  de  re\olulion  IMI- 
ycndiee  pai  la  i  evolution  d'unc  chain  cite  autoui  dc  sa  base    On  a 


ici 


l  Ton  tronvera  sans  difficulti' 


La  (ormnle  (G)  nous  donneia,  par  consequent,  pom  1'ekinpnl 
lincaire  dc  la  suilacc, 

( 7 )  ds-  —  di/2  -I-  (  u-  -h  «- )  dv> 

(^•tlc  surlacc  lies  icmaiquablea  icru  le  noin  (Ta/jsscide  on  d( 
(atcnoide    Comme  la  chainettc  c&l  la  scule  combe  donl  le 
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de  combine  soil  egal  etilesigne  conliaue  a  la  noimalc,  I'atyssi'idc 
osL  la  scale  sniface  tie  involution  pom  laqnelle  Ics  lajons  di- 
combine  piincipaiix:  t.oient  en  chaqiie  point  egauv  cl  dc  signcs 
coiUianes  On  a  donne  le  nom  dc  sin  faces  minima  a  toutes  cellt  s 
ilont  les  layons  de  courhme  sonthes  pai  ceLle  relalion  L'aHsseidi1 
c->L  done  la  seuli1  smfacc  minima  dc  levolulion 


On  sailque,  si  L'on  consideie  unc  chaineLLe  donL  la  base  soil  (): 
el  que,  du  pied  P  de  1'oLdounec  du  jjomtM,  on  abaisse  une  [ici- 
peniliculanePQ  sur  la  tangente  cnM,l'aic  de  lacluiaeLle,  complc 
a  pailir  cln  sonmiel  S,  sera  egal  an  segment  de  dioile  MQ,  pai 
consequcnL,  le  pomt  Q  de"cnra  line  des  dcveloppanles  de  la  chai- 
neLLe 

Comme  PQ  csl  consLanL  eL  egal  au  paiamelie  a  de  la  chainelLc, 
le  lieu  du  poinL  Q  seia  la  coin  be  aux  Langcnte^  ('gates  on 
Li  act)  ice  En  desiguant  pai  o  Tangle  PMQ,  1'aic  dccuL  pai  K' 
point  Q,  loisquc  CD  augmente  de  dv,  a  pour  ^alell^ 

da  —  MQ  lit  =.  a  co to  dz. 
Com  in  c1  d'aillcius  la   pci  pcndiculaiie  abaissec  de  Q  bin1  Or  a 


ixonoiNS  bini  LI  s  COORDOIS  JN  LI  s  run\  ILIGIS  i  s 
pom  expiesbion 


on  soil  quc  1'elemcnl  bneaire  dc  la  surface  engemlu'e  pai  Id 
levoluLion  de  la  courbe  au\  langcnles  egalcs  auloui  do  Or  scui 
clonne  par  la  formulo 

ds-  —  da--*-  ;  -c/r-  —  «2(i.ol2tp  d^2  -,    sin^cp  c(\  -  ) 

Posons 

i  oicp  Jc  —  da 
(ic  qm  doune 


cL  nous  aurons 

(8)  cts*  —  a-(du*-+-  c'-"  (h>*} 

Remai  quons  d'ailleurs  quc,    dans  Je   luangle  icclangle    PiPM, 

on  a 

MQ  QK-fli 

Les  cenLies  de  courbuie  prmcipauv  de  la  surface  sonl  evi- 
dcmment  les  poinlb  M  eL  R,  done  Jos  talons  dc  coiubuic  pun- 
cipaux  saLisfonL  a  la  relation 

RH'-=   -ft- 

Mais  ccLLc  propiicLe  ne  caiaclerise  nullemenl  la  suiface,  il  csi 
fiiSL-  de  le  demontrei 

Proposons-nous,  en  cflet,  de  deteiminei  Louies  les  biuface^ 
de  levoluLion  donlle-s  ia>ons  de  courbure  sonllies  pai-  la  lelalion 
piect'denle  Par  un  calcul  sin  lequel  nous  nc  levjendrons  p.ib  ici, 
on  Irouve  que  les  variables  r  el  /  doivenl  salisfaue  a  la  lelalion 
dilTeienliclle 

(^  rfc-^dri/—  '—-i^rfi, 

\     /  -  -t-  «-  —  b- 

b  desi°nanl  une  conslanle  aibjlraire  qiu  peuL  prendic  Louies  les 
valeins  possibles  L'elcmcnl  lineaue  de  la  surface  esl  tlonnr  |>ai 
la  for  in  u  le 


----  -  ---  v-  -- 

-  ~\-  a1  —  u~ 

Supposons  d'abord  quc  (>   soil  ('gal  a  a    On  lelioino  alois  l,i 


bo  r  i\  ii  i    i    --  c  LI  v  i1    vi  n 

•siulacc  don!  le  nnjudicn  e^l  la  couvbe  au\  LangcnLca  cyalcs   Nou-, 
lin  donneroiTi  le  nom  tic  smlacc  pseudo<>ijhei  iquc 

Si  b  rsl  pins  petit,  quo  <73  le  ia}on  /  pent  pienchc  loulc^  lr-> 
valours  inlihienivs  a  b  et  Ton  oblient  une  ^iiilacc  qui,  conune  la 
[>i('codenlc,  a  encore  un  paiallclc  dr  rebioiissemenL  1>C, 
tons  los  int'iidicns  vonl  coupci  1'axe  dc  la  suitace  en  un 
A,  sons  nn  angle  fini  donL  la  langenle  ,1  |)oui  ^alell^ 


\ 


1 1- 


Si  Ton 


/—    -n 

--  \>  a-  —  b1 


on  oblic.nl,  pom  L'elemcnl  Imeanc,  l'( 

r     t      /fit  -.(-it   i 

Si  l>  oat  an  conliauc  plus  grand  quo  (/,  r  a  un  minimum 
y' b- — u-  cL  les  meiidicns  nc  icnconticnL  pins  Tax:e  La  Miilacr 
•idmeL  aloi>5  deux  paiallclcs  dc  lebroussemenL  ct  uii  ceicle  do 
-orgc  DE(/7(i,'  ?>}  S.  Ton  pose 

•C"  --  e'-"  rt\<' 


in) 


> 

lineaue  dcsMenL 

/  f"      i'-" 
c(A2—  a1    UU--T-  I 


\/b-  —  a- 
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67  Apres Ics  surfaces  dc  revolution,  nous  exammerons le  groupe 
hi  important  forme  par  les  siufaces  reglees  Elles  pement  etie 
defimes  par  les  tiois  equations 


X  =  «t  U  •+-  b\, 

y  =  a2  u  -+•  b±, 


12) 


oil  a,  b,   ...  doivcnt  etre  considerees  commc  des  fonctions  d'un 
parametre  v   Si  Ton  suppose 

a\  -+-  a\  •+-  a]  =  i, 

u  designera  Id  longueur  portee  sur  chaque  giiiieiatricc  rectihgne 
de  la  surface  a  partir  de  la  couibe  ddfinie  par  les  equations 

(ij)  a  =  bi,        Y  =  bit        z  =  bj, 


On  deduira  des  foimule^  ( ia)l'es:pression  sun  ante  de  1' element 
hneane 

(i  i)  di>2=  du--+-  2D  dn  dv  -+-  (Az42-h  ^B  u  -+-  C)  di>-, 

ou  A,  B,  C,  D  sontles  fonclions  de  v  definieb  par  les  relations 

A  =  «;•!  -r-  «V  -+-  a'f ,  C  =  i;2  4-  i',2  +  i'/, 

B  =  a\  b\  -+-  a',  6',  -i-  «'3  &j ,         D  =  a  i  b\  n-  «2  b\  -+-  «3  ij 

Si  Ton  suppose  que  la  courbc  u  =  o,  defime  pai  les  equations 
(i3),  ait  ete  choisie  parmi  les  trajectoires  oithogonales  des  yene- 
D   —  I  6 
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ralrices,  on  aura 

D  =  o3 

et  1'element  lme"aire  prenclia  la  forme  plus  simple 


Dans  ce  cas  le  system  e  de  cooidonnees  sera  form  6  des  ge"ne- 
ratuces  reclihgnes  v  =  const  et  de  leurs  irajectones  orthogonales 

Pour  lamener  1'element  line'ane  geneial,  clonne  par  la  foimule 
(t  \  ),  a  la  foime  (i5),  il  suffna  de  substiLucr  a  u  la  variable  suivanle  : 


On  reconnait  amsi  que,  dans  toutcs  les  suifaces  reglees,  les 
Uajectoires  oitliogonales  des  generatrices  reclihgnes  sonl  deter- 
nun^es  par  une  simple  quadiatuie 

68  Considerons,  par  exemple,  la  surface  formce  par  les  normales 
principales  de  1'Iielice  ou  helicoide  gauche  a  plan  duecteur. 
Elle  est  definie  par  les  liois  equations 


(16)  '.  r  =  u  cose, 

[  y  =  u  smr, 
d'ou  Ton  dcduit 


7 


La  comparaison  des  formules  (7)  61(17)  nous  monlrc  quo,  si  1  on  *• 

fail  correspondic  sur  I'liehcoide  cl  sur  1'alysseide  les  points  pour 
lesquels  les  valeurs  de  u  et  de  r  sont  les  mimes,  les  arcs  de  deux 
courbes  corrcspondantcs  seront  rigourcusement  egaux  On  dil 
dans  ce  cas  que  les  deux  surfaces  sonl  applicables  I' une  sur 
I'autte  II  est  clair,  en  efTet,  que  si  Ton  considere  une  surface 
comme  un  tissu  flexible  ct  mcxtensible,  et  si  Ton  admet  la  possi- 
bihte  de  deformei  cette  surface  sans  dechuure  ni  duphcaturc,  f 

la  longueur  de  toule  courbe   tracec  sur  la  surface  sera  demcurec  > 

invariable  dans  la  deformation  Sans  examiner  la  question  dc 
savou  s'i]  est  possible  d'amener  la  premiere  surface  a  comcider  l 

avec  la  seconcle  par  une  suite  continue  de  deformations,  on  dit  que  ^ 

deux  surfaces  sont  applicables  1'une  sur  1'autie  quand  elles  satis-  | 

font  a  la  definition  geoinetrique  que  nous  venous  de  donner.  Le  ' 
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probleme  de  la  recherche  des  surfaces  applicable*  sui  une  surface 
donnee  esL  un  des  plus  mte'ressanls,  mais  aussi  un  dcs  plus  dif- 
ficiles,  quo  1'on  renconlie  clans  1'applicalion  de  1'analjse  a  la  Geo- 
ine'tiie  Dans  le  cas  qui  nous  occnpe,  1'helicoide  esl  applicable  sm 
1'alysseide,  les  generatrices  reclihgnes  de  la  premiere  surface 
correspondent  aux  mendiens  de  la  seconde  el  les  helices  aux 
paialleles 

69  Revenons  aux  surfaces  reglees.  II  csl  aise,  lorsqu'on  a  seu- 
lemenl  1'expression  (i5)  de  1'elernenl  lineaire,  de  dislinguci  les 
surfaces  gaudies  des  surfaces  deVeloppables 

En  eflel,  on  a  idenliquemenl 

\  u-  -+-  2  B  u  -f-  C  =  (  a\  u  -+-  b\  )2  -+-(ct'2u  +  b',  )-  -+-  (  a'A  u  -+•  l\  J2 

On  voiL  done  que  le  Lrm6me  premier  membre  sera  unc  somme 
de  carres,  cL  Ton  aura 

BI  —  AC<o, 
tant  que  les  equations 


ne  seronl  pas  satisfailes   Oi  ces  denueres  equations  n'onl  lieu  quo 
dans  le  cas  ou  la  surface  est  developpablc 
En  effet,  les  dqualions  (12)  nous  donnent 

dx  =  «j  du  -+-  (a\  u  H-  b\  )  dt>, 
dy  =  az  du  -\-  («',  u  -H  Z>',  )  dv, 
dz  =  a3  du  +  (rt'j  u  •+-  b'A  )  dv 

Exprimons  qu'il  existe  un  point  de  la  generalnce  qiu  decrit 
une  courbc  tangonle  a  cetlc  gene'ralnce,  il  faudra  qu'en  prenanl 
pour  u  nne  fonction  convenable  de  v  on  ait 

dx       dy       dz 


ce  qui  donne,  en  remplagaiil  djc:  dy,  dz  par  leurs  valeurs, 

a\  u  -+-  b\  __  a1-,  u  -f-  &',  _  a\  u  -+-  b'A 
«i         ~         «>         ~~          «j     ~' 

Si  1'on  tienl  complc  de  1'equation  D  =  6,  on  trouvera  que  la 
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'^aleui   commune  des  Lrois  rappoils  precedents  duit  etrc  egalt  a 
zero 

On  devra  done  a\oir 


d> 


?t,  par  consequent,  les  equations  (18)  e\pnment  les  condition*, 
necebsaiies  et  sutVisantes  pour  que  la  surface  suit  developpable 

Enfin,  en  suhslituant  a  v  une  foncLion  convenablc  dc  v,  on 
pourra  leduue  le  coefficient  A  a  1'  unite  Nous  avons  done,  cominc1 
forme  ledmLo  de  I'element, 

(  '9)  <^2  =  (ti(i-+-[(u  —  aj^-t-  p^J  civ2 

dan-5  le  cas  des  ^uilaee^  gaaclics,  cL 

(20)  d^=  dii*-t-(u  —  a)2f/^2 

dans    cehu    clcs    suitaces    developpables,   7    et    (il    designant    des 
ioncl  ions  do  v  (  '  ) 

70  De  la  lurmc  do  1'element  Jineaue  des  surfaces  devcloppables 
on  deduit  faLilr-menl  qu'elles  sont  apphcables  bin  le  plan 

Ropienons,  en  eflet,  la  foimule  (20)  et  decomposons  le  second 
meaibre  en  deux  facienis 

du-i-  i(u  —  «)  dv, 
du  —  1(11  —  <3.~)dv 

Si  Ton  mnltiphe  ccs  facteurs  rcspectivement  par  el(\  e  "',  i\* 
(leMennenL  des  difTerentielles  exactes  et  Ton  pent  poser 

,     ,  j     elv[(lu  -+-  i(u  —  a)  do]  =  di*  -{-  idy, 

I  e~"'[dic.  —  i(  it  —  a)  dv]  =  dx  —  i  dy 

On  a    en  integrant, 

\JL  +  IJ=   ue">  —  if*e">tti>, 


(M  Celle  Lhuuiie  laiSbe  toutefois   de  cola   Icb  sui  faces  i^gldes  imagmaiies  pom 
Jesquelles  on  a 

fif  +  fi^  -+-  rt?  ~  o, 

1  -  O  ' 


et  qui  bonL  engeuchees  par  dcbdioites  icnconiiant  le  ceicle  imagmaiie  clc  I'nilini 
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D'ailleurs,  en  multiphant  membie  a  mcmbic  les  formules  (21), 
on  oblient,  pour  1'elemcnl  bneaire  dc  la  surface  developpable, 
I' expression 

qui  demonlrc  la  piopriete  annonccc 

Les  foimules  (22)  peuvent  elic  lemplacecs  pai  les  suivantes 

v  =  u  cost;  -4-  /  «  sine'  dv, 
(a3)  _  ,      ,, 

On  vml  qu'aux  generatrices  leclilignes  cle  la  suiiaec,  defimes 
par  la  relation  v  =  const  ,  coircspondcnl  des  droiles  du  plan; 
par  consequent,  les  Irajcclones  01  ihogonalcb  dcs  «eneralnces  onl 
pour  liansfoimees  les  combes  paiallelcs,  liajectoires  01  iliogonales 
des  dmiles  du  plan  A.  1'arele  de  lebroussemenl,  u  =  u,  cle  la 
developpable  con  eb  pond  IVnvcloppe  de  ton  les  les  clioiles  du  plan 
Toiib  ces  r^snllalb,  que  nous  nc  nous  arrelons  pas  a  venfiei,  soul 
bien  d'liccoid  avcc  les  opeialions  mecanicpieb  pai  lebqiielles  on 
rualiie  le  dc\eloppcment  dc  cette  classe  si  impoitante  de  suifaces 

71  Nous  venons  cl'incbcjuci  un  moyen  d'appbquer  la  surface 
developpablc  snr  im  plan  11  est  natuiel  cle  sc  demander  s'll  n'y  en 
a  pas  d'autie,  el  si,  par  exemple,  on  ne  pouriait  pas  realiser  eette 
application  dc  la  suiface  en  faisant  coiresponche  anx  generatrices 
rectilignes  de  la  surface  dcs  bgnes  courbes  du  plan  Le  raisonne- 
ment  suivant  donne  la  leponse  a  cctte  question 

Supposons  quc  Ton  ait,  de  deux  mamcres.  differentes,  applique 
la  developpable  sin  le  plan,  c'esl-a-diie  qu'on  ait  mis  son  element 
liucane  sous  les  deux  formes 

di>-  =  dj--t-  dy-,        ds'-  —  dx'-  —  dy'- , 
on  en  dediura 
( 2 1 )  dr-  -4-  ch  -  —  dx '-  -t-  dy'- 

II  est  aise  de  rc^soudie  cette  equation  de  la  mameie  la  plus  gene- 
lale;  on  pent,  en  efFet,  la  remplacer  par  I'un  on  Fautre  des  sys- 
tem es 

dx  =  cosa  dx  —  sma  dj  ,         dx'  =  cosa  dx  -+-  sma  dj  , 
dy' =  sin  a.  dx  -+-  cosaLdy,        dj'=  sma  dx  —  cosa  dj 
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011  y  est  aae  mconnue  au\iliaire,  etcjuise  deduisent  1'unde  1'autie 
par  le  changement  de  y  en  —  y  Consiclerons,  par  exemple,  le 
premier  En  ecnvant  que  les  seconds  membies  des  equations  sonL 
des  difierentielles  exactes,  nous  obtenons  les  relations 


dy.  Oy.  da.  da. 

sin  a  —  =  cos  a  —  3          cos  a  —  =  —  sin  a  -r-  > 
dy  dj,  dy  die 


qui  donnent 


a  est  done  conslanle    En  integrant  les  formules  (a5)  el  designant 
par  J?o)  JKo  deux  nouvelles  constantes,  on  aura 


x'  —  xcosy.  —  y  sin  on-  a-  0, 
y'  =  07  sma  -t-^  cosa-i-j^0 

Ce  sont  les  Ibrmules  de  la  liansformation  des  coorclonnees.  Par 
suite,  x,  y  et  x'  ,  y'  pcuvent  etre  considerees  commc  les  coor- 
donnees  d'un  meme  point  du  plan,  rapporte  a  des  a\es  difT^rents-, 
et  les  deux  representations  de  la  surface  developpable  ne  doivenl 
pas  etie  legaidees  comme  leellement  distmctes. 

72  Une  autre  question  Lres  mteressanle  se  presente  ici  Nous 
venons  de  voir  que  Ten's  cloppe  d'un  plan  mobile  est  applicable 
sur  leplan  Laieciproque  est-elle  \raie,  et  toute  surface  applicable 
sur  le  plan  est-elle  1'enveloppe  d'un  plan  mobile  ^  CeLte  proposition 
a  toujours  ei6  admise  pai  Monge  et  les  autres  geometres  de  son 
epoqne,  comme  le  prouve  le  nom  meme  de  sw/ace  developpable 
donne  des  le  debut  a  1'enveloppe  d'un  plan  mobile  (')  Elle  est  ua 
coiollaire  immediat  des  piopositions  genfiiales  que  nous  auions  a 
developpei  dans  la  suite,  mais  nous  pouvons,  des  a  present,  en 
donner  une  demonstration  directe  et  tres  simple,  due  a  M  O. 
Bonnet  (-). 

Soieot  x^y,  z  les  cooidonnees  d'un  point  de  la  surface  cherch.ee, 
applicable  sui  un  plan,  et  ^oienta,  (3  celles  du  point  coiTespondant 


(')  You,  en  pai  ticuhei,  le  Chapitie  sui  les  surfaces  diiveloppables  clans  {'Ap- 
plication de  I' Analyse  a  la  Gtometi  te  cle  MCHGE 
(a)  Annah  di  Matematica,  2"  scue,  t  VII,  p   61 
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sur  Ic  plan.  On  doit  avoir 

1  aG  )  dx*-  -+-  dyn-  H-  dz*  =  da.1  •+•  dp  2  , 

ce  qui  donne  les  Lrois  equations 


(a?) 


** 


da?\  2 

da  5S  "^  d~y   d8"HdadB=°> 


Diflerentions  les  deux  premieres  de  ces  equations ,  nous 
dx  r)z  oc          dy  d-y  dz 


aurons 


__     _ '-\—- -        — I--  __„     _  i  Q 

da  c)aa     da  da2  da  da2     ' 

m./_  y  _i  ^_^  ^  ,_,  ^ 

dp  dp2  dp  dp2  ~ 

dv  d-y  d-s  d2z 

/    /        i _   r* 

da  da  dp  da  da  dp  ~  ' 

ty    d-y  dz    d-z  _ 

dp  da^Jp  +  dp  dTdp  ~  ° 


dx  _ds 
da  da 

dp 


DiIT^rentions  mam  tenant  la  dermeredes  equations  (27);  en  tenant 
compte  des  precedcnles,  nous  trouverons 


dx  d2 oc        dy  d-y  dz  d-z 

da    dfi-        d'j.   dp2  da   dp2 

dv  d^jc         dy  d-y  dz  d-z 
dp  7k£  +  dp    da2"  +  dp  "da"2  ~  ° 

En  comparant  les  Equations  (28)  et  (29),  nous  voyons  que  Ton 

doit  avoir 

y-x            day  d^z 


d-x 


da  dp 


d-x 


(3adp    _    da  dp    _    da  dp 


Le  sjsleme  (A)  nous  apprend  que  ^,  ^  ^  sont  fonclkms  d'une 
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meme  variable  ct  ]e  sy^teme  (B)  etabht  qu'il  en  est  de  memc  pom 
-g,  ~,  -TJjp  Mais,  par  suite  de  la  demieie  equation  (-27)  ou  de 

I'une  des  equations  (^9),  les  deux  •^allables  dont  dependent  ces 
deux  groupes  de  denvees  sont  fonctions  I'une  de  1'autie  et,  pai 
consequent,  les  six  derive'es  de  x,}  ,  z  sont  fonctions  d'une  mcmc 
variable,  que  nous  desig-nerons  par  L 

Cela  pose,  si  Ton  designe  par  p  ct  q  les  derivecs  de  z  consi- 
deree  comme  fonction  de  x  et  dej)  ,  p  et  q  seront  determinees  par 
les  equations 

dz  dr          dj  <)z  dx          dv 

^=^^-H<?^'        d$=pd$  +  9o$' 

cfiu  montrent  quey?  et  q  sont  fonclions  de  I ,  done  p  cst  fonction 
de  q,  ce  qui  caracterise,  on  le  sait,  les  surfaces  enveloppes  d'un 
plan  mobile 

Le  nom  de  developpables  donne  a  ces  surfaces  cst  ainsi  pleme- 
inent 
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CHAPITRE   U. 

SURFACES    DCFINirS    1?  Ml    T>rt>    PJlOPlULTI-is 

Ileliroicles  guiilraux  —  Tlieoremc  dc  Bom  —  Surfaces  cle  involution  applioablcs 
les  uneb  sur  les  auLies  —  Siufarc^  engcncliucb  pai  le  mouvemeiu  cl'imc  rouil)e 
invanable  —  tsuifaccs  mouhucs  —  Surfaces  spiialcs  de  M  iMamicc 


73  Les  siufaces  dc  revolution  joiussenL  d'uno  piopuetc  cim'- 
matique  impoitante  Ellesne  cessenl  pas  de  ghssersui  ellcs-im'mes 
loisqu'on  leur  impiime  un  uiouvcmenl  de  lotation  auloui  de 
Taxe  CeLLe  propru'-le  qu'ellcs  possedcnt  depouvon  elic  drplacecs 
sans  cesser  de  coincide!  avec  eJles-memes,  apparhent  aussi  au\ 
cshndics  et  a  une  classe  plus  elcndue  de  siufaces,  les  hehcoides, 
qui  comprennent  comme  cash miles,  etles  cshndies,  et  les  siufaces 
dc  revolution 

Considerons,  en  elTel,  un  systeme  sohde  amm<  d'un  mouse- 
ment  hehcoidal  Nous  savons  quc  Lous  les  points  de  cc  svstemc 
decnvent  des  helices  de  meme  axe  et  de  meme  pas,  chacune  de 
ccs  helices  cst  animec  d'un  mouvement  dans  lequel  ellc  ne  cessc 
de  glisser  siu  sa  position  piimilwc  Si  done  on  associe  Louies  les 
helices  rcncontiant  une  courbe  donncc  (C),  ellcs  formetont  une 
siu  face  qui  pom  rait  cLie  engendrec  par  le  mouvemcnt  hehcoidal 
de  la  courbe  (C),  et  qiu  possedera  evidemment  la  propuete  de 
glisser  sur  elle-meme  dans  le  mouvement  Gette  surface  est  un 
liehcoide  general  Nous  allous  donner  les  equations  qui  la  de- 
teimment  et  cheicher  son  element  Lneaue 

Les  helices  decrites  dans  le  mouvement  hehcoidal  permanent 
sont  d^fimes  par  les  equations 

X  —  f  COSl'j, 

(i)  y  •=  p  sinr[, 

od  /(  designe  le  pas  commun  des  helices  divise  pai    27:    Si  Ton 
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prend  pour^0  unefonction  quelconque  de  p,  lescooidonnees,a?,j)  ,  ^ 
deviendiont  des  fonctions  des  deux  variables  p  el  r(  ,  les  formules 
preceden  Les  defiuiront  la  surface  heheoide  la  plus  generale.  Faisons 


et  calculons  1'  element  line"  a  ire  de  1'helicoide   Nous  trouverons 

ch*  =  (i  -+-  cp'2  )  c/p3  -f-  2  h  cf'  rfp  rff  i  -+-  (  p2  -i-  A2  )  rff  i 
En  tiansformant  Je  second  membre,  on  obtient 


Si  Ton  inlroduit  les  deux  nouvelles  variables  it:  v  definies  par 
les  quadiatures  siuvantes 


fs) 

ho' 


psH-/i2  deviendra  une  fonction  de  «  quenous  d^signerons  parU2, 
et  1'element  Imeaire  sera  lamene  a  la  forme 


Les  combes  11  =  const  sont  les  helices  trac^es  sur  la  suiface, 
et,  par  suite,  les  couibes  P  =  const  sout  les  trajectones  orthogo- 
nales  de  ces  helices  On  reconnatt  amsi  que  ces  trajectones  se  de- 
teimment  par  une  simple  quadiatnre 

74  La  forme  (4)  de  1'element  Imeaire  est  identique  a  celle  que 
nous  avous  dejaoblenue  pour  les  sui  faces  de  revolution  (11°  64)  On 
sail,  d'ailleurs,  que  ces  clermeres  surfaces  peuvent  etre  considerdes 
comme  des  foimes  hmites  des  helicoides  g^neraux,  coirespon- 
clautes  au  cas  ou  le  pas  commun  des  helices  devient  nul  On  pent 
done  prevoir  que  les  hehcoides  sont  applicables  sur  des  surfaces 
de  revolution  Ce  bean  theoreme  est  du  a  Bour,  qm  1'a  etabh  dans 
son  Memoii  e  sut  la  defoi  mation  des  sui  faces  (Journal  de 
I'Ecole  Poly  technique,  XXXIXs  Cahier,  p  82)  Pour  le  de"- 
niontier,  nous  feions  voir  que  la  forme  (4)  de  1'dlement  Imeaire, 
donnee  a  pi  ion,  convient  a  une  infinite  d'hf^hcoides,  panni  les- 
quels  se  trouvent  toujouis  des  biirfaces  de  revolution 
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Les  formules  (i),  oul'onconsidere  s0  comme  une  foncLion  de  o, 
defimssent  I'he'hcoide  le  plus  general,  eL  la  foimule  (a)  fait  con- 
nailre  lYlement  lineaire  de  cetle  surface  Pour  le  rendreidentique 
a  I'element  line'aire  donne"  par  I'^qualioh  (4),  il  sufjii a  dvidem- 
menl  de  poser 


on,  en  cxlrayanl  les  racmes  cairees, 

du  =  ± 


.           hdv            ±U       , 
dv\->e-     ,       ,     =     . dv 


La  premiere  de  ces   formules  montre  que  p  est  une  fonction 
de  u    Pour  que  la  seconde  puisse  avoir  lien,  il  faut  dvidemment 

quo  le  rapport     ~        snit  e"gal  a  une  constante  que  nous  designe- 

lons  par  —  On  auid  done 
i       m 


v/p2_,_/l2  =  : 

.  Ii  dv          dv 

iv  ,  -\ : ^7    =    • 


Lcs  formules  (5)  et  (6)  nous  conduisent,  par  des  eliminations 
faciles,  aux  valeurs  suivantes  de  p,  rfcp,  dv^ 


p  =  v'^U2—  A2. 


Toutes  les  quanlit^s  qui  figurent  dans  les  formules  (i)  sont 
ainsi  exprimees  en  fonction  de  u  et  de  c,  la  question  pioposee  est 
done  completement  resolue 

7S  Les  he"hcoides  que  nous  venons  de  determiner  dependent  de 
deux  parametres  arbitraires  h  ct  in  II  est  aise  de  s'assurer  qu'ils 
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ne  sont  pas  superposables    Consideions,  en  pailiculier,  le  cas  ou 

Ton  a 

I]-  =  ji3-H  a-, 

etsupposons  m  =  i    Les  formules  precedeules  devicndiont 


',  =  fll<  — 


Si  Ton  donne  a  /i  Louies  Je^  snleuib  com  prises  enlie  o  cL  <7,  on 
aura  une  sene  conlinuc  d'lu'hcoides,  Lous  dpphcablcs  ]es  uns 
sur  les  an  Ires  Us  piesenleront  louiea  les  foimes  mlermediaucs 
on  Ire  1'alysscide  et  rhcMicoide  yauclie  A  plan  duecleur,  qui  sonL 
les  ternies  extremes  de  celto  scne  et  qui  coriespondenl  icspccli- 
vemenL  aux  valeurs  o  ct  a  dc  l'ail)ilraue  h 

7C  Revcnons  anx  founules  gencralcs  (7)  Si  1'on  j  faiL/i  =  o, 
oa  oblient  des  sin  faces  de  itholulion,  tonics  applicablcs  Jes  uncs 
sur  les  autrcs,  aussi  bien  quo  siu  les  helicoides  geneianx  definis  par 
ces  Equations  Elles  sont  determmees  pai  le  s>sleme  ties  simple 


—  a\J  cos  — 
a 


3  ^  //i 

ou  a  est  mis  a  la  place  de  in 

Quand  on  fail  "^anei  le  parametie  a  on  obtient  nne  suite  con- 
tinue de  surfaces,  nous  signalerons,  sans>  Jes  d^montier,  les  pro- 
pi  letes  suivanles  que  nous  rattacherons  plus  lard  a  des  theorcmes 
generaux 

Si  1'on  consideie  sui  toutes  ces  surfaces  les  points  qui  coi  respon- 
dent a  une  meme  valenr  de  a  i°  le  produit  des  rayons  de  cour- 
bure  principauv  en  ces  points  seiale  meme  pour  toutes  les  snifaces  , 
2°  la  tangenle  an  meudien,  prolongee  jusqu'a  ba  lencontre  avec 
1'axe,  auraaussila  m^ine  longueur  pour  tons  les  points  consideies 
Nous  indiquerons  plus  loin  une  application  de  cette  dernieie  pro- 
pnele,  et  nous  allons  etudiei  deux  exemples  pariiculieis 


SURFACES    DLFINIES    PAR    DCS    PROPIUETES    C1NEM  VTIQUES.       $3 

77    Faisons  d'abord 

U  =  smzt, 

ce  qiu   donnera  les    siufaces    de   involution   applicables   siu    la 
sphere. 

Les  formules  (8)  deviendiont  ici 


a  —  a  tin  u  cos-, 
a 


=  a  sin  u  sin- 
a 


Supposons  d'aboid  a-  <  i,  ?d  ponrra  piendrc  Louies  les  valems 
possibles  sans  que  Texpiession  de  z  ces>se  d'elie  reelle  La  portion 
OCA.  du  mendien  qui  conespond  a  toutes  les  valenis  de  u  com- 
prises entre  o  el  ~  aura  la  ioime  mdiquee  (fig*  -\] 


Ri 
*   * 


Les  angles  que  fail  en  0  el  en  A  le  meiitlien  avec  1'axc  sonl 
funs  el  ne  deviennent  droils  que  lorsque  a  esl  egal  a  i  Alois  le 
mendien  devienl  un  deini-cercle  el  il  engendie  la  sphere 

Leb  vauables  u  el  P,  qiu  determment  un  point  a  la  surface  de  la 
sphere,  onl  une  significalion  Ires  simple,  elles  sonl  L«  colatitude 
el  la  longitude  de  ce  point  D'apies.  celie  remarque,  nous  poiuons 
determiner  aisement  les  hmites  el  la  foime  de  la  poition  de  spheie 
qui  esl  exaclement  applicable  sur  toute  la  surface  engendree  pai 
la  levolulion  complete  de  la  branche  OCA  du  mendien 
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En  efTet,  les  formulas  (9)  relatives  a  line  valeur  qnelconque 
de  a  nous  montienl  que  Tangle  v\  fait  par  le  meridien  qui  passe  au 
point  («,  c>)  de  la  surface  avec  un  mendien  fixe  a  pour  valeur 


(10) 

Par  consequent,  lorsque  v\  aura  van  6  de  o  a  air,  9  aura  cru  de 
ZCITZ  Amsi  la  surface  engendree  pai  la  revolution  complete  de 
1'arc  AGO  est  applicable  snr  le  fuseau  de  la  sphere  compns  en  Ire 
deux  plans  meridiens  faisant  Tangle  2«ir  On  voit  que,  poui  des 
valeuis  tres  petites  de  a,  ce  fuseau  deviendra  mfimmenl  6troit 

Si  a-  est  supenem  al'umte,  le  mdridien  change  completemenl 
de  forme,  car  u  ne  pent  prendre  que  les  valetars  satisfaisant  a  Tin6- 
yalite 


COS2Zi  <  — 

a- 


Soit  \0  Tangle  aigu  defini  par  la  formule 

-,         r 

C03A0  —  - 


II  faudra  faire  vaner  u  entre  A0  et  ^  —  ^o-  Le  meridien  aura  la 
foime  representee  (fig   5)    La  surface  engendre'e  par  cc  meridien 


5 


seia  applicable  sur  la  zone  de  la  sphere  comprise  cnlre  les  deux 
cercles  de  colaliLude  A0  et  T:  —  ).„  Mais,  de  plus,  la  formule  (10) 
nous  montre  qu'il  snffira  de  fane  tourner  le  mdndien  ACB  d'un 

angle  egal  a  ~  pour  obtenii  toute  la  portion  de  la  surface,  appli- 
cable point  par  point  sur  la  zone  splie'rique  que  nous  venous  de 
definir 
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Si  a  grandit,  cette  zone  climmue  inde/miment  et  se  reduit  a 
une  bande  mfimmenl  etroile  longeant  I'equateur  de  la  sphere 

La  discussion  detaillee  qne  nous  venons  de  fane  avail  pour  but 
de  metLre  en  evidence  un  fail  mt^ressant  Considerons  un  nior- 
ceau,  de  forme  [d'ailleurs  quelconque,  de  la  surface  de  la  sphere. 
Quand  la  sphere  se  dcforme  de  mamcie  a  comcidei  successive- 
men  L  avcc  les  diveises  surfaces  defimes  pai  les  formules  (9),  celte 
poilion  de  la  surface  sphe'rique  que  nous  avons  choisie  se  depla- 
cera  eL  se  deformeia  d'une  maniere  conLinue  en  demeuranL  appli- 
cable sin  sa  position  imLiale  Mais  ce  mouvement  ne  pourra  etre 
continue*  inde'fimment  sans  qu'il  se  piodiuse  une  dechirme,  car 
nous  avons  vu  quc,  si  le  paramelre  a  augmenle  a  partir  de  i  eL 
croit  indefiniment,  la  seulc  porLion  de  la  sphere  qui  puisse  tire  ap- 
phquce  surles  surfaces  qui  correspondent  aces  valeuis  cioissantes 
de  a  se  rtiduil  a  une  /one,  d'ane  aussi  pelile  qu'on  le  veut,  entou- 
lant  1'equateur  Pai  consequent,  si  1'on  considcre  une  poition 
Jfinie  de  la  sphere,  le  mouvement  de  deformation  de  celte  poition 
ccssera  d'etie  possible  des  que  aauiaattemt  une  lunile  supeneuie, 
qin  depend  evidcmmenl  de  la  forme  de  cette  poition 

78  Du  moms,  dans  1'exemple  que  nous  venons  d'dtudier, 
loutes  les  surfaces  definies  pai  les  foimulois  (9),  et  pour  lesquelles  a- 
est  infciieur  ou  dgal  A  I'unile,  jouissent  de  la  propuete  de  repie- 
scuter  completement  I'clement  Imeaire,  c'est-a-due  elles  onr  des 
points  leels,  coriespondants  a  toutes  les  valeuis  reelles  de  u  et 
de  v  Ilii'en  est  plus  de  m6me  dansl'exemple  suivant 

Supposons  que,  dans  les  formules  geneiales,  on  fasse 

U   =  f« 

L'element  bn^aire  aura  pour  expression 
(M)  ds*  =  duz -t-  e2" dv*, 

et  les  equations  (8)  nous  donneiont  ici 

(12)  cc  =  aeli  cos  -  •>         y  =  cte'1  sin  -  7         z  —  f\/i  —  a-  e-u  du 

Ces  formules  d^finissent  des  surfaces  qui  sont  toutes  egales, 
car,  si  Ton  pose 

(13)  ae"  =  sincp,         v  —  avi} 
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elles  deviennent 

/  7  =  smucosi'i, 

1  y  =  sino  sm(->i, 

i  ,  i  \  <.  -s  '          " 

0 
.5  =  cos  s-  -t-  log  tang  -, 


eL  ne  conlieuneiit  plus  a  Nous  avons  done  line  seule  smface,  qui 
est  applicable  d'une  infinite  de  mameies  sur  elle-mune,  el  les  foi- 
mules  qiurealisent  ceLte  application  sont 

ae"-—  <?"',        i'  =  av', 

u1  ,  r'  di'signant  les  cooidonnees  du  point  qui  coirespond  aa  poinL 
(«,  <5')  Ce  lesultat  est  d'ailleuis  evident,  d'apres  la  foime  memo 
de  1'element  Jineaue  (i  r)  II  suit  de  la,  et  cles  piopuctes  que  nous 
avons  srgnalees  plus  haul  (n°  76)  i°  quele  meiidien  ne  pent  etrc 
que  la  com  be  aux  tcuigentes  egales  ou  ti  acti  ice  ,  2°  que  le  pro- 
duit  clcs  rayons  de  com  bine  pnncipaux  est  Je  menie  en  tons  les 
points  de  la  suiiace  On  rcconnaitles  pi^opiietes  delasmiace  pseu- 
dosphenque  que  nous  avons  clejc'i  ctudiee  directement,  et,  encom- 
pai'anl  1'eN.piession  de  1'element  Imeaue  a  celle  qui  a  ete  donnec 
(n°  60),  on  voit  que  le  produ.it  des  rayons  de  courburc  de  la  sui- 
face  esL  eg-al  a  —  i 

II  v  a  ici  un  fait  important  a  signaler  Pour  que  les  valeurs  de  a  , 
j,  z  donnees  par  les  formules  (12)  soient  icelles,  jl  faut  que 
I'angle  cp  sou  ieel,  c'est-A-due  que  1'on  ait 

a*  e2"  <  i 

Quelle  que  soil  la  valeur  donnee  du  parametie  «,  il  y  aura 
done  tonjouis  des  valeuis  snffisamoient  grandes  de  i/,  associces  a 
des  valeurs  quelconques  de  r,  auxquelles  ne  coi  i  espondi  a  aucun 
point  dc  la  suiface  Par  consequent,  s'll  est  vrai  que  la  pseudo- 
splie-re  soit  applicable  sur  elle-meme  d'une  infinite  de  mameres, 
aucune  des  solutions  que  1'on  choisira  ne  pourra  donner  une  ic- 
pr^sentalion  geometnque  complete  de  1'element  lincairc 

79.  Les  surfaces  que  nous  venons  d'etudier  se  lapprochent  par 
une  piopriete'  commune  EHes  peuvent  etre  considere'es  toutes 
comme  engendrdes  par  une  courbe  invaiiable  de  forme  qui  se  me  Lit 
d'apies  une  loi  donnee  Pioposons-nous  mamtenant  d'etudier  les 
sin  faces  les  plus  generales  satisfaisant  a  cette  definition 
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Consideions  line  courbe  (C)  et  un  sysleme  d'axes  mobiles  mva- 
nablementlie  a  la  conrbe  Supposons  que  la  posilion  dela  courbe 
el  des  a\es  mobiles  depende  d'un  paiametie  r  quijouera  le  role 
du  lemps,  et  soient  ij,  r\  ,  £  ,  /?,  cj,  i  Jes  lianslations  et  les  rotations 
(lu  systeme  mobile  Ces  six  quantites  seiont  fonctions  de  9  Desi- 
gnons  pai  x,  j',  z  les  cooidonnees  d'un  point  quelconquc  M  de  la 
conrbe  par  tappoi  t  aux  axes  mobiles,  x,  _r,  z  seront  dcs  lonctions 
donnees  d'un  parametre  u 

Si  les  axes  mobiles  se  deplacent,  et  que  le  point  M  se  deplace 
en  meme  temps  d'une  manieie  quelconque  sin  la  courbe,  les  pro- 
jections dt  1'aic  infiniment  pelit  d6cut  par  le  point  seront 

I   di  -*r(\-r-  qz  —  i  }}  dc, 

(\5)  <   dy  -t-  (/)-f  /  cc  ~  pz]  dv, 

\   dz  -f-  (  £  +  pj   —qi)  dv 

Posons,  pour  abic'^er, 

ffr,  d)          ,  dz 


le  caiT<5  dc  1'elementhncaiic  dc  la  surface  engendree  par  la  courbe 
aura  pour  expression  la  somme  des  caires  des  Lrois  projections, 
c  est-a-dne 


ds-=  (x '- •+•  y '- -h  ^'-)  du- 


80  11  suffuait  d'jnlrodiure  dans  cette  formiile  des  hypotheses 
speciales,  convenablement  choisies,  pour  relrouver  tons  les  re- 
sultats  precedents 

Supposons,  par   cxemple,  que    Ton    veuille  obtenir  1'element 
lineane  des  suifaces  leglees    On  prendra  pour  axe  des  z  du  triedre 
mobile  la  generatrice  rectihgne  de  la  surface,  et  1'on  fera  decrire 
dl'origme  du  Inedre  ime  tiajecloire  orthogonale  des  ge"ne"iatrices 
Cela  donne  les  conditions 

z-=}'  =  o,        3=11,        C  =  o, 
D.~  I  7 
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et,  pai  MiiLe,  lafoimule  (16)  se  ledtiua  a  la  suivanle 

(17)  ds-=  du-~r-  [(<•  -1-  qu)-+(rt  —  pu}-]dv~ 

Si  Ton  veut  exprimei  que  lasuiface  est  developpable,  il  fauclra 
consideici  les  piO]ections  (to)  de  1'arc  clecrit  par  un  point  quel- 
conque  de  la  suiface.  Elles  deviennent  ici 


Le  plan  tangent  au  point  z  =  u  aura  done  pour  equation,  pai 
rapport  aux  axes  mobiles, 


y       ti—pu 

Pom  qu'il  soit  le  meme  en  tons  les  points  d'une  gencralnce,  ii 
faudia  que  1'on  ait 

-  =  —  -; 
1          P' 

c'est-a-diie  que  le  coefficient  cle  dv-  dans  la  for  mule  (17)   soit  un 
carre  parfait   C'est  le  resultat  d^ja  etabh  (n°  69). 

81.  Consideions  mamtenant  le  cas  nouveau  OLI  le  mouvemeriL 
de  la  combe  mobile  (C)  se  reduit  a  une  tianslation  II  fauL  alors, 
dans  la  for  mule  (16),  faire 


et  1'on  a,  par  consequent, 

I  ^a=( 

f  -T- 

On  parvient  a  un  icsultat  identique  par  la  metliode  dirccte  sui- 
vante    Soient 

a?  =  U,        v  =  U1,       ~  =  U2 

les  equations  qui  determment  la  courbe  par  lapport  atix  axes 
mobiles,  U,  U,,  U2  designant  des  fonctions  d'un  meme  para- 
metre  u  Supposons  que  les  axes  fixes  aient  etc  choisis  paralleles 
aux  axes  mobiles,  et  designons  par  V,  V,  ,  V2  les  coordonnees  dc 
1'ongme  des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes,  V,  Vt,  V;, 
seront  des  fonctions  d'un  parametre  r  Les  coordonnees  d'un 
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point  quelconque  de  la  suifacc  cherchee,  pai  lappoit  aux 
fives,  aurout  eVidemment  les  e\pressions  suivantes 


(19) 


X  =  U  -+-  V, 

Y^UL  +  Vj, 
Z  =  U2-4-V2 


La  symetnc  de  ces  foi mules  nousmontie  immediatement  que  Li 
surface  pent  ctre  engendie'e  de  deux  mameies  differ entes  par  la 
translation  d'une  combe  invariable,  ct  que  les  combes  coordon- 
nees  de  chacim  des  deux  systemes  («)  et  (p)  se  dediusent  de  I'une 
d'elles  pai  un  simple  mouvemcnt  de  LianslaLion. 

82.  On  pent  encore  interpreter  les  formulcs  (19)  de  la  manieic 
suivanle  Consideious  les  deux  courbes  defimes  par  les  equations 

A=aU,        j'  =  2Ui,        j  =  aU>, 
et 

rr  =  aV,         y  =  aVi,         s  —  2V2 

Le  lieu  dcs  milieux  de  toutes  les  corcles  qm  joignent  un  point  de 
la  premieie  a  un  point  de  la  seconde  est  la  s  in  face  consideiee. 
Cette  definition,  due  A  M  Lie,  met  Inen  en  evidence  le  double 
mode  de  generation  dc  la  surface  II  suffit  d'associei  toutes  let. 
cordes  passant,  soitpar  im  point  de  la  premieie  combe,  soil  par  un 
point  de  la  secondc,  pour  retrouver  les  deux  systemes  de  genera- 
trices mvariables 

Supposons,  pour  fixer  les  idees,  que  les  fonctions  U,  V  soienl 
reelles  et  que  Ton  ait  pus,  pour  les  paiametres  u  et  p,  les  arcs  de.s 
deux  courbes 

*=U,        ^=U,,         ^  =  U:, 
^  =  V,         y=V,,        -  =  V2, 

1'element  lineane  de  la  surface  prendra  la  foime 

d£  =  chf-  -+-  dv* -H  2  ( U'  V -+-  U',  V;  -i-  U',  V'j )  du  dv 

Si  done  on  pose 

a-hfi 
j/  = )  a  =  «  -4-  r, 

ji 

a~  P  p 

r     — !_  •*.  • — ^   7  o 
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1'expression  de  1'elemeiit  Imeaire  deviendia 


-I-  ,     .         -    -  fip, 

Cette  founule  met  en  Evidence  un  systeme  de  cooidonnees  rec- 
tangulanes  sur  la  surface,  car  1'element  lincaire  est  iamen6  a  [la 
lorme 

et  merne  avec  la  condition 


83.  Nous  avons  a  signaler  encore  ime  propii<He  geomelrique 
Lout  a  fait  geneiale  des  surfaces  que  nous  considerons.  Mais,  pour 
la  demonlrer,  nous  devons  commencer  pai  lappeler  un.  tlieoicnie 
iclaLif  au\  tangentes  conjuguees 

Nons  dnons  que  deux  families  de  Lgnes  tracees  sur  une  suiface 
sont  conjugates  lorsque  les  tangentes  aux  lignes  des  deux  fa- 
milies passant  en  un  point  quelconque  de  la  surface  sont  conju- 
guees (d'apies  la  definition  de  Dupin)  Voici  comment  on  peut 
exprimer  cette  i  elation  • 

Soient  u  et  v  les  parametres  des  deux  families  de  combes,  et 
supposous  que  1'on  connaisse  les  expressions  des  cooidonnees 
lectilignes  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  surface  en  fonction 
do  u  et  de  v.  [Si  Ton  designe  par  X,  Y,  Z  les  coordonnees  cou- 
idiites,  1'equation  du  plan  tangenta  la  surface  au  point  M(a;,^,  ~) 
sera 


p  et  q  designant,  suivant  1'  usage,  les  derivdes  de  z  pai  rapport 
ti  x,  et  a  y  Supposons  que  1'on  se  de"place  sur  la  bgne  v  =  const. 
L'intersection  du  plan  langent  avec  sa  position  infiniment  voi- 
sine  sera  definie,  d'apres  la  theorie  des  enveloppes,  pai  1  'equa- 
tion (aa)  jointe  a  celle  que  1'on  obtient  en  la  differentiant  par 
i.ipport  a  u,  c'est-a-dne, 

dz        dp  dct  dx  dy 

~  ~-  --          ~ 
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on,  en  supprimant  les  lermes  qui  se  detriment, 


Pour  exprnner  que  les  combes  (it)  el  (i>)  soul  conjuguees,  il 
faudra  ecuie  que  les  equations  (20),  (a3)  sont  venfiees  quand  on 

Y  lemplace  X  —  x.  Y  —  y,  Z  —  z  par  -r-  3  ~>  -^  •  Cela  donne  les 

J  i  7  ,/     7  1  ^(;         f)y         f)y 

deu\  equations 

c)^  _     dr  dy 

dv  dv  dv 

dp  dx 


___ 
da   dv         du   dv 

La  piemicre  cst  loujours  satisfaite,  car  elle  exprime  ce  fait  evi- 
dent que  la  langente  a  la  courbc  u  =  const  se  irouve  dans  le 
plan  tangent  Quant  a  la  seconde,  elle  est  identique  a  la  smxante 

dx  dy 

fo  -T-v-fc, 

on,  plus  snnplement, 


.  —i 

du  dv       l    OIL  dv        *  <Ju  dv 

Si  1'on  remarque  mainlenant  que/?  et  q  sont  d^tei  mines  paries 
equations 

...         d^     dx     dv     dz     dx     dy 
(26)         —  =  p  -T-  -+-  q  f-  1     —  =p-r-  4-(?-r-> 
v   x         On   *  da   J  du     Ov   J  dv   J  dv 

on  pouria  elimmer/?  ct  </  entre  les  equations  (aj)  ct  (26),  et  Ton 
seia  conduit  a  1'cquation 


diidv     du      dv 


_ 

dudv     du      dv 
d^      dz      dz 


du  dv     du     dv 


qui  est  sjmdtrique  par  rapport  aux  trois  coordonnees  Cette  rela- 
tion, qui  est  d'ailleurs  necessaire,  estaussi  suffisante,  car  elle  ex- 
prime  qu'il  y  a  des  valeurs  de  p  et  de  q  satisfaisant  aiiM  equations 
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(a5)  et  (26),  et,  cTapres  les  foi mules  (26),  p  et  q  seionl  les  deri- 
vees  de  z,  consideree  comme  fonction  de  x  et  dej' 

84.  On  pent  formuler  la  condition  trouvee  sous  une  forme  dif- 
ierente  L'equation  (27)  est  evidemment  le  lesultat  de  1'el.imina- 
tion  de  A  et  de  B  entre  les  trois  Equations 


(28) 


du  do       '    du  di> 


—  o, 


=  o; 


=  o 


du  <}(>  du  (Ji> 

Nous  obtenons  ainsi  la  pioposition  smvante 

Let  condition  necessan e  et  suffisante  pow  que  les  lignes  (u] 
et  (t>)  soient  cojijuguecs  est  que  les  expi  essiojis  des  tiois  cooi - 
donnees  i ectangulaii  es  en  fonction  de  u  et  de  v  satis/assent  a 
une  meme  equation  hneaii  e 


ou  A,  B  designent  des  fonctions  quelconques  de  u  et  de  v 

Cette  proposition,  sm  laquelle  nous  aurons  a  revenir  pour  la 
completei  et  la  g6neraliser,  joue  un  i61e  tres  important  dans  la 
theorie  des  surfaces 

Si  nous  1'appliquons  aux  surfaces  qm  nous  occupent,  nous 
voyons  imm^diatement  que  les  trois  eoordonnees  satisfont  a 
1'equation 


et,  par  consequent,  les  deux  systemes  de  eourbes  invanables  qui 
engendrent  ici  la  surface  sont  des  lignes  conjugue'es.  Au  reste,  la 
Geometric  permet  aussi  d'obtemr  tres  simplement  ce  resultat 

Considerons,  en  efiet,  les  deux  families  de  eourbes  («)  et  (9} 
Dans  la  translation  d'une  courbe  (z«),  cliaque  point  M  de  cette 
courbe  d6crit  une  courbe  (v}.  D'autre  part,  la  tangente  en  M  a  la 
courbe  (u]  conserve,  dans  la  translation,  une  direction  invariable. 
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11  suit  dc  lei  que  la  de'veloppable  circonsciiLe  a  la  surface  en  Lous 
les  points  cle  la  courbe  (v  )  decnLe  pai  le  point  M  sera  le  cyhndre 
engenche  par  la  Langcnte  eu  INI  a  Li  courbe  (u)  CeLte  simple 
remaique  suffiL  a  demonLiei  que  les  deux  families  de  courbes  (u~) 
et  (r)  furracnL  nn  systeme  conjuguc  ,  el  I'on  voiL  de  plus  que  let* 
developjiables  circonscrites  a  la  siujace  en  tons  les  points  de 
rune  de  ces  courbes  sont  des  cj  lindi  es,  engendi  es  pai  les  tan- 
gentes  auc  combes  de  I'auli  e  famille,  menees  au  point  oil  elles 
i  encanli  eni  la  cow  be  considei  ee  (  '  ) 

85  Enfin,  nous  LraiLeions  le  cas  ou  la  couibc  mobile  (C)  qui 
engendie  la  surface  esL  plane,  cL  ou  les  viLesscs  de  Lous  ses  pomls 
sonl  normales  au  plan  Nous  supposerons  que  Ton  ail  pi  is  le  plan 
de  la  coiube  pour  plan  dcs  xy  clu  Lriedie  mobile  On  doit,  alors, 
dans  lus  foi  mules  (i5)  eL  (16),  inLroduue  les  hypotheses 

(3i1  z  =  o,        £=/•;  —  7—  o 

» 
Si  Ton  admet,  de  plus,  que  I'on  a  choisi  pour  u  1'aic  de  la 

courbe  (G),  on  aura  encoie 


eL  1'  expression  de  1'eldnienL  hneaire  deviendia 
C3a)  ds*-=  du*--\-C(,-±-p)  —q^-d^- 

Quanlaux  projecLions  de  Tare  decut  par  un  pomL  quelconque  M 
de  la  surface,  elles  seronl,  d'apres  les  formules  (i5), 

clr,     dj, 


La  normale  a  la  surface  sera  dans  le  plan  de  la  courbe,  et  ce 
plan  roulera  sur  une  certaine  surface  developpable. 

On  reconnait  les  surfaces  etudie'es  par  Monge  d'une  mamere 
delaillce  (2) 

Les  Lgnes  de  courbure  de  1'un  dcs  systemes  sont  les  cliverses 


(')  S  Lie,  Beitiage  zui  Theoi le  dei  Munmalflaclien  (Mathematische 
Annalen,  I  XIV,  p  332-887 ) 

(3)  MONGC,  Application  de  V Analyse  a  la  Geometi  le,  5e  edition,  p  822  De  la 
sui face  courbe  dont  toutes  les  no?  males  sont  langentes  a  une  meme  surface 
developpable  quelconque 
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positions  de  la  combe  mobile,  celles  da  second  s^steme  sont  les 
trajectones  cles  difFerents  points  de  cette  courbe. 

86.  Considerons,  en  particular,  le  cas  ou  le  plan  de  la  courbe 
mobile  roule  sur  un  cylmdie  On  obtient  alois  une  suijace  mou- 
Liti  e  Si  nous  suppobons  que  l'a\e  des  x  clu  tneclre  mobile  ail 
ete  pus  paiallele  au\  generatrices  da  c^lmdie,  la  lotation  da  sjb- 
teiue  se  feia  an  tour  d'une  parallele  a  1'ave  des  x,  et  Ton  auia 

q  =  0 

L'elenient  lineaire  donne  par  la  foimule  (3?)  prendia  la  forme 
els-  = 


ou,  en  changeant  les  notations, 

(  33  )  ds*  =  dun-  -r-  (  U  -  V  y-dv\ 

U  et  V  designant  des  fonctions  qui  dependent  lespectivement  do 
u  et  de  v. 

On  peut  donnei  des  surfaces  moulures  unc  aulre  definition,  a 
quelqnes  egaids  phis  simple  que  la  precedente 

Quandle  plan  de  la  couibe  (C)  roule  sur  le  cjlmdre,  les  tiajec- 
toires  de  ses  differents  points  sont  evidemment  des  courbes  plane-? 
dont  le  plan  est  parallele  a  la  section  droite  du  cylmdie,  et,  de 
plus,  ces  tiajectoues  sont  a  chaque  instant  normales  au  plan  de  la 
courbe  (C).  II  est  evident,  d'apres  cela,  que  leurs  pi  ejections  sui 
le  plan  de  la  section  dioite  du  cjlindre  constitueront  une  famille 
decouibes  planes  paralleles  admettant  pour  developp^e  commune 
la  section  droite  da  ajlmdie  De  la  lesulte  la  generation  suivanle 
des  sin  faces  moulures 

On  donne  dans  un  plan  une  famille  de  courbes  pai  allele^, 
Si  Von  unpnine  a  chacune  de  ces  coiu  bes  une  translation  fane, 
noi  male  an  plan  et  vai  lant  suivant  une  loi  donnee,  quand  on 
passe  cVune  cow  be  a  Vaulie,  les  positions  nouvelles  de  toutes 
ce^  courbes  Joi  ment  la  suiface  moiiliu  e 

87    En  s'appuyant  sur  cette  definition,  on  peut  montier  que  la 
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forme  (33)  cle  1'elcment  lincaiie  convicnl  Lou  joins  a  une  infinite 
de  sui faces  moulures 

En  effet,  ecnvons  1'expression  de  ds-  sous  la  forme 

ds*  =  dUn-  -4-  (U  —  V)*cb*  -r-  ( i  —  U'*)dM* 

Lcs  deux  premiers  Lcrmes  piis  isolemenL  constituent  1'elemenL 
Imeaire  crime  surface  dcveloppable,  el  nous  avons  vu(n°70)  qu'en 
posant 

a  =  U  cos  c  -+-  fV  sin  v  dv, 
j  =Usinc  — f  \cosvdv, 


(30 

on  amait 


dx"-  -+-  dy>  =  dU>  +  ( U  -  V)2  dv* 

La  suiface  defmie  par  les  formulas  (3i);  jojnLes  a  la  simanle 
(34)'  r  =  //i-U'^n, 

aura  done  I'tflemcnt  Imeaue  evpiime  par  la  formule  (33) 

Si  Ton  remaique  que  cet  6lemciiL  Imeaire  ne  change  pas  de 
forme  quand  on  y  remplace  r  pai  «c,  on  leconnait  la  possiLiliLe 
d'mtiodune  une  conslanle  arbiLrairc  dans  les  ioi mules  pi ece'denics 
etl'on  irouve,  en  reconimcncant  lc  calcul, 


TT  V  r\*  V     7 

n  =  a\j  cos  --  \-  /  V  sin  —  etc. 


i   =  rtU  sin  --  TV  cos  -  rfc, 
J  a       J  a 

i  —  a2U'-  du 


(35) 


Ces  formules  defimssent  une  famillc  de  sin  faces  mouluies, 
Louies  applicables  les  uncs  sur  les  auLres  (') 

88  La  melhode  cmemalique  que  nous  venons  d'appbquer  a  de 
nombieux  exemples  s'elcnd  au  cas  ou  Ton  considere  une  courbe 
qui  vane  de  foime  en  in  tine  temps  qu'elle  est  enlramee  dans  le 
inouvement  des  axes  mobiles.  11  sulfiia  en  etTel,  dans  les  formules 


(')  BOUR,  Theone  de  la  defoi mation  des  siu faces  (Joiunal  de  I'Ecole  Po- 
'ytechmque,  X\\1V  Caluei,  p    89) 
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(i5)  qui  donnent  les  projections  du  emplacement  sur  les  axes  mo- 
biles, deregaidei  .E,  )  ,  ::,  non  plus  comme  des  foncLions  dela  senle 
vaiiable  w,  mais  comme  des  foncLions  de  it  el  de  v 

Proposons-nons,  par  exeraple,  d'apphquer  cette  methode  au\ 
surfaces  engendrees  pai  le  mouvement  d'un  cercle.  Le  plan  de  ce 
ceicle  enveloppeia  une  surface  developpable  Eludions  le  mouve- 
ment  chi  triedre  foime  par  la  tangenle,  la  normalepnncipale  et  la 
binormale  en  un  point  de  F arete  de  rebioussement  de  cette  deve- 
loppable  En  prenant  comme  vaiiable  jndependanle  1'arc  de  la 
conrbe,  on  auraici  (n°4) 


a  el  7  etant  les  deux  radons  de  couibure  eL  de  toision  de  la 
courbe  Les  piojections  du  deplacemenl  d'un  point  dont  les  coor- 
donuees  sont  x^  ,  -,  lelalivement  aux:  axes  mobiles,  anronl  pom 
expressions 

dx  -+-  (r  —  M')  dc, 

d)    -r-  (t  3,  —  />-)  d<.  , 

rfs 


(  d^signant  1'arc  de  1'arlte  de  rebroussement 

Le  ceicle  qui  engendre  la  surface  se  trouvant  dans  le  plan 
des  ay,  on  pent  es.pnmer  les  coordonnees  d'un  de  ses  points  par 
les  formules 

x  =  a  -<-  R  costp, 

}  —  b  -^  R  sincp, 

z  —  o, 

ou  a,  b,  R  sont  des  fonctious  de  c,  et  ou  cp  est  la  variable  qui  de- 
termine un  point  sin  cliaque  ceicle  En  substituant  ces  valeurs 
de  x^y,  z,  on  aura,  pour  les  projections  du  deplacement, 


j-  («'H-I  —  b!  H-  R'  costs  —  ;  Rsincp)<ff, 
R  cos  cp  cZ(f  -r-  (  b'  -+•  i  a  -+-  R'  si  n  CD  4-  r  R  cos  cp  )  dv, 
(pb  -H/>R 


et  la  somme  des  caires  de  ces  projections  donnera  1'el^ment  h- 
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neaue  de  la  suiface  sous  la  forme  (  '  ) 

ds-  =  R2  d'j(-  -+-  2  R  [  ;  R  -+-  (  b'  -t-  7  a  )  cos  cp  —  (  a'  —  br  -+-  i  )  sin  cp]  do  clc 
-r  [(pb  •+•  pR  sin  cp  )-  +  («'-+-  i  —  br  -+•  R'  coscp  —  ;  R  sin  cp)2 

-4-  (  b'  -+-  7  a  •+-  R'sinep  -+-  ;  R  coscp)2]  dv- 

89  En  teimmantce  Chapitre,  ou  nous  avons  eludie  surloul  des 
sui  faces  jouissant  de  proprieties  cinematiques,  nous  aliens  donnei 
la  definition  d'unc  classe  de  surfaces  se  rapprochant  a  ce  point  de 
vue  cles  piecedentes,  et  qui  ontd'abord  e"te  etudiees  pai  M  Mam  ice 


Consideions  un  sysLeme  qui  se  deplace,  mais  qm  vane  en  meme 
temps  de  grandeur  en  resLant  semblable  a  lui-m^me,  et  pioposons- 
nous  de  cheichei  la  loi  des  vitesses  de  tons  scs  points  a  un  instant 
quelconque  Soient  P0,  P,  deux  positions  infiuiment  voismes 
Construisons  la  figuie  P',  homotli^tique  aP(,  en  prenant  1'origine 
des  coordonnees  pom  centre  d'liomotliPtic,  le  rapport  d'horao- 
thetie  etant  tel  que  P,  soit  egal  a  P0  On  pent  passer  de  P0  a  P, 
i°  pai  undeplacemenl  infiniment  petit  qui  amene  P0  en  P'(  ,  a"pai 
une  transformation  homotli^tique  a}  ant  1'origme  pom  centre 
d'homothetie  et  trans  form  an  Lp',  en  P(  II  suit  de  la  qucles  vitesses 
de  tons  les  points  du  s_)steme  sont  les  resultantes  de  celles  qui  se 
pioduiiaient  dans  le  deplacement  et  de  celles  qm  sont  dues  a  la 
transformation  homothe'tiqiie  Les  piemieres  onl  cles  expressions 
bien  connues 


Quant  a  celles  qm  sont  dues  a  la  transformation  homo  the  ti  que, 
comme  elles  ont  pour  effet  de  re"duire  les  coordonnees  dans  le 
meme  rappoit,  elles  ont  pour  expiession 

ha,     hy,     hz. 
En  resume,  les  composantes  des  vitesses  d'un  point  du  systeme 


f1)  Les  surfaces  £i  gdn^iaLiice  ciiculaue  onleLe  eLuchecs  lecemmenl  par  M  De- 
inarties  (Annales  de  I  Ecole  NOT  male,  3=  scue,  t  II,  p  ia3) 

(a)  Mvuntcc  Lcvi,  Sw  le  develop 'pement  des  sui  faces  do/it  I'element  lineane 
est  expi  imable  pai  une  fonction  homogene  (  Comptes  ?  endus,  t  L\ XXVII, 

P    7«S ) 
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dans  le  mouvemenl  considcre  auiont  pour  valeins 


c— 

(36)  V,  =p-H/iv-t-/  r-pz, 

\  V;  =  Y  -+-/IZ-+-PJ  —qx 

Si  nous  de'signons  par  k  le  rapport  de  similitude  da  systeme 
mobile  pus  dans  sa  position  actuelle  au  meme  sjslemeprjs  dans 
ane  position  deteimmee,  on  aura  cMderament 


Tant  quc  ce  para  metre  //  n'est  pas  nul,  c'est-a-dire  tant  que 
le  svsteine  vane  cle  giandeui,  on  pent  transporter  1'ongine  des 
coordonnces  en  un  point  tel  que  les  termes  a,  [3,  y  dispaiaissent 
des  foi  mules  (36)  L'interpretation  dc  ces  formules  met  alors  en 
evidence  le  lesultat  suivant  les  vitesses  sont  les  ineines  que  si  le 
corps  touinait  auloiii  d  une  droile  et  eprouvait  en  mtme  temps 
une  transfonnation  homothelique  par  rapport  a  un  point  dc  cette 
dioite  Si  Ton  clioisit  poiu  nouvel  axe  des  z  cct  axe  de  rotation, 
les  formules  (36)  se  smipLfient  et  se  lediusenta  la  forme  suivante 

i  V,  =  hr~iy, 

(38)  j  V,  =  7y  +/^, 

(  V-  =  /us 

90    Etucbons  le  cas  ou  Faxe  de  rotation  et  le  centie  d'homo- 
LliL-tie  demeurent  fixes  dans  toute  la  suite  du  mouvement,  les  p.i- 
rametres   h  et  /    restant  constants.   Alois    les  positions  succes- 
sives    d'un    point  determine    du  systeme  mobile  seront 
pai  les  equations  di/Terenticlles 

flr  d  dz      . 


On  auia  done,  en  integrant, 


r  =  ;0e/if  cos(w0-i-  1 1), 
}    =  j  o  eflt  sin  (too  -+-7  i) 

Cliaque    point   du    systeme    deem  a  une  courbe  tracee  stir  un 
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cone  de  revolution 

V/r^i-  =  const 

.•0 

ajant  pour  sommet  1'ongine  eL  pour  a\c  I'axe  de  lolalion ,  la  pio- 
jecLion  de  la  liajecLoue  sur  Je  plan  des  ry  seia  ime  spirale  loga- 
rithmique  ayant  pour  pole  1'onginc  des  cooidonnecs  Si  Ton 
consideie  la  spirale  gauche  decnte  par  le  point  comme  apparle- 
nant  au  sysleme  mobile  et  vaiiant  clc  giancleur  a\ec  liu,  cllc 
ghsseia  sur  elle-meme  pendant  LouLe  la  cluree  du  jnouvement, 
absolument  comme  les  lichees  decules  par  les  difl'eienls  points 
d'un  syslenie  im  an  able  dans  le  mouvemcnt  hehcoidal 

Pai  suite,  les  sinfaccs  qui  admcttent  pout  ge'iciatiice^  le^ 
courbcb  definies  par  les  foi mules  (3g)  sont  cvidcmmenl  les  ana- 
logues, dans  la  theoiie  qm  nous  occupc,  des  sui  faces  hehcoidales 
ot  des  surfaces  de  revolution 

Pienons  pom  /0,  to0,  r0  des  fonctions  quelconques  d'un  paia- 
m^Lic  6  Les  founules  (30),  qui  donnent  les  evpiessions  de  ^, 
)  ,  r  en  Jonction  de  t  el  de  0,  definiront  la  suifacc  que  nous  nous 
pioposons  d'e'tudier  Cherchons  son  element  Jmeane,  nous  tiou- 
veions  un  i(5sullat  dc  la  forme 

(  (o)  fl^-=  c^-'"(\  dr-+-  aB  dt  rfO  H-  C  rf02), 

ou  A,  B,  G  sont  des  fonctions  de  Q  definies  pai  les  equations 

/   A  =  /jj/^-4-^/5  -i-/'--C, 
U1)  i   B  =  /'-o-'o  — /i/o'o  -^"u^'uj 

(    C   =  /  I  CO'02  -r-  42  4-  1  '{J~ 

Nous  allons  tiansfoimei  cetLe  expression  de  1'eleinent  lineane 
Posons 

fit  +  ^  rfO  =  J-  ch  , 
A  h 

ce  qui  donne,  en  integrant, 

•  --/"?««  =  £ 

t/    A  /' 

L1  element  lineane  deviendia 

chn-=  ^"(A'^-f-CVZCMj, 

A'  et  C'  etant  encore  des  fonc lions  de  0   Enfm,  substiluons  a  0  la 
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variable  u  definie  par  la  i  elation 


A!  devienclra  line  foncLion  U-  de  ?/,  et  nous  aurons  pour  la  foimc 
definitive  de  1'element  bneaue 

(fa)  dsl=  e-v(du-+  \l-dv"-}. 

Nous  appelleionss^ycrce.?  spiralet>  les  surfaces  que  nous  venons 
de  deflmr.  Elles  se  rappiochent  de  la  spnale  logaiillimiquc  par 
une  propriete  essenUelle  ct  qui  resulte  de  leur  cleliniLion  comme 
cette  couibe,  elles  peuvenL  etre  agranches  dans  un  rappoit  quel- 
conqxie  sans  cesser  d'etre  super  posables  a  elles-memes 

M  Mamice  Levy  a  montie  que  le  theoieme  de  Bour  s'elend  a 
ces  siu  faces,  qu'il  y  en  a  nne  infinite  admcttant  le  meme  clement 
hneaire  et,  par  consequent,  applicables  les  unes  sur  les  aulres 
On  elabht  cette  proposition  pai  un  calcul  que  nous  omettons, 
paice  qu'il  oflfie  la  plus  giande  analogic  avec  celui  que  nous  avons 
developpe  dans  le  cas  des  helicoides 
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LIVRE  II. 

DES  DIFFERENTS   SYSTEMES   DE  COORDONNEES  CURVILIGNES. 


CHAPITRE   I. 

SYSTEMKS      COJVJUGUtS 

Pioposition  de  iM  Kccnigs  relalive  a  la  oleLeimmalion,  sans  aucunc  mlt  giaUon, 
d'une  infiniLu  de  syslernes  conjugues  sur  Louie  suiface  —  \pplicalion  a  la  clo- 
leiinmalion  cles  sui faces  admetLanL  un  sysLune  de  hgncs  de  combine  planes 
don  I  les  plans  passenl  pai  une  dioile  — Tiajecloues  oilliogonales  d'uue  famillc 
cle  cercles  — CaiacLeie  piojecLifeL  duahblique  de  la  dcfmiLion  cles  sjslernes  con- 
jugues —  Liaison  eiHie  Lout  sjslunc  conjugue  eL  une  equation  lineaiieauv 
deineei  paiLielles  —  Sinfaces  sin  lesquellcs  il  c\isLe  un  systeme  conjugui, 
foime  de  dcu\  families  de  courbes  planes 


91  Dans  les  differ entes  surfaces  que  nous  avons  eLudiees  pre- 
cedemmenl,  nous  avons  renconLie  et  employe  des  systemes  do 
coordonnees  curvihgncs  Ires  vanes  les  uns  simplement  ortho- 
goiiai^,  d'aulres  a  la  fois  orthogonaux  et  isom^triques,  d'autres 
enfin  foimes  de  Lgnes  conjuguees  II  est  evident  que,  sur  touLc 
suiface,  iL  existe  une  infinite  de  systemes  orthogonaux  ou  de 
sysLemeb  conjugues,  Cdi,  si  Ton  trace  sur  une  suiface  une  famille 
quelconque  de  combes,  leurs  trajectoires  orthogonales  on  leurs 
Uajectoircs  conjuguees  seront  defmies  par  une  equation  difleren- 
tielle  du  piemier  ordre  et  du  premiei  degre",  dontl'mtegrale  existe, 
bien  qti'il  ne  soit  pas  toujours  possible  de  la  determiner  On  ne 
connait  aucune  mdthode  qui  permette  de  construire,  sans  aucunc 
integration,  un  systeme  orthogonal  sur  une  suiface  quelconque 
Au  conliauc,  la  belle  pioposition  suivante,  due  a  M  Kcemgs, 
etabht  que,  quelle  que  soit  la  surface  consideiee,  il  sera  possible, 
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sans  effecluer  aucunc  integration,  el'}  tracer  un  nombreilhmile  cle 
svstcmes  conjngues 

SoiUS)  la  suiface  donnce  Pienons  nne  dioile  quelconqtie  D 
clans  1'espace  Les  sections  de  la  sin /ace,  deteimmees  par  tons 
I es  plans  gin  contiennent  la  di  oite  D,  admeLiiont  pom  Iignes 
conjiiguecs  les  combes  de  contact  dei  cones  en  consents  a  la 
sw  face,  cnant  lems  sotnmcts  sin  cclte  di  oite 

En  efiTel,  si  M  est  un  point  de  la  smface,  le  plan  tangent,  en  M 
ua  conpei  la  dioitc  D  en  nn  poinL  A  Lc  cone  circonscnt  de 
sonimct  A  aclmeltia  pour  geneiatncc  M\,  et  celtc  dioile,  qui  osl 
evidemment  la  conjuguee  de  la  langente  en  M  a  la  courbe  de  con- 
tact dn  cone,  est  aussi  la  langente  en  M  a  la  section  plane  dc  la 
surface  delernimce  par  la  rhoite  D  et  le  point  M  La  pioposilion 
est  done  demon  tree 

92  Pour  en  clonner  dcs  a  pi  ('sent  uno  application,  proposons- 
nous  dc  determiner  les  sui  faces  pom  lesquclles  les  hgnesdc  cour- 
buie  de  1'un  des  syslemes  sont  cLms  des  plans  qui  passcnt  tons  pai 
unc  dioite  D 

II  icsulle  de  la  pioposition  piecedenle  que  les  combes  cle  con- 
tact des  cones  ciiconscnts  ayant  leuis  sommets  sm  la  dioitc  D 
seiont  necessairement  les  Iignes  de  secondc  combine,  et,  comme 
ces  Iignes  devront  etre  oitbogonales  au\  premieres,  chacnne 
d'elles  devra  coupei  a  angle  dioit  les  geneia trices  du  cone  dont 
clle  est  la  courbc  de  contact  Pai  consequent,  les  Iignes  dc 
seconde  combine  seront  sphenques,  les  spheres  qm  les  contien- 
diont  auiont  leurs  centres  sur  la  droite  D,  et  elles  seiont  coupees 
a  angle  dioit  par  les  Iignes  de  premieie  courbme 

Reciproquemcnt,  pienons  line  famille  quelconque  de  spheres 
(S)  ayant  leurs  centres  sur  la  dioile  D  Leurs  tiajectoires  oitho- 
gonales  seiont  eVidemment  des  combes  planes,  puisque  les 
langentes  a  ces  trajectoires  vont  passer  par  le  centie  d'une  des 
spheies  et  rencontient  necessairement  la  droite  D  Si  Poii  pi-end 
Line  surface  quelconque  engendiee  pai  ces  trajectoires  ortho- 
gonales,  elle  sera  une  des  sin  faces  cherchees  En  effet,  soicnt  (t] 
(«'),  («"),  une  suite  de  trajectoires  et  M,  M',  M",  .  les  points 
ou  elles  conpcnt  a  angle  droit  une  meme  spheie  (S)  Les  langentes 
au\  trajectoires  en  M,  M',  M",  ..  iiont  evidemment  concomir 
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an  centre  de  la  splieie  (S)  et  clles  engendreiont  un  cone,  cu- 
ronscril  smvant  la  combe  sphenque  JMINI'M"  .  ,  a  la  surface 
ioimc'e  pai  Ics  irajecloncs  (£),  (t1  ),  (i"},  .  Les  deux  sjstemes 
cle  lignes  conjuguees  definies  par  Ic  tlieoicme  de  M  Koonigs  so 
conperonl  ici  a  angle  choil  et  seionL,  par  consequent,  les  cleuv 
Malemcs  dc  lignes  de  combine 

De  la  itsulte  unc  melhode  Lres  simple  pour  engendrer  les  sur- 
faces cheichccs  Considerons  une  iamille  quclconqnc  de  splicies 
•nant  Icur  ccnlie  sur  la  dioile  D,  et  pioposoni-nous  dc  cletci  minei 
leuis  tidjectoucs  oilhogonalcs  Soil  (  t~)  unc  dc  ccs  tiajectones,  si 
on  la  fail  tournei  auLour  de  D,  de  mameie  a  lamcncr  son  plan 
r  I  .ins  u  n  f)lan  fi\e,  elle  ne  ccsseia  pah  d'etre  Liajcclone  oitho- 
^(jualc  Nous  sommes  done  lamenes  a  un  pioblcme  de  Gu>mcLuc 
plane  .  Tiouvei  les  ti  ajecloi/cs  01  thogonales  d'u/ie  JamdLe  de 
cciclety  ajant,  leui  i  centiei>  en  ligne  di  oite  ^'oici  comment  on 
pent  le  iti^oiidic 

93  Considcrons  d'unc  manierc  geneialc  une  (annlle  de  ccicles, 
deliaic  par  {'equation 


fi)  (x—a 

ou  a,  b,  r  sont  dcs  /bnctions  d'un  paiametre  u  Les  Lrajectoncs 
ortliogonales  batisferont  a  {'equation 

f   ^  dc     -      dy 

(  2)  -    =   --  7  ) 

J  x  —  ay  —  u 

cl,  poiu  former  1cm  equation  diflercntielle,  il  faudrait  climmer  u 
entic  Jcs  equations  (i)  et  (2)  Ccttc  elimination  est  impossible  en 
general,  il  vaut  nueux  employer  la  methocle  suivante 

Exprimons  jc,  y  en  fonction  de   u  et  d'une  nouvelle  variable  0 
pat  les  fonnules 

j  x  =  a-\-  r 


La  signification  de  0  est  evidente      B  est  Tangle  que  fait,  avec 

Tave  des  x:   le  uiyon  du  ceicle  qui  passe  an  point  ou  ce  ceicle 

est  conpe  par  la  tiajectoire  orthogonale    Des  ibimules  (3)  on  tne 

les  valeurs  de  dx  et  de  dj  ,  et,  en  les  poitant  dans  I'cquaLion  (2), 

D.  —  f  S 
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on  oblient  pour  9  1'equalion 

,    .  rff)        i  da       .        i  db 

(4)  -7-  =  --7-smO -r- 

^  an       r   du  j  da 

qu'il  faudra  mtegrer   Or,  si  Ton  piend  comrae  mconnue 

(5)  tang-  =  /, 

on  est  ramene  a  une  equation  cle  Riccali 

dt        2  da          \   db 

(6)  2  _.  =  ___* tl_js) 

^    '  rfzt        ;    du          /   f/zt v  ' 

De  la  resuUent  plusieurs  consequences  Si  1'on  connait  nue 
trajectoire  seulement  d'un  systeme  de  ceicles,  on  delenmneia 
touLes  Ics  aulres  pai  deux  quadiatuies ,  si  Ton  en  connail  deux,  il 
suffiia  d'une  seule  quadialute,  et  enfin  la  conntussance  dcs  Liois 
trajecLoiies  ouhogonalcs  peimeltia  de  determiner  Loutcs  les  a  litres, 
sans  aucune  integration 

Supposons,  d'apres  ccla,  que  1'on  veuille  deteimmerlc  s^steme 
orLliogonal  le  plus  general  dontune  famille  soit  formee  dc  cercles 
On  pouria  se  donner  arljitranement  deu\  des  tiajectoues  orlho- 
gonales  (G),  (d)  Jl  existe  en  efl'et  une  laaulle  de  cercles  coupant 
deux  courbes  quelconques  a  angle  dioit,  el  leuis  centres  se  liouvenl 
sur  la  courbe  (L)  lieu  des  points  d'ou  Ton  pent  meuei  a  (C), 
(C|)  des  tangentes  egales  Comme  on  conuait  deuv  trajectones 
orthogonales,  il  suffiid  d'une  quadrature  pour  obtcnir  toutcs  les 
duties  On  pouria  clone  obteuir,  avec  uuc  seule  quadrature,  1'e- 
quation  du  s^steme  orthogonal  plan  le  plus  general  compienant 
une  famille  dc  ceicles  (') 


(1)  Daus  sa  tliLse  si  lemaiquablc,  Etude  geomc'tnque  des  siufaces  dont  les 
hg?ies  de  combine  d'un  sjstcme  sont  planes,  Toulouse,  iS&a,  M  V  RouqucL  d 
inline  monlic  que  Ton  pent  obtenn,  sans  aucun  signc  dc  quacluUiue,  I'equalion 
rle  ce  syslcmc  oilhogonal  Cnnsicleious,  en  efTet,  deux  families  de  ceicles,  luneb- 
poudant  icspecU \cmenl  ciu\  ijslemeb  de  valeuis  a,,  I,,  1 1  el  a  ,  bA,  i  deb  va- 
nables  a,  b,  i  Si  1'on  a,  pom  cliaquc  valeur  de  u, 

.  .  dat  _  rf«,  dbt  _  db 

—  -~,          77-77' 

les  equations  de  Paccali  qui  dcLenninenL  les  tiajectoires  onhogonales  cle  CLS  dcu\ 
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II  y  a  neanmoms  un  cas  particulier  Ires  etendu  dans  lequel  la 
determination  clu  systeme  orthogonal  n'exigera  plus  aucime  qua- 
drature C'est  celiu  ou  1'on  saurait  a  pnoji  que,  parmi  les  tra- 
jectones  oithogonales  cle  la  famille  de  cercles,  doit  se  trouver 
une  hgne  droite  ou  nn  cercie  (y);  car  alors  tous  les  cercles 
cherch.es  etant  douhlement  normaux.  a  la  hgue  droite  ou  au  cercie 
(y),  cette  trajectoire  oithogonale  paiticuhere  devra  etie  compLee 
pour  deux  et  donnera  deux  solutions  cle  1'equation  dc  Riccati  II 
suffira  clone  de  se  donuei  (y)  et  nne  antie  trajectone  orthogonale 
(C)  poui  avoir  trois  solutions  de  1'equation  diffcrentielle 

Sigualons  encore  cette  consequence  des  raisonnemcnts  Cfui  pre- 
cedent .  loisqu'on  auia  un  s^steme  determine  dc  cercles  coupant 


families  cle  ceicles  sont  les  muncs,  el,  pai  consequent,  la  connaissance  dc^  tra- 
jectones  oiLliogonalcs  cle  1'une  clcs  families  cntiamc  celle  dcs  liajcctones  oilho- 
gonales  dc  I'autie  famille  Nous  cliions,  avec  M  Houquct,  que  deux  families 
de  ceicles  sonL  sunilaii es  loisqu'cllcs  saLisfonL  au\  relations  (T)  II  esL  aisc 
d'inLeipitLei  gLoniLLnquenieiH  ccs  iclalions  Elles  expumcnl,  en  eflel,  que  les 
ccnLics  clcs  ceicles,  cjm  se  conespondcnL  dans  les  clrnix  faunllcs  snnilaacs,  dc- 
cuvenL  des  combes  clonL  lea  Lanycnlcs  sonL,  <i  chaquc  instant,  paiallcles,  et  de 
plus,  que  ks  uyoua  des  deux  ceicles  sonL  clans  le  nidme  lappoit  que  les  aics  111- 
iinnnenL  pelits  pareouius  pai  leuis  ccnties  clans  le  iiiunic  temps,  c'est-a-diie  dans 
le  rnemc  lappoit  que  les  layons  cle  coiubuie  clcs  deu\  combes  decntes  pai 
leius  ccnties,  au\  points  coiiespondants  Ccttc  pioposition  pci  met  e\ulemment 
de  constiuue,  t,ans  aucune  integration,  toutes  les  families similanes  d'uae  famille 
dc  cercles  clonnee 

D  apit-s  cela,  soit  unc  famille  quclcoiuiue  de  cercles,  conespondant  auv  va- 
Icuis  «,,  6,,  /,  dc  a,  b,  i  On  pent  loujouis  conccvou  qu'il  cxisle  tiois  fonctions 
aj}  b  ,  i2  tellcs  que  1'on  ail 

da,  __  da_  db^  _  db  ,       ,<>_•, 

1 1    ~~    '  j  '          '  i          'a  "         "         2 

Pai  suite,  toute  famillc  dc  ceicles  pent  ctic  consicleiue  comme  similane  d'unc 
famille  icpioscntee  pai  lYquatioii 

( x  —  «, )- -i-  (y  —  b,  )=  =  « \  -+-  b} , 

poui  laqnclle  tous  les  ceicles  passcnt  pai  un  point  fixe,  1'ongine  Comme  on 
pent,  inetlie  en  evidence,  sans  signc  dc  quadratuie,  les  tiajectones  oithogouales 
cle  cette  iamille  paiticuIiLic,  il  en  seia  de  merne,  d'apies  les  piopositions  picce- 
dentes,  pour  Ja  famille  la  plus  gencrale 

Au  icste,  clans  beaucoup  de  questions,  il  impoite  pen  qu'il  y  ait  ou  qu'il  n'} 
ait.  pas  de  signe  de  quadratuie  L'cssentirl  est  qu'on  puisse  obtenu,  sous  foime 
explicit^,  IV-quanon  clu  sy&lcmc  orthogonal,  et  les  dcvcloppemenls  donnesdans  Je 
Lcxte  L.Lablisbent  que  cela  seia  toujouis  possible 
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a  angle  dioit  un  ceiclc  donne,  on  ayaul  leius  centies  en  ligne 
choile,  la  determination  de  leius  Uajecloiies  ouhogonales  exit^e 
sculeaient  ime  quachatuie 

\  un  an  tie  point  de  vue,  il  resulle  cle  1'equalion  (6)  la   conse- 

0  0[  0,  0, 

quence  sui\antc,  soicnt  Lang-;  tang-?   Lang  —  ,  lang-^  quaire   so- 

lutions quelconqucs  de  cette  equation  Nous  savons  que  lem 
inpnoil  anliaimoniqua  esl  constant  Oi  ce  1'appoit  anhaunonique 
do*,  qualve  langenlcs.  est,  par  definition,  le  lappoit  anhannonic|Liti 
<les  points  ou  les  tin|cctoues  conesponclanlcs  coupent  1'nn  quel- 
conque  des  cercles  On  a  done  le  Llicoieme  siuvant  : 

Le  )  appni  i  anhai  monujiie  des  quati  c  points  OIL  un  cei  cle  qucl- 
ct  iv  j  ue  dc  la  jamtLle  consult  ee  est  coupe  pa/  quati  e  ti  cij'ec- 
loLics  0}  tJwgonales  ficcs  est  constant 

TouLes  ces  pioposilions  s'apphquent  evidemment  aux  sysLojncs 
di1  ceiclcs  ti  ace's  sin  la  splieie,  qiu  peuvcnt  toujours,  pai  Line  in- 
vasion, eLie  Lianslonnes  en  s^stemes  si  lues  dans  un  plan. 

94  Revenons  a  la  question  pioposde  II  s  agit  de  trouvcr  le 
^\3lcme  oithoponal  le  plus  general  dont  une  des  families  bOJt 
loimee  de  ceicles  a\ant  leuis  centies  sui  une  choite  D 

Pom  cola  on  consideiera  une  combe  quelconque  (C)  et  I'on 
tiaccia  tons  les  ceicles  noimau\.  a  (C),  a_}ant  leuis  centies  sur  13 
Les  trojectones  oithogonales  de  ces  ceicles  se  deteimmeiont  sans 
.incline  integiation  Oonsideions  en  eft'et  1'un  quelconque  de  ccs 
ceicles  noimal  en  un  point  M  a  la  combe  (C).  Si  G0  debignc 
Tangle  cle  la  tangente  ,i  la  courbe  en  M  avec  la  choite  D,  1'equaLion 
deRiccaLi  admettia  les  trois  solutions  paiticuhcies 

0 


et,   pai    consequent,    son  integiale  generale  sera  donnee    par    la 

(orniule 

0 


_ 

00  ~ 


ou,  plus  ^implement, 
(7) 


S1STLMES    CONJUGULS  TI7 

Lcs  surfaces  cherchees,  qiu  ont  d'abord  ete  etudiees  pai 
Joachims  thai  (M,  admettcut  done  la  generation  suivanle  . 
un  plan  passant  pen  la  droite  D,  on  foi  me,  d'apies  Le 
que  nous  venons  d'mdiqiici ,  la  fanulle  de  com  bes  jj lanes  (t} 
la  plus  gem' i  ale  admetlant pour  ti  ajectou  es  orthogonales  unc 
Jamille  de  cei  cles  en  ant  leiu  s  centres  sur  la  di  oite  U  On  fail 
Loui ner  ces  combes  (i),  aiitour  de  la  di oitc  D,  d'un  angle  qui 
vai  IG  d'apies  une  loi  donnee,  mais  quelconquc,  quand  on  passe 
d'unecoiubedVauLie,  le  liende  toutes  lew  s  posiLions  nouvelle^ 
esL  la  sin  face  cliei  chee 

Prenons  pour  axe  des  x  la  dioile  D  Les  {ormules  qui  soul  la 
Uaduclion  analjtiquc  de  la  generation  pie'cedente  sont  les  sui- 

vantcs    Sojt 

(r  —  ay--t-r"=  ?- 

I  equation  da  s^stcme  de  cercles   Pienons 

a=F(00),         ;  =  F'CO^MiiO,,,         lang°  =  F,(6)  lang  y 

Lcs  coovdonnecs  d'un  point  quelconque  de  la  siuface  clierchec 
seiont 

/  x  ~  a  -4-  /  cosO, 

(8  )  .  y  =  i  sinO  cosfy, 

(  z  —  ?  sinO  sm'j' 

Ccs  foi mules  sont  jdenLiqueb  a  cellcs  qne  Ton  doit  a  Joa- 
chims thai 

95  Apres  avoir  developpe  une  application  dc  la  pioposition  de 
M  Rconigs,  rcvenons  au\  sysLemes  conjugues  quelconques  Ccs 
syslemcs  possedent  deux  propnetc's  essentielles  sui  lesquelleb  il 
convienl  que  nous  insistions,  et  que  Ton  pent  tnoncei  comme  il 
suit  Tout  sj  steme  conjugue  ne  cesse  pas  d'etre  conjngue  ki 
Von.  sou/net  la  siuface  sur  laquelle  d  est  ti  ace,  soil  a  une  ti  ans- 


(])  JovciinisTirvL,  Demons  ti  ationes  theoi  ematiun  ad  supeificies  ciuvas  spec- 
tantium  (Journal  de  Cielle.  t  XXX,  p  3',7)  er  Sui  les  sin  faces  don  t  les  hgnet, 
de  I'une  des  com  bur  es  sont  planes  (miime  Journal,  t  LIV,  p  181)  Von  siuLouL 
cc  deiQier  aiLicle 
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formation  homogi  aphique,    soit  a  une   ti  ansjoi  matwn   pen 
polan  es  reciproques 

Supposons  d'abord  que  Ton  soamelte  une  surface  (S)  a  une 
transformation  homograpbique  Considcions  une  conrbe  (C) 
tracee  sur  (S).  Les  plans  tangents  a  la  suiface  en  tons  les  points 
de  cette  conrbe  engendieront  une  suiface  developpable  (A)  dont 
les  geneiatrices  leclilignes  seront  les  conjuguees  des  tangentes  a 
la  courbe  (C)  Or  il  esL  evident  que  la  transformation  homogia- 
phique  ne  change  en  nen  loutes  ces  relations  A  la  surface  (S) 
coirespond  une  suiface  (S'),  a  la  courbe  (G)  une  couibe  (C'),  a 
la  developpable  (A)  une  developpable  (A')  cnconscnte  a  (S')  sm- 
vant  la  courbe  (C7),  aux  Langentes  de  la  couibe  (C)  celles  de  la 
couibe  (C'),  aux  geneiatrices  de  (A)  celles  de  (A'),  pai  consequent 
la  transformation  liomograpbique  fait  bien  roircspondie  a  deux 
langentes  conjuguees  de  (S)  deux  langentes  coujugiiees  de  (S') 

Si,  au  contiaire,  on  cfTcctue  une  transfoimation  par  polaires  re- 
ciproques, a  la  surface  (S)  correspond  une  suiface  (S"),  a  la 
courbe  (G)  une  developpable  (A")  cnconscnte  a  (S"),  ct  a  la  de- 
veloppable  (A)  la  couibe  de  contact  (C'7)  de  la  developpable  (A") 
Par  suite,  aux  tangentes  de  la  couibe  (C)  coriespoudent  les  gene- 
iatrices reclibgnes  de  (A")  et  aux  generatrices  de  (A)  les  tangentes 
de  la  conrbe  (C").  D'aillenrs,  a  deuv  tangentes  en  nn  point  M  de 
(S),  coriespondent  deux  tangentes  au  point  coriespondant  M"  de 
(S/;).  Ici  encore,  on  le  voit,  a  deux  droiles  consignees  coires- 
pondent  deux  droites  conjuguees 

96  Les  pioprietes  pi^cedentes,  que  Ton  exprime  encore  en 
disant  que  la  definition  des  systemes  conjugue"s  est  piojective  et 
dualistique,  peuvent  anssi  etre  etabbes  pai  la  metbode  analytique 
suivante  qui  nous  permettra  de  ge"neraliser  une  proposition  ddja 
donnee (n°  84) 

Soient  &  el  ft  les  parametres  de  deux  families  de  courbes  tracees 
sur  une  surface  (S)  Adoptons  un  systeme  de  coordonn^es  homo- 
genes  ou  telraeduques  absolument  quelconque,  et  soit 


(10)  ZiX  +  pY  + wZ +_/}T  =  o 

1'equation  du  plan  tangent  a  la  surface,  u,   v,  (P,  p  seront  des 
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fonctions  dcs  paiametres  v  et  (3,  ct  I'on  obtienclrait  1'equaLion  en 
coordonnees  poncluelles  de  la  surface  (S)  en  eMmunant  a  et  (j 
cntre  1'equaLion  (10)  eL  ses  deux  denvees 


,.  du  do        _.  dw  dp 

X-r  --  I-  Y  —  -+-Z-  --  h  T  -f-  =o, 
dy  da  dy.  dv 


pai  lapport  a  a  et  a  (ii  Par  consequent,  si  I'on  designe  par  x,  j  , 
r,  t  Jes  coordonnees  du  pom!  do  contact  du  plan  taugent,  elles 
de\iunt  satisfairc  auK  trois  equations 

ux  -+-   vy  H-   (r  j  -+-  pt  =  o, 
du          dv  dw         dp 

f£  _l        y    I        £  I       £       '         Q 

<)y.  dy.  dy.          <Jy,         ' 

du  dv  dw          dp 


Difleientions  la  premiere  de  ces  equations,  snccessivement  par 
lappoit  a  y  et  a  [i,  on  aura,  en  tenant  comptc  des  deux  aulres,  les 
iclations  nouvelles 

/       r)r  dv  dz  dt 

\    li h  f h  (V  —  H-D  —   =  0, 

)      O'j.  dy.  L)U       •*  <)y. 

^  \      dx          d)  dz          dt 

U  --T-   -I-  V  -^  ~\~  (P  -7-  -±-p  -^    =•  0 

V      d'£          dp  dp  dy. 

On  aiuait  pu  d'ailleuis  ecrire  immcdiatement  ces  equations, 
elles  expumeut  que  les  tangentes  anx  deux  courbes  u  •=.  const  , 
p  =  const  sont  dans  le  plan  tangent  a  la  suiface 

Les  equations  (12)  et  (i3)  s'apphquent  a  tout  systeme  de  coor- 
donnees cuivihgnes  Clieichons  maintenant  la  condition  pour  qne 
les  deux  families  (7)  et  (p)  forment  un  systeme  conjugue.  Si  I'on 
se  deplace  sur  la  courbe  u  =  const  ,  le  plan  tangent  enveloppera 
une  surface  dcvcloppable ,  son  intersection  avec  le  plan  tangent 
mtmiment  voisin  sera  ddfinie  par  l'equation(io)  jointe  alaseconde 
des  equations  (i  i)  II  faut  exprnner  que  la  droite  representee  par 
ces  deux  Equations  est  la  tangente  a  la  courbe  (3  =  const  Pour 
cela,  il  faudra  ecrire  que  ces  equations  sont  venfiees  quand  on  y 
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remplace  X,  Y,  Z3  T  par 

dr    , 


c  in  P    i 


7  ~      7  1 

—  ay.,      z  --  —  d'j.,     t  -\  —  -doc. 


da 


da 


t)j. 


En  LenanL  comple  des  foi  mules  deja  etabhes  (i'i)  et  (jS),    ccLi 
ne  donne  qu'une  seule  equation  noiivelle 


i)u   fit         dr    d)          t)n>   dz 


i)f 


el  ceLLe  nuique  Equation  expume  par  consequent  la  condiLiou 
ncccssaire  et  suffisanLe  pour  que  Ics  dcu\  families  (y  )  eL  {fij 
formcnL  un  systemc  conjugue 

DCS   foimules    (12)    cl  (i3)   on    dcduit  pai    dififerenliaLion     le^ 
idciititcs   suivanles   apphcablcs    a    tout    sysleme   de 
curvibgnes 


(.5) 


<r-p 

\  f 

*"  da  dp       J  <)A  dp     '    "*  da  d[: 
dii  dx          dp  dy 

dy.  wjj 
dtp   d^          d/j   df 

da   dp          da   dp 
1)11  r)  c          i)i'    dy 

da    c/p           da    dp 
dip   d.           dy;   r)/ 

~~         dp   da           dp   da 

dp    da           dp   dy 

dadS     '        da  dp 

"   da  dp    '   ^   dadJ 

II  suit  de  la  que  1'equation  (i/i)  peul  encoie  elie  ecritc    sous 
Tune  des  trois  formes  sun  antes 


dit,  dx 
dy.   d 


d2  u 


da  d 


da  dp 


_ 
da   dp 


dadS 


da  d3 


-4-  if 


=  o, 


La.  condition  pour  que  les  families  (or),  ((3)  foiment  un  sysLeme 
conjugae  ts'expume  indiffei eminent  par  1'une  quelconqne  clcs 
quatre  equations  (i4)  ou  (16). 

97  Gonsid6rons,  en  parliculier,  les  equations  (12)  et  la  troisieme 
des  Equations  (16),  elles  ne  contiennent  pas  les  derivees  de  sc ,  y, 
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;,  I  el  rehmmation  de  ceb  cooidonnees  conduit  a  Tequation 

(i\(         fill          it'll 


<)'J.         dp         <)j.  rjp 


An       dp        ,r-p 
fl'j.       d3      Oj.  <}'i 

qui  ne  conticnt  plus  que  les  coordonnees  tangcnlielles  (') 

Invoiscment,  toutes  les  fois  que  1'equaLiun  (17)  seia  satisfaite, 
ilevistera  deb  valeuis  dc  x,  )  ,  z:  i  vc'ufianl  le^  equation*  (12)  el 
la  lioisicmc  dcs  equations  (16),  ces  equations  exprimcnt  que  oc, 
i ,  r,  /  sont  les  cooidounceb  du  point  dc  contact  du  plan  delini  pai 
l'6f[iiation  (10)  avcc  la  sin  face  qu'il  enveloppe  ct,  en  outre,  que  le^ 
dcii\  families  (a),  (jiJ)  tracees  bur  cette  enveloppe  sont  consignees 
L'equalion  (17)  est  done,  dans  lous  les  cas,  caraclenstiquo  de5; 
syslemcs  conjuyues 

De  nieme,  en  t'limmant  a,  v,  (t1,  p  enlic  la  piemieic  des  equa- 
tions (12),  les  dcnx.  equations  (i3)  et  la  scconde  equation  (16), 
on  lioiuerala  condition  alaquelle  doivenl  salisfauc  les 
ponclucllcs 

d  r  dr  tl-  v 
dj.  oft  dj.  i)'i 
fly  d^i 


t)t        f>2 1 
O'i      d"j.()ri 


et  Ton  demontieia  comme  precddemment  que  cette  condition,  qui 
est  ncce^sane,  est  aussi  suffisante 


(')  Bnioscui,  Sidle  hnee  di  cwvatuia  della  supei ficie  delle  onde  (Annales  de 
Toi  tolim,  t   II,  p    i35,  1869) 


122  LIVUE    II.  —    CHAP      I 

98  En  repetant  le  raisonnemenl  deja  donne  au  n°  8i,  on 
obtiendra  immediatement  la  pioposition  suivante 

La  condition  necessan  e  et  suffisante  pom  que  deux  families 
de  coin  bcs,  de  pen  amcti  es  a  et  fi,  soient  conjag  uees,  est  que,  sou 
les  coordonnees  ponctuelles  homo  genes,  sou  les  coordonnees 
tangentielles,  satis/assent  toutes  les  quali  e  a  une  equation  aux 
dei  ivees  pai  tielles  de  la  Jorme 


rjj. 


OIL  A,  B,  G  designent  des  /auctions  quelconques  de  u  et  de  [j  (  '  ). 

La  tratisfoimation  homograplnque  ne  changeant  pas  les  coor- 
donnees  homogenes,  pourvu  que  Ton  fasse  varici  le  tctraeclre  eL 
les  paiamctres  de  reference,  ella  tiansformalion  pai-  polanes  re- 
ciproques  etant  eqiuvalente  a  un  echange  des  coordonnees  ponc- 
tuelleseldes  coordonnees  tangentielles,  onvoilquela  methodcpre- 
cedentc  met  bien  en  Evidence  le  caractere  piojectif  et  clualistiquc 
de  la  definition  des  systemes  conjugnes. 

Si  Ton  emploie  les  coordonnt'es  cartesiennes  ordmaircs,  la  coor- 
donnee  t  dcvia  etie  egalee  a  1'  unite,  par  suite  1'equation  (ig) 
dcvra  elie  venfiee  par  la  valeiir  B  =  i  On  devra  avou 


et  Ton  retrouveia  le  resultat  du  n°  84 

99  En  teiminant  ces  developpements,  je  icinaiquerai  qu'il  est 
impossible  de  trouver  deux  equations  de  la  forme  (19)  auxqnelles 
salisfeionl  en  meme  temps  les  quatie  coordonnees  ponctuelles,  tant 
que  la  suiface  ne  se  icduira  pas  a  une  courbe,  ou  les  qiiatre  coor- 
donnees tangentielles,  tant  que  la  surface  ne  sera  pas  develop- 
pable 

En  efFet,  supposons  que  les  qua  ire  coordonnees  venfient  deux 


(')  II  est  ulile  de  remarqucr  quo  1'equaLion  lineane  i  laquelle  salisfout  Ics 
quatie  coordonnecs  ponctuelles  n'est  pas,  en  general,  la  meme  que  celle  &  laquelle 
satislont  les  quatie  cooidonnees  tangentielles 
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equations  lineaires  de  la  forme  (19).  L'elimmation  de  - — „  entre 

ces  deux  equations   nous  condmia  a  une  equation  du  premier 
ordre 

A'—    -Hl3'|-p    -r-  C'O  =  O, 

alaquelle  devront  encore  satisfaire  ces  cooidonncos    Or  la  solu- 
tion gene'iale  de  cette  equation  est  de  la  foime 

0  =  00F(ff0), 

F  designantimc  fonction  arbitraire  et  00,  u0  des  fonctions  deter- 
mmees  ,  par  consequent,  si  1'on  divise  toutes  les  coordonnees  homo- 
genes  pai  00j  on  les  reduira  a  des  fonctions  de  la  seulc  variable  CTO 
Si  les  coordonnees  sont  ponctuelles,  le  point  decrit  une  combe, 
et  si  elles  sont  tang-en  ticlles,  le  plan  enveloppe  une  developpable. 
Ainsi,  a  toute  surface  non  developpable,  et  a  tout  systeme  con- 
jugue  trace  sur  cctte  surface,  correspondent  denx  equations,  et 
deuv  seulement,  de  la  forme  (19)  L'une  est  verifiee  par  les  coor- 
donnees d'un  point  quelconque  de  la  surface,  et  1'autre  par  les 
coordonnees  d'un  plan  tangent  quelconque  de  la  siufacc 

100  Lc  theoieme  precedent  pcrmet  evidemment  de  construire 
une  inQnite  de  surfaces  sur  lesquclles  on  connaitra  des  systemes 
conjngLies  (')  Nous  aliens,  des  a  piescnt,  en  faire  une  application 
en  cherchant  les  surfaces  pom  lesquclles  il  exisle  deux  families 
conjuguees  formees  exclusivement  de  courbes  planes 

Si  les  cooidonnees  tangentielles  satisfont  a  1'equation 

d'-Q 


da  dp  ~    ' 

la  surface  correspondantela  plus  generale  seral'enveloppe  du  plan 
defmi  par  1'equation 

(20)  j[/^a)- 


(1)  DVRDOUX,  Memoue  sw  la  theone  des  cooidonnees  cw  viligTics  et  des  sys- 
temes 01  thogonaux  (Annales  de  I'Ecole  Noi male,  2°  serie,  t  MI,  p  298,1878) 
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Or  on  leconnait  sans  difficultc  quo  celLe  suifacc  joint  de  Id  pro- 
pi  iele  indiquee,  car,  pour  avoii  1'envelnppe  du  plan  langcnt,  il 
laul  joindre  a  I'equation  (20)  les  deu\  suivantes 

/Ifa)*1  -'-/afaij'  -f-  f\(*)z-r-f'.(*)t  =  o, 
c'jI^A  -r-cf'^V)  ~  ?'j(pj-  -+-?;(?  >'  =  o. 

qui  ne  conLiennenL  chacune  qu'une  seule  des  vanablcs  a,  (j  cL 
monlrcnL  amsi  que  les  deu\  families  consignees  <x  =  consL, 
jil  =  const  sonL  composees  clc  couihes  planes 

La  solution  que  nous  venons  d'obtenir  cst  ties  genei  ale,  on  pen  I 
demontiei  qifil  n'y  en  a  pas  d'autre  Pour  cela,  nous  definiioii*. 
la  sin  face  cheichee  comme  enveloppe  du  plan 

(IP)  u\  -T-  cY  H-  wl  -r-pT  =  o 

Prenons  la  ddrivee  de  cette  equation  par  rappoil  a  y,  noui 
aiuons 

,  „  du          di>          /Jir       _  An 

(^)  \T--h\T--t-Z—  -+-  T  —  =  (i 

da  dj.          dj.  dj. 

Ces  deux  equations  leprescntent,  on  1'a  MI,  la  langenle  a  l,i 
couibe  cxr^consL  ,  toutes  les  fois  que  les  deux  families  (;/),  (fb) 
sont  conjuguees 

Oi,  si  les  courbes  de  para  metre  a  sont  planes,  ellesseront  detei- 
minees  par  une  equation  de  la  forme 

f  24)  X/,(a1  -u.  Y/,(a)  -H  Z/j(a)  -+-  T  /,,  fa)  -  o, 

el,  par  consequent,  les  tiois  plans  definis  pai  les  equations  (22), 
(28),  (a4)  contiendroiH  une  meme  dioite,  la  Langentc  a  la  coin  be 
v  =  const  ,  Tune  de  ces  Liois  equations  devia  done  etrc  une  com- 
binaison  hneaire  des  deux  auties  Ecnvons  que  la  lioibiemo 
s'obtient  en  ajoulant  les  deux  autres,  respectnemcnl  mulli 
par  p  et  pai  )  ,  nous  aiuons  le  sysleme 


dw 
— 
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Eii  climinanL  par  une  differentiation  les  fonctionsy,  (17),        .  on 
vena  que   «,  t',   (v,  p  doivent  satisfaire  a  la  meme  equation  du 

second  oulre 

f)  /    f      ,  dO\ 

-M    .jO-f-  A-       =0, 
r):i\  0'J.J 

e'esl-a-dne 


,  ,r-§      M  <)\       do      .  dv 

'i  ">  )  A  -        ,.  H  --   —  .  -i-  |J  -7]  -+-  0  -,-  —  o 

1  <J/t)  iJ'J.   <>',          '    rjj  ^y;i 


En  consick-ianl  dc  mt-mc  les  coinlDcs  p  =  const  ,  on  troineraiL 
([lie  ILS  cooidonnees  Idngenticlles  donent  aussi  saLislaiie  a  lrc- 
quation  seinhlaljle 


,,  , 

I    >()  )  /     --  1-  [J/ 

r^  d.j          '         j  . 

Oi  noui  avons  vu  que  «,  P,  <v,  /;  ne  peiuent  salisfanc  en 
memo  temps  a.  tlcax  equations  dc  la  foime  pi-ecedcnle,  an  moms 
lanl  que  la  ^uii'ace  n'e-jt  pas  devcloppable  II  fandia  done  que  les 
('•([nations  (J.)),  ('iOj  soicnt  idenliques,  ce  qui  donne  les  con- 
ditions 


_  _  _ 

A'  ~~  ~^7p~'          A  ~       »J7      '          X  dp        X'   da 

En  poitnnl  les  valeurs  de  [>  ct  de   ;/  dans  la  dermere  equation, 
noui 


(Kou  Ton  dcduil,  en  integrant, 

X'  =  ) 
cc  frui  donnc 

1 


Si  nous  porlons  cette  valeui  de  [J  danslY-qiiation  (  jo),  elle  prend 
la  forme 


On  voit  que,  si  nous  mullipliotis  les  quatie  cooidonnees  u,   c, 
tv,  /?  par  une  memo  fonction  V  (*),  ce  qm  est  evidemment  peimib, 
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elles  satisferont  al'equation 

020 

=  o, 


et  1'on  retrouvc  la  solution  que  nous  avons  donnec  a  pnoi  i 

II  est  vrai  que  nous  avons  ecaite  de  notie  raisonnement  I'hypo- 
these  ou  la  surface  serait  dcveloppable  Mais,  pom  obtemr  une 
telle  surface,  il  suifira  de  supposer  nulles,  dans  la  foimule  (20), 
Loutes  les  fonctions  de  (3  Ainsi  riotre  premiere  solution  doane, 
sans  aucune  exception,  Louies  les  surfaces  pom  lesquelles  il  pcul 
exister  un  systeme  conjugue  compose  de  deux  families  dc  courbes 
planes 

101  II  nous  lesLe  a  mdiquei  un  mode  dc  generation  simple  des 
surfaces  que  nous  Nenons  d'obtemi  Pour  cela,  faisanl  t  =  i  ,  nous 
envisagerons  les  deux  families  de  spheies  definies  pai  les  equations 


v--r-J'2+~-  —  i/i(a)a  —  2/2(^)7-  a/sO/)-  -  a/,,  (or;  =  o, 

(28)       T2-f-J2+^-t-2Cp1(p)i-f-2Cp2(p)j-h2Cf3(p^^h2?1(p)=:  O 


Ces  deux  lamilles  de  spheres  sonl  absolument  quelconques,  el 
d'aillcurs  leui  plan  radical  est  precisement  le  plan  tangent  de  la 
surface  cberchec,  represente  pai  1'equaLiun  (20)  Nous  sommes 
done  conduits  au  tlieoieme  sui\aat 

Si  I1  on  consideic  dans  L'espace  deux  families  de  spliei  e\ 
definies  de  la  mamei  e  La  plus  genei  ale,  le  plan  i  adicnl  d'  une 
des  sphei  es  de  La  pi  emiei  e  fannlle  et  d'uiie  des  splieies  de  la 
seconde  enveloppei  a  la  siuface  let  plus  genei  ale  admeltanl 
deux  families  conjugates  f  01  mees  exclusivement  de  coutbes> 
planes 

Pour  determiner  lasuiface  par  points,  onremaique  qae  les  deux 
equations  (:ii)  sont  les  deiisees  par  rapport  a  u  et  a  p  des  equa- 
tions (an),  (28)  Done 

Si  Von  associe  a  deux  sphet  es  de  famille  difference  let, 
sp/iei  ei  infuument  voisines,  le  cent!  e  radical  de  ces  quatre 
spheres  deem  a  la  sit/  face  ckei  chee  Le  plan  ;  adical  de  deux 
spliei  es  infill  imentvou*  met,  de  la  meme  famille  contiendi  a  une 
des  courbes  de  V  un  des  sjstemes  conjugues 
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CHAPITRE  II. 

SYSTOIES    CONJDGUiS     —     UG1NCS    A.S\  MPTOT1QUFS 

Application  des  piopositions  piecL-dentes  a  la  delciminalion  des  sui laces  a  ligneb 
de  combine  planes  dans  les  deux,  sjstcmcs  —  Caiaclu  isLiques  d'une  equation 
lineaiie  au\  ckrivi.es  pailielles  —  Iheoiune  noiueju  iclaLif  au\  s^stunescon- 
lugucs  —  Ligaes  asympLoliqucs  —  Fonue  la  plus  simple  de  loin  equation  dif- 
leicnticlle  —  Lem  determination  dans  des  cas  paiticulicia  — Suiiaces  tctiaL- 
cliiiles  de  Lame 


102  ]ja  pioposition  obleiiue  a  la,  fin  da  ChapHre  pieccdenL  cou- 
dtut  a  une  melhodc  ties  simple  pour  la  deleiminalion.  des  sui  faces 
donl  les  hgnes  de  couibure  sonL  ])lancs  dans  Ics  deux  svslemes 
11  sulfira,  en  efl'eL,  de  chercher,  paimi  les  stufaces  enveloppes  du 
planiepieseule  par  1'equaLion  (uo),  celles  pom  Icsquelles  les  deux 
lamilles  de  couibes  conjuyuees  se  coupenL  a  angle  dioit 

Gousideions  la  surtace  enveloppe  du  plau 


ou  «,  p,  (p,  /j  soiit  des  lonctions  de  ex  eL  de  [j  La  condition  d'oi- 
ihogonahle  des  courbes  de  paiametre  a  ct  [j  Iracees  sui  1'enveloppe 
tst  compliquee  en  general,  eL  contienl  les  clenvees  secondes  des 
cooidonnees  langenlielles  Mais  elle  se  simplific  beauconp  quand 
y  eL  [j  souL  les  pai-ametres  de  deux  families  con]uguees  En  effet, 
st  jc,  j  ,  jz,  t  sonL  les  coordonuees  da  point  de  contact  et  si  Ton 
iait  t=i}  on  a  les  detiv  equations 

dr  dv  dz    _ 

da.  d'j.  d'J. 

du  d  r        ()v   dy        dw  d: 

d'oii  Ton  deduit  les  propoi  Lions 

dr     dv     dz          dw  dv          du  dw        dv  du 
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On  a  des  formules  analogues  poiir—^,  ~,  ~  et,  en  ecmant  In 

l  up     Up     o(j 

condition  d'ortliogonahte,  on  trouvc  1'equation  ('_) 

i    /     d/c  d(>  dtt'\  /      r)ii  t)v 

(it  —    -+-  V (f  —   )  (    U  —   -r  V  -7;   -r-  (V 

]    \     rJy.  i)j.  i. 

(  >  ) 


Remaiquons  touLefcus  quo  celle  equation  serait  illusoire  si  it,  (-1, 
tr,  /;  ue  conleuaient  pas  p,  car  alois  les  foi  mules  (i)  n'atiraient 
aucune  signification,  Jasiuface  seiait  developpable. 

Pour  appbqueL  ruquation  (•>)  au  pioblemc  qui  nous  occupe,  il 
laut  iaue 


A,,  A,,  A,  dusignant  des  fonclions  dc  y  et  B,,  Bj,  Bj  cles  i'onctions 
de  [i5  On  reconnail  que  1'equation  (2)  pent  tUe  ramonee  ci  no 
conLenir  que  les  deiivees  de  la  fonctioa  Ii  delinic  pai  TyquaLion 

/»2=   aJ-j-yZH-  fP2=f  Aj-f-B^J+fA,  -r-  B,)2  +  ^A,-t-   13,  J* 

En  efifet,  ceLte  ecjuaLion  cbfleientiec  par  lapport  a  u  eL  a  [3  clonne 
succcssivement 

,  ')/i  J(i  rA^  Jtv 

/t   -      —It,--      -7-P    --      -I-    (P    -    J 

ijy.          <)-*          tjji  oj. 

,  t)h  da  <)v  r)(v 

II  —,.    =  IL  —.  --  L-  P  —    -(-   (P  —  r  , 

cip  cl{J  d{J  Jp 

,    <^/t    __  d/i  ')//  _  ryzt  J«A       1)9  OP        t)w  r)w 

1  dlo$  ~*~  Tu  !)$  ~  a*.  j;p  +  Z^  Jp  "^  "^T  TJp 
En  tcuanL  compte  de  ces  relations,  1'equation  (^)prenclla  (oime 


et  il  faut,  pour  qu'clle  soil  salisfaite,  que  Ton  ait 

h=  \4-^BH 

On  pent  done  enoncei  la  proposition  suivantc  . 
Pour  obienu   les  suijaces  a  lignes  de  couibiue  planes  dans 

{')  Bnioscin,  Annales  de  Toi  Lohm,  L  IT   p    i35,  i85q 
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tcs  deux  syslemes,  on  commence!  a  par  detei  miner  les  j~onctions 
de  u  et  de  [3  satisfaisant  identiqiiement  a  Vequation 

(3)  (Ai  +  Bi)2-h  (Aj-J-  B2)8  +  ('A3-t-  BjV=  i  A4  +  Bjs 

Quand  ces  /auctions  sei  ont  connues,  lasiujace  seta  Venve- 
loppe  da  plan  J  ept  esente  par  V  equation 


cm  A,  B  designent  deux  Jonctions  iiouvclles  qiu  dependent  i  es- 
pectwement  de  v  et  de  (3  Les  hgnes  de  coin  bin  e  des  deux 
s)stcmes  i>ejont  definies  par  les  equations 

'jic-i-  A'2j  -»-  A  '3  .=  =  A', 


ne  contienncnt  chacune  qdune  seule  des  variables  v  ou  ft  et 
representcnt  les  plans  de  ces  hgnes 

103.  Toule  la  difficult^  Ju  piobleme  est  ramenee,  par  la  melhodu 
piccedeute,  a  la  deleimmalion  des  foncUons  les  plus  gcnu'rales 
satisfaisanL  idenLiquemcnL  a  la  relation  (3)  Or,  si  Ton  dilTerentie 
celle  equation  successivement  par  rapport  a  <y  el  a  (3,  on  est  lanaene 
a  1'ecjuation  plus  simple 

(  o  )  A;  B  ;  -H  A',  B',  -+-  AJ  B  3  =  A'V  B;  , 

dont  M  J  -A  Serrel  a  donne  toutes  les  solutions  possibles  dans 
son  impoilant  Memoire  Sur  les  sin  faces  dont  les  lignes  de 
combine  sont  planes  on  spliei  iqiies  (Journal  de  Lioii9ille, 
ire  scne,  t  XVIII,  p  116)  Au  lieu  de  snivie  lamaiche  adoptee 
par  M  Serrel,  nous  nous  attaclieions  a  1'eqnalion  (3j  que  nous 
eci  irons  sous  la  forme 

(  7  ;  (A!  —  BiV  -4-  (  As—  B,)°-  •+•  (  A3  —  B3  12  =  (  A4—  Brf} 

en  cliangeanlle  si^ne  de  loutes  les  fonctions  B. 

Cctle  equation  pent  etre  interprelde  geometriquemenl  de  la 
maniere  suivante  Consideions  la  sphere  (S),  variable  el  de"- 
pendante  du  parametre  or,  donl  le  centre  a  pour  coordonnees  A,, 
A2,  A,  et  dont  le  rayon  est  egal,  en  grandeui  et  en  signe,  a  A-,, 
cousiderons  de  meme  la  sphere  (S'),  dependante  du  parametre  [3, 
D  -  I  9 
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dont  le  centre  a  pour  cooidounees  BI,  B2,  B3  eL  dont  le  ray  on  est 
egal  a  B,  L'equabon  (7)  exprnne  evidemment  qne  les  deux  spheres 
(S)  eL  (S')  sont  constaramenl  tangenles  11  faut  done  que  ces  deux 
spheres,  envisagees  successivemenL,  enveloppenl  la  merne  surface 
(S)  Et,  comme  cette  suiface  (S)  esl  touchee  smvant  uii  cercle  par 
chacune  des  spheres  (S),  aussi  bien  que  par  chacime  des  spheres 
(S'),  il  fauL  que  toutes  ses  hgnes  de  courbure  soient  cu  cu- 
lan  es 

Nous  sommes  ainsi  lamenes  a  un  piobleme  bien  connu,  qui  a 
ete  propose  et  resolti  pom  la  premieie  fois  par  Dupm  (H  )  :  JDeier- 
minei  toutet>  les  sui faces  dont,  les  hgnes  de  coaibure  sont  cu - 
culaues  La  solution  fournil  ime  suiface  du  quatrieme  ordre,  la 
cy elide  de  Diipm,  dont  les  norinales  icncontient  une  ellipse  et 
une  hyperbole,  qui  sont  les  focales  Tune  de  1'auLie  et  qui  con- 
LiennenL  les  centres  cle  toutes  les  spheres,  tangenles  a  la  surface 
smvant  une  de  ses  hgnes  de  combuie  CetLe  surface  peut  degenercr 
soit  en  unloie,  el  alois  1' ellipse  focale  seieduit  ami  cercle,  soil  en 
une  surface  de  troisieme  degre,  el,  dans  ce  cas,  les  deux  combes 
focales  devienneiit  des  paraholes 

10-4  Si  Ton  suppose  que  1'elhpse  se  reduise  a  un  cercle,  1'hypci- 
hole  se  reduiia  a  une  dioite  passant  par  le  centre  du  cercle  el  pei- 
pendiculane  a  son  plan  En  choisissant  le  centie  du  cercle  pour 
origme  des  coordonnees  et  la  droite  pour  axe  des  r,  nous  obtenons 
unepiemiere  solution  de  1'equalion  (7)  donnee  par  les  formules 

suivantes  . 

AL—  o,  A,=  o,  A3=  a, 

Bi=cosj3,         B3=smp,         B3  =  o 

La  suiface  a  hgnes  de  couibiue  planes  correspondante   est  I'en- 
veloppe  du  plan 

(S)  <y3— #  cos  P—J   snip  =/(-0-r-cp(p) 

Les  ligues  de  courbure  a  =  const   sont  dans  des  plans  parallelcs 


(')  DUPIN,  Applications  de  Geomelne  et  de  Mcchanujue,  p    200   et  suI^ 
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el,  par  consequent,  cetlc  premieie  classe  ne  comprend  queles  sm- 
faces  moulures  deja  eludiees  (nn  86) 

Passons  an  cas  gencial  ou   1'une  des    focales  est  une  ellipse 
Commc  on  pent  multiplier  toulcs  les  fonclions   A,,    B,   par   un 
meme  nombre,  on  pouira  prendrc,  pour  ccllc  focale,  les  6quations 

•Z-  +  yi  =  i,         1   =-  o, 
ct  1'liypcrbole  correspondante  sera  alors  lepresentcepai  le  syslemc 

Un  point  de  la  picmierc  couibe  sera  defim  par  les  foimules 


cl,  de  meme,  un  point  de  la  sccondc  par  les  for  mules  analogues 

do)        x  =  B:  =  o,        y=  13,  =  p,         j  =  B3  =  /)  -  —  i  \/n-  [i- 

La  surface  a  lignes  de   courbuie  planes,  correspondante  a  ces 
^clleulb  des  functions  A/5  B0  seia  1'envcloppc  du  plan 

(  11}        'JX—  ^7-4-  ()  /i  —  a2  —  v''X~—  TV/I-J-  pj)  J  =/(,</)  —  'i((K 

Joisque  ex  et  (3  ^arleIont 

Ou  liomeia  de  meme,  dans  le  cas  ou  1'elbpse  se  leduit  a  une 
paiabolc,  que  la  siuface  coirespondanlc  esl  1'cnveloppe  du  plan 

(12)  2ccr  -+-  2J3j  -,-  u  ~-  a2—  32)  s  =/(  a)  +  <p(p1 


103  En  resume,  nous  oblenons  Irois  classes  de  surfaces  a  lignes 
de  combine  planes  dans  les  deux  sjsLenieij  Mais  il  rcsultc  clanc- 
ment  des  laisonncmcnts  precedents  que  la  premiere  etla  tioisieme 
peu\ent  elrc  consideiees  com  me  des  cas  Imiiles  de  la  seconde,  qui 
est  dcfmie  par  la  formule  (11)  Nous  allons  faire  connaitie  un 
nouveau  mode  de  geneiation  dc  ccs  suifaccs 

Si  Ton  difl^rentie  successivcnient  par  rapport  a  a  et  a  (j  li- 
quation (u),  on  obtient  les  deux,  equations 


x-       -- 
\/  1 
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qui  icpresentent,  nous  Taverns  vu,  les  plans  des  bgnes  cle  premiere 
ct  de  seconds  coin  but  e  Am  si  les  lignes  cle  conrbiue  cle  chaque 
sj'steme  sont  dans  les  plans  tangents  d'un  cylmdre,  et  les  cyhnclres 
correspondants  anx  deux  systemes  ont  leurs  generaluces  pcrpen- 
diculaires 

D'autre  pail,  les  deux  families  de  spheres  consideiees  au  n°  101 
ont  ici  pour  equations 


aX  v(  —  o.2^  -+-  2/(a)  =  o 
i  _    _ 

(  cc-  H-  y-  -t-  ^-  —  2^7  —  2V/X'  —  i/n-p2^-r- 

les  centres  de  ces  spheres  sont  situes  respeclivement  t,ur  les  deux 
focales  D'ailleurs  leurs  rayons  dependent  des  fonctions  /(a), 
'f(P)  et  vanent,  par  consequent,  suivant  une  loi  qnelconque  En 
appliquant  le  theoreme  du  n°  101,  on  sera  done  conduit  a  Li  pro- 
position siuvanle  : 

Poui  obtenu  toutes  les  surfaces  a  lignes  de  courbui  e  planes 
Jans  les  deux  sj  stemes,  on  const?  uii  a  deux  families  dij]  erenLes 
de  spheres  dont  les  centres  se7  o?it  assujettis  a  deem  e  /  espec- 
livcment  deux  combes  du  second  degte,  focales  I1  une  dc 
I'auti  e,  et  dont  les  ?  ayons  vanei  ont  suivanl  line  loi  quelconque 
poui  cliacune  des  deux  families  Le  plan  radical  de  deux 
spliei  cs  (S),  (S),  appai  tenant  aux  deux  families  diffeientes, 
cnveloppeia  la  sin  face  chei  chee  Si  Von  associe  a  (2)  et  a  (S) 
les  spher  es  infimment  voisines  (2'),  (S'),  le  centre  i  adical  de  ces 
f/uatre  sphei  es  deer  u  a  la  sutface,  les  plans  radicaux  de  (Sj 
et  de  (S'),  de  (S)  et  de  (5')  sei  ont  les  plans  des  lignes  de  coin  - 
hare  des  deux  systernes  (') 

Bien  t[Lie  nos  raisonnements  aient  laisse  dc  cdte  le  cas  clcs  sur- 
faces developpables,  les  resultats  obtenus  compremieiit  ces  surfaces 
qui  sont,  onle  reconnaitra  aisement,  des  surfaces  moulures  forrae'es 
par  les  tangentes  d'une  hehce  tracee  sur  un  cylmdre  quelconque 


(')  On  pent  definu  la  variation  du  layon  des  spheres  de  cliacune  des  families 
en  assnjcllissant  ces  splimcs  d  etre  tangentes  a  une  courbe  choisie  aibiLiairement, 
sitnuc  dans  le  plan  dc  la  ligne  qui  contient  leuis  cenlies  Alors  on  pouira  con- 
stiinie  geomeliiquemenL  le  plan  radical  de  chaque  sphere  et  dc  la  splieie  infini- 
mciH  \oisine 
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106  Nous  termmerons  cetle  etude  prelimmaire  des  systemes 
conjugues  en  geneiahsant  la  proposition  donnee  au  n°  98,  et, 
pour  le  faire  d'une  inamere  precise,  nous  commencerous  par 
lappclerla  definition  des  caractenstiques  d'une  equation  lineane 
aux.  denvucs  paitielles 

Soil 

( ib )  A  — ,  4-  B ~—Q  -+•  C  ~  -+-  A' H  B'  -TQ  -+-  G'  0  =  o 

une  telle  Equation,  ou  les  coefficients  seront  des  fonctions  donnees 
quclconques  dc  a  ct  de  [3  Si  Ton  substitue  aces  \ariablesindepen- 
danlcs  les  suivanLcs 

p  =  (p(a,   pj,         P!=  ^(a,   p), 
1'uqaation  conscrvera  sa  forme  et  deviendra 

dp2  dp  dpi  dpf  dp  dp!  ' 

<•*,  b,  L  ayant  les  valeurs  suivantes 

T,  d?    dP 


b  — 


do"  +      \da    dp  "^  dp    da  /  ~*~  2     dp   dp  ' 
dpi  ^?i       r*  /^?i 

•H  B  -T —    -rs 1-  d   I    —77- 

da    dp  V  ^P 


i  0*6     <^0 

Si  done  on  vcuL  faire  dispaiaitie  les  deux  leunes  en  -^-,  j^> 

p  ct  p,  devront  ^Ire  deux  fonctions  differentes  satisfaisant  a  1'e 
q  nation 


On  peat  e"noncer  ce  resultat  de  la  manieie  sun  ante 

Considei  ons  I3  equation  diffei  entielle  du  premiei  o?  di  e  et  du 


second  dei  e 


(r9) 

ft    lacjuelle   nous   donnerons   le    nom   d'6quatioa   difiereatielle 
des  catactensLiques,  et  qm  se  decompose   en  deux   equations 
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du  pi  emiei   degie  ad  met  Ian  t  chacuiie  line  mtegiale    Soient 
p  =  e(a,   p\         pl  =  «|/(a,   (3) 

Les  deux  integiales  amsioblenucs,  ilfaadi  a  pi  endi  e  p,  p( 
nouvelles  vcu  tables  si  Von  vent  i  amenei   I'  equation  en  0  rt 


<  ., 

(20)  -—  --  t-  a'  —  -4-  £/  -  --  h  c'O  —  o 

c/p  dpi 


On  voiL  que  la  transformation  serait  impossible  si  le  piemiei 
merabre  de  [.'equation  (19)  etait  un  carie  parfait  Mais  il  lesulle 
des  formules  (17)  que  si  I'on  piencl  alois  pour  p  1'integrale  unique 
de  1'equation  (19),  1'equation  en  0  se  reduit  a  la  fonnc  simple  ([  ) 


.     .  ,  7, 

(2i)  —  -  +-  a  --  1-  b  --  1-  c  0  —  o 

d  O  aj, 


107  Apres  avoir  rappele  ces  definitions  el  ccs  piopnetes,  levc- 
nons  aux  questions  que  nous  avons  en  vue,  et  supposons  que 
les  quali  e  cooidonnees  liomogenes  x:  y,  z^  t  on  u,  v,  tr,  p  soient 


(')  On  pent  meme  simplifici1  encoie  ceLte  equation  des  que  Ton  en  connait  dcs 
soluLians  paiticuhcies,  cai  soient  0,,  Oj  deu\  de  ces  solutions  si  Ton  piend 
com  me  nouvelles  \aiidblcs  nidLpendautcs  p  et  le  lappoit 


ct  si  Ton  pose 

8  =  8ie, 

la  fonction  a  satisfeia  a  nne  equation  de  meme  foime  que  I  equation  (21) 


JIais,  comme  cette  equation  doit  admcttie  les  solutions  particulieies 

(7=1,         er=p'1? 

i',  et  c,  seiont  mils,  et  cllc  sc  luluira  4  la  forme  binome 

d*c  ds 

-r-ry  +  a  —  =o 
dp'^         '  dp 

Le  laisonnerncnt  precedent  montic  d'ailleuis  que  cette  forme  n'est  pas  tj'pique 
et  peut  etre  obtenue  d'une  infinite  de  manieres 
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expiunees  en  fonclion  de  deux  vanables  a  et  p  Si  Fon  a  obtcnu, 
par  un  proce"de  qnelconque,  tine  Equation  de  la  foimc  (16)  A 
laquelle  satisfont  ces  qualre  coordonnees,  on  pent  la  ramcner,  par 
le  precede  que  nous  avons  indique,  a  la  foime  (20)  et  1'on  ic- 
connait  alors  immediatemenl  que  les  courbes  (p),  (p,)  IracenL  sui 
la  surface  un  systemc  conjugue.  Nous  pouvons  done  enoncer  la 
proposition  suivanlc 

Quand  on  afoi  me,  d'une  maniei  e  quelconque,  une  equation 
de  lafotme(iQ)  a  LaqiieUe  satisfont,  soit  les  quatr  e  coot  donnees 
poncLueUes,  soit  les  quati  e  cooi  donnees  Langentielles,  les  ca~ 
i  actet  istiqiicit  de  ceLte  equation  ti  acent  sur  la  sin  face  un 
sj  stcme  conj  ug  ue 

Une  equation  de  la  foime  (iG),  conlcnanl  cinq  coefficients,  n'est 
pas  cletermince  pai  la  condition  d'admcLlre  comme  solutions  pai- 
hcLiheies  les  quatic  coordonnees  ponctuelles,  par  excinplc  Mais, 
si  Ton  ajoule  a  cette  condition  celle  d'adraettie  une  cinquieme 
solution  cp,  tous  scs  coefficients  sciont  paifaitemcnt  determines, 
ainsi  que  le  svsteme  conjugue  form  6  par  scs  caracteustiques  En 
re  sens,  on  pent  due  que,  a  cliaque  fonction  cp,  coriespond  un 
systcme  conjugue  paiticuhcr 

Ainsi,  supposons  que  1'on  pienne  des  coordonnees  caitesienncs 
x,  }  }  z  L'equation  (16),  de\ant  alors  aclmettre  la  solution 
B=i  =  i,  ne  contiendra  pas  le  teime  en  0?  et  tous  ses  coef- 
ficients seronl  completement  de  Lei  mines  par  la  condition  qu'elle 
admette,  en  nieme  temps  que  x,  y,  ^,  une  nouvelle  solution 
paiLicuhcre  cp  que  nous  supposeions  exprimee  en  fonction 
de  x,  y,  z,  pai  evemple.  Ramenons  1'dquation  a  la  foime  (20) 
en  pienant  comme  nouvelles  vauables  les  paiametres  p,  p,  du 
systeme  conjugud  forme  par  ses  caractenstiques,  et  soit  alois 

^0          .  dO      _  r& 

__     _       —  —      Ji      _          r_     R     _ 


foime  nouvelle    On  am  a 


dc        n  dr 

-    -+-   B    —    , 
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et  les  equations  analogues  en  y  et  z    Si  Ton  exprime  mamlenanl 

i  i,        ,1  d-x        d2-}         d-z 

que  CD  en  est  une  solution,  et  si  1  on  ehmine  -r — r— »  — :—  ?  -. — r- 
-1        '  dp  dpi     dp  dpi     dp  op! 

an  moyen  des  equations  precedentes,  on  trouveia 

d-a  dv  dx          d-a    f dx   dy         dy  dt,  \  d2®  dz    dz 

! . 1 --{    -— 1 I   -I-  -i =0 

r)x-  dp   dpi        dx  dy  \  dp  dpL        dp   dpi/  dz-    dp  dpi 

C'est  une  relation  a  laqnelle  devront  salisfane,  en  chaque  point 
de  la  suiface,  les  tangeutes  auv  deux  families  conjuguees 

108   Si  Ton  prend,  par  example,  la  valeur  suivante  de  j 


on  am  a 

dx  dx        dv   d}         dz  dz 

"dp   dpi        dp  <)pi  "^  dp  dpi  ~     ' 

le  sj  steme  conjngue  est  orthogonal,  c'est-a-dire  qu'il  est  forme 
des  denv  systemes  de  hgnes  de  couibuie,  ce  qui  nous  conduit  au 
th^oreme  suivant  . 

L*  equation  de  la  foi  me 


T, 

^H-B^7p--c^+D^+Ii^=:0' 

dont  les  coefficients  sont  deter  mines  par  la  condition  qu'ellc 
admette  comme  solutions  pai  ticuheres 


xi  _/:  z  de^ignant  les  cooi  donnees  cai  tesiennes  01  t1iogo?ialei> 
dhm  point  de  la  surface  exp?  imees  en  fo?/ctioji  de  deux  va- 
i  lables  quelconquescf  et  (3,  admet  pow  cat  aclei  istiques  les  deux 
families  de  hgnes  de  com  bure  de  la  surface 

L'application  suivante,  qui  est  tres  simple,  fournit  une  vilifi- 
cation de  cette  proposition  Pienons  comme  \ariables  indepen- 
dantes  deux  des  cooi  donnees  x  etjK  L'equation 

^9  r)20  ^6       nd6       ^dO 

A  -r-5  -+-  B  -  --  1-  G  -r—  ,  -i-  D  -  —  i-E  —  =o, 
ox-  Uj.  oj  df2  dx          c)} 
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devant  admettre  les  solutions  particuheres  x  et  i ,  on  auia  d'aboid 

D  -  E  =  o 

si  Von  exprime  ensmte  qu'elle   admet  egalement  les  deux  so- 
lutions 

0  =  c,         6  —  ar2-+-j2H-.32, 

on  obtiendra  les  deu\  iclations 

A/-t-B'?-t-C/  —  o,        A  ( i  -t- />2  "i  -i-  B/><7  -+-  Cn  -<-  q- )  —  o, 

OLI  /?,  q,  7',  5,  £  designent  les  denvees  de  s,  et  qui  determinent  les 
lappoits  de  A,  B,  C   L'equation  chercliee  est  done 

d^ 
dp 

i  —  t(\ 


c 


tl'eqnalion  diflerenlielle  de  ses  caract^ristiques  fournitl'dqualion 
bien  connue  des  lignes  de  courbuie 

109  La  the'oue  des  lignes  asymptoiiques  d'une  surface  se  rot- 
tache  par  les  liens  les  plus  elioits  a  celle  des  systemes  conjugaes 
Si  Ton  groupe  ces  lignes  en  deux  families  distinctes,  conime  on  le 
fait  pour  les  lignes  de  couibure,  on  pent  dire  que  cliacune  des 
deux  families  ainsi  obtennes  est  conjuguee  a  elle-m^me  Par  con- 
sequent les  bgnes  asymplotiques  se  conservent  loisqu'on  soumet  la 
surface,  soitaune  transformation  homographique,  soit  aune  trans- 
formation par  polaires  recipioqucs  Le  calcul  suivant  met  d'aillenrs 
ccs  resultals  en  Evidence 

Conseivons  loutes  les  notations  du  n°  96  Soient  loujonrs  u,  p, 
fp,  p  les  coordonndes  du  plan  tangent,  x,  j  ,  5,  t  celles  du  point 
de  contact  On  auia,  nous  1'avons  vu,  les  < 


ux  -+-  vy  -t-  wz  -f-  pt  =  o, 
u  dec  -r-  v  dy  -+-  w  dz  -{-p  dt  =  o, 
oc  du  -+• }  dv  •+-  z  dw  -+-  t  dp  =  o 


i38 
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qiu   so  rapportent  a  un  deplacemenl  qnelconque  effeclue  sur  la 
surface 

Cheichons  1'equation  differenlielle  des  hgnes    as^mptotiques 
II  faudra  ecure  que  le  plan  osculateur  de  ces  lignes  coincide  avec 
le  plan  tangent,   c'est-a-due  que  le  point  donL  les  coordonnees 

sont 

x  -+-  else  -r-  i  d1  v,    y  -+-  dy  -T-\  d-y  , 

se  trouve  dans  le  plan  tangent.   On  est  ainsi  conduit,  en  tenant 
coinple  des  egalites  precedcntes,  a  1'equation 


u  d- 


-H  (v  d-  z  -\-p  d-  1  =  o 


Les  idcntites  que  1'on  obtient  en  differentiant  les  deux  derniei  cs 
equations  (22)  nous  peimetlent  de  remplacei  1'equation  piccedente 
par  une  des  deux  suivanles 

i   du  dx  4-  dv  dy  4-  dw  dz  -r-  dp  dt  =  o, 
(    x  d-  u  4-  y  d-  v  4-  z  d-  iv  -r-  t  d2p  =  o, 

qui  liu  sonL  equivalenl.es 

La  piemiere  de  ccs  deux  formules  donne  immediatemcnt  1'c- 
qualion  diflfcientielle  des  lignes  asymptotiques  quand  la  suiface 
est  defmie  par  son  equation,  soit  en  coordonnees  ponctuelles,  soit 
en  coordonnees  tangentielles,  inais  les  foimules  precedenles  (23  ) 
et  (^4)  peruiettent  aussi  d'f§cure  cette  equation  difieientielle  si 
1'on  suppose  que  les  cooidonnees  soient  exprnn<§es  en  fonction  de 
deux  variables  a  et  (3  Par  exemple,  si  1'on  ehmine  u,  p,  tv,  p  cnLie 
la  premiere  equation  (22),  les  deux  equations  (i3)  du  n°  96  etTc- 
quation  (a3),  on  sera  conduit  a  la  iclation 


r 

da 
(Jot 

di 
op 

d-v 

y 

Ua 

dy 

cPy 

dz 

d~ 

- 

^ 

d>z 

dt 

dt 

t 

f-72  / 

dv. 

<)$ 

qui  constitue  1'equation  differentielle  cliercliee    Si  1'on  developp< 
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et  si  Ton  ordonne  par  lapport  a  da,  d$,  on  trouveia 

dx  do.  d-  c 
da  dp  da- 
dy  dv  d-y 


l3l) 


(25) 


d*z 


dp 


dt       dt       aH 

t      ~r~       'ir,         ,    ; 
()j       dp       dJ.1 


dv     die       d- 

da      dp     <)<y.  i 
dv     d>       d2- 


y      da 
d^ 


dj.     dp      da  dp 
dt      dt        J2/ 
da     dp      dcTdp 


dr  di 

J'    ay  dp 

dj-  dv 

"       d7  dp 

t)j  d^ 


d;       dL       d*t 
dj.      dp      dp- 


L'equalion  en  coordonnees  langenLiclles  est  Louie  semblable  el 
a'obticndra   en   remplacant   clans   la   precedenLe   X,  j  ,    3,    C  pai 

u,  c,  a>,  /; 

Nous  pournons  deduire  de  1'cquation  precedenLe  la  proposition 
tlejci  demontiee  (n°  98)  iclalivement  aux  sysLemcs  conjugues,  cai 
la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que  les  deuv  lamilles  de 
combes  (a),  ((3)  soient  conjuguees,  c'est-a-due  pour  que  les 
tangentes  a  in  courbes  coordonnees  qui  passenl  en  cliaque  point 
de  la  surface  divisenl  harmoniquemcnt  Tangle  foime  en  cc  poml 
paries  tangentes  asympLotiques,  est  evidemmcnt  que  le  coefficienl 
de  dod$  soit  nul  dans  1'cquaLion  differentielle  (26)  Nous  le- 
tiouvons  amsi  la  condition,  deja  donnee  (n°  97) 

110  Recipioquemenl,  Louies  les  fois  que  Ton  connaitra  snr  une 
surface  un  sysleme  conjugne,  on  pomra  ecure  Tequation  des 
hgnes  asymptotiques  sous  une  forme  qui  nc  contiendra  plus  le 
rectangle  ch  d$ 

lei  se  presente  une  nouvelle  occasion  d'appliquei  lapioposition 
de  M.  Koemgs,  car  si  Ton  suppose  que  la  dioile  D  qui  figure  dans 
I'enonce  de  celte  proposition  s'eloigne  a  1'infini  parallelement  \ 
plan  fixe,  on  reconnattra  que  les  sections  planes,  paialleles  «\ 


un 


I  fa  LIVRE    II    —   CHAP      II 

ce  plan  fi\e,  onl  pour  conjuguees  les  courbes  cle  contacl  des 
cjlindres  circonscnts  a  la  surface  dont  les  generatrices  reculignes 
sont  paialleles  aux  diverses  dioites  cle  ce  plan  Si  Ton.  rapporteles 
points  de  la  suiface  a  ce  systeme  conjugue,  TequaLion  des  lignes 
asymptotiques  ne  devra  contenir  que  les  caries  des  difTe'ienlielles. 
Prenons  en  effel  un  systeme  cle  coordonnees  cartesiermes  x,  J',  ~ 
et  soient/?,  q  les  denvees  de  z  conside'ree  comme  fonction.  de  x  et 
de  y  En  snpposant  que  le  plan  fixe  ait  etc  choisi  pour  plan  des 
J.G,  les  variables  qn']l  faudra  adopter  seront  les  siuvantes  : 

(261  x  =  a,        q  —  j3 

De  1'equalion 

dz  —  p  dx  -\-  q  c?v, 
on  deduit 

d(z  —  qy}  =  p  dx  —  y  dq  =  p  d'j.  — y  d$ 

Par  consequent,  si  Ton  pose 
(271  z  —  qy  =  Jt 

et  si  1'on  expnme   c'  en  fonction  de  a  et  de  (3,  1'equaUon  pre- 
cedente  no  as  donneia  evidemment 

<)z  dz' 

n  —  *  T  —  —  —  -  , 

P  ~   dz  J  d$ 

ou  encore 

uS)  p=p',      y--  q', 

p'  et  q'  designant  les  denvees  de  d  par  rappoit  a  a.  el  a  (3 
L'equation  difTeienlielle  des  lignes  asymptotiques 

dp  dv  -4-  dq  dy  =  o 
deviendra  done,  avec  les  variables  a  et  p, 

(29)  dp'  da  —  dq'  d$  =  o, 

et,  si  Ton  remplace  p',  q'  par  leurs  expressions  /'  da  •+-  s'  <^P, 
s'  da.  -f-  t'  dfi:  en  fonction  des  denvees  secondes  ;',  5',  t1  de  5',  elle 
prendra  la  forme 

(30)  i'rfa«  — /'dp«  =  o, 
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qiu,  commc  nous  1'avions  prcvu,  ne  contient  plus  le  lei  me 
en  dadfi 

ill  La  foime  si  simple  dc  cette  equation  peimet  cl'obtenu  un 
grand  nombrc  de  surfaces  donL  on  pouria  detei  miner  en  icimes 
finis  les  hgnc's  asympLoliques. 

En  effcL,  considcrons  a.  la  fois  une  equation  diffeienliclle 

130  ^  =  «p^P; 

el  I'equation  aux.  dcnvees  parlielles 
(3a)  j'—t'yw  p;^o 

Si  Ton  sail  Lrouvcr  une  fonclion  z'  satisfaisant  a  cette  clerniere 
equation,  on  en  dediura  une  surface  en  remontant  a  sc,  y,  z  par 
les  foi  mules 

ar  =  a,         y=—q\         z  =  qy  H-  z'  =  J  —  $q' 

Oi  les  ligncs  asympLotiqucs  cle  cette  surface  seiaient  detci  minces 
par  I'equation 


ji 
el,  en  rcmplarant  -7  par  sa  valeur  deduile  dc  I'equation  (3a),  on 

retiouvera  I'equation  (3i)  Toutcs  les  fois  que  Ton  saura  mtegrei 
cette  equation  differentielle  en  m^mc  temps  que  I'equation  auv 
derivees  paiticlles  (3?),  on  aura  done  des  surfaces  dont  on 
connaitralcs  ligncs  asymptotiques 

Supposons,  pai  cxcmple,  que  1'on  prcnnc  pour  la  fonction  cp 
une  conslantc  A-  Les  equations  finics  des  deux  systcmes  de  li»nes 
asymptotiques  seiont 

(3  -+-  ky  =  coabt  ,         (3  —  A  y.  =  const 
L'cquation  (3a  )  aura  pour  intdgrale  gdneiale 


et  les  coordonnees  x,  j,  z  d'un  point  de  la  surface  seiont  donnees 
en  fonction  de  v  et  cle  (j  par  les  formulas 
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112    Voici  encoie  une  autre  application  de  la  foimule  (s5) 
Consideions  les  surfaces  pour  lesquelles  les  cooidonnees  caitc- 

siennes  x,  }f,  z  sont  definies  en  Jfonction  de  deu\  variables  p,  p, 

pai  les  expiessious  suivantes 


a  )'"(  pi—  a  )", 
(33^)  <  J  =  B  i  p  —  b  )'"(  pi—  b  )", 

(  j  =  Ci  p  —  c  i'"ipi—  ci" 

Je  dis  d'abord  que  les  com-bes  (p),  (pi)  liacent  snr  ces  sui  faces 
imsvsteme  conjngue.  On  verifie  en  effet  quc  les  Liois  coordonnees 
salisfonL  a  1'equation 

r)afl  d(\  cyfi 

(  34  )  (  p  —  pi  )  T  —  :  --  1-  n-  --  ?n  —  =  o 

'  ~       r  - 


II  suit  de  la  que,  si  1'on  cherche  1'equaLion  des  hgnes  asympto- 
liques  en  appliquant  la  foiranle  (?-5),  celle  equation  ne  contiendia 
p.is  dc  teime  en  d^  dpi  En  faisant  le  calcul,  on  obtienl  en  effel 
1'equalion  differcntielle 


---  -,  --  =  —j  --  -  ^' 

I  a  —  p;i  o  —  pj,  c  —  p)        (  «  —  ptji  6  —  pi;i  c  —  p1(i 

qui  s'integre  dans  Lous  les  cas  par  des  quadratures,  mais  dont  l'in- 

i  i    ,1  IP  i  m(  m  —  0 

legrale  est  algebuque  toutes  les  lois  que  le  quotient  —      _7\~  esl 

le  carre  d'tm.  nombie  commensurable. 

Dans  le  cas  particuher  ou.  m  est  egal  a  «,   on  peul  elmimei1 
p,  p(  et  trouvci  Pequation  de  la  surface,  qui  est 


On  reconnatt  les  suifaces  tctraedrales,  dont  Lame  a  commence 
1'etude  clans  son  Examen  des  cliff  GI  entes  methodes  cjnplovees 
pout  i  csoudi  c  les  ptoblemesde  Geometue,  public  en  1818,  ci 
qui,  clepius,  out  et6  1'objet  des  tiavaux  de  nombreux  geomelies, 
]5aimi  lesquels  il  fauL  citei  plus  particuherement  M  de  la  Gour- 
neiie  L'equalion  (35)  se  re"duit  alois  a  celle  qui  a  eLe  inl^gree  par 
Eulei  et  qui  donne  1'addition  des  fonctions  elhptiques  Paimi  les 
formes  si  nombieuses  que  Ton  pent  doniier  a  sou  integrale,  nous 
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choisirons  ia  suivanle 


a  —  b}(a  —  t  ) 


ou  cr,  ("i,  Y  designent  tiois  conslanles  arbiiraiics  dont  la  somme  est 
nil  lie. 

l£n  changeant  legcrement  les  notations,  cela  donne  le  rcsultal 
sin  van  L 

Les  hgnes  asvmptotiques  de  la  sm  face  teti  aedi  ale 


\ont  detei  minees  par  ^equation 


o«  c/,  (3,  Y  5o;i^  f;oz5  constanles  arbiii  au  es  dont  la  somme  cst 
mille  Lews  pi  ejections  sin  un  des  plans  coordonnh,  le  plan 
dei>  yz  pai  exemple,  out  poiu  equation  ('  ) 


113  Les  formules  (33)  ddtermment  un  grand  n ombre  de  sur- 
faces difTeientes,  elles  conviennent  en  pailiculiei  i  la  surface  de 
Sterner  pour  ?n  =  n  —  2,  a  la  surface  des  centres  de  courbure  de 
Felhpsoide  pour  in  =4,  n  =  4>  Nous  remarqueions  qu'elles 
conservent  la  meme  forme,  lorsqu'on  suLstitue  les  coordonnces 
tangentielles  aux  coordonnees  ponctuelles  Soit,  en  effel, 

£«  X.  -t-  f  Y  +  wZ  —  i=  o 


(1)  Les  lignes  asymptoLiques  des  suifaces  teuaedrales  ont  ete  detcrmmc-Cb  en 
premier  lieu  par  M  Lie  [voir  I'aiticle  Ueber  die  Reciprocitats-rerhaltmssc  des 
JReye'schen  Complexes  (Gottingen  Aacluichten,  pp  5366,  1870)]  La  maUoJe 
mdiquee  ici  a  etd  developpee  pai  1'auteur  dans  le  Bulletin,  de\  Sciences  mathe 
niatiques,  t  I,  ira  sene,  p  355,  1870 
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1'equation  du  plan  tangent,  it,  p,  w  seront  determines  par  les  Irois 
equations 


il  r  i)  y  i)z 

It V  —   -1-  (P   —    =  O, 

<JD  dp  dp 

du  dy  ()z 

II    I-    C r      IV      —    0, 

dpi          dpi  dpi 

qui  donnent 

i  o  —  a}1-"1  (  p]  —  a  )[~rl 

It    —     -  .  ,  3 

A  (  a  —  b  i  (  a  —  c ) 
lp  —  b )  l~"1  (  p ,  —  b  ) '-« 
"  ~       U(6  — a)(6  — c;      ' 

„,  =  (_PjrcJI~"l(P»  ^_^'!7" 
C(6  —  « )( c  —  6  j 

Si,  en  particuliei,  on  a 

m  —  «  =  i, 

on  obtient  des  snifaccs  qui  coincident  avec  leur  polane  recipioque 
par  rappoit  a  la  surface  du  second  degre 

A-(a  —  b)(a  —  cj        B-(  b  —  ci)(b — c)        C-^c  —  ajic  —  b) 

Dans  ce  cas  encore,  1'equation  differentielle  des  lignes  asjmpto- 
tiques  se  reduira  a  celle  d'Euler  ( ' ) 

11-4  En  terminant  ce  sujet,  nous  indiqucrons,  entre  la  theoiie 
des  lignes  asymptotiques  et  celle  des  equations  lineanes  aux  df- 
rivees  partielles,  des  rappiocliements  analogues  A  ceux  qin  font 
1'objet  des  nQ!>  84  et  107  Une  famille  de  lignes  asymptotique^ 
pou\ant  etre  consideiee  comme  un  sjsleme  qui  est  i  lui-meme  son 
piopre  conjugue,  le  theoieme  du  n°  107  nous  donne  umnediale- 
ment  le  suivant 

Si  les  coordonnees  r,  JK,  -,  t  oa  it,  <;,  (P,  p,  cotisidei  ees  comme 
des  fonctwns  de  </  et  de  (3,  satisfont  a  line  equation  line  an  e  de 
la  foi  me  (16)  pom  laquelle  les  ecu  actei  istiques  !>ont  conjon- 


(')  On  pourra  consultci  unc  Note  sin  les  lignes  asymptotiques  de  la  sw  face 
des'ondes  (Comptes  rendus,  t  XCVII,  p  1089,  iSS3)  ou  1'oa  trouveia  unc 
generalisation  cle  la  nitlliode  qui  est  employee  dans  les  deinieis  numeios  dp  cc 
Cliapitrp 
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dues,  les  cai  actenstiques  de  cette  equation  ti  acent  sur  la  sur- 
face line  des  deux  families  de  lignes  asymptotiques  En  pai  ti- 
culier,  si  elles  satis/ont  a  une  equation  de  la  forme 


les  lignes  a  =  const  sont  asymptotiques 

Gelte  dei  mere  par  tie  de  la  proposition  se  verifie  imrnediatement, 
a  1'inspecLion  de  1'equation  (aS),  dans  laquelle  le  coefficient  de 
d$-  devient  nul,  en  vertu  de  1'liypothese 

Toutes  les  fois  qne  Ton  aura  xme  Equation  Imeaire  de  la 
forme  (36)  et  que  1'on  en  connaitra  qualre  solutions  lineairement 
md^pendautes,  le  llicoieme  precedent  permettra  d'obtenir  une 
surface  sur  laqaelle  on  connaitia  une  des  deux  families  de  lignes 
asymptotiques 


D.  -  I 
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CHAPITRE  III. 

DBS    SYSXEMES    ORTHOGONAUX    ET    ISOTHERMES 

Division  de  la  surface  en  carrcs  infiniment  peliLs  —  Systemes  isoLhcirncs  ct  cooi- 
donnees  symeLriques  —  CaiLes  geographujues  —  Resolution  du  pioljlune  pour 
les  surfaces  de  revolution  et,  les  suifaces  du  second  degre  —  Systcmes 
dans  le  plan 


'H5    Apies   avoir  donne  les  propne"tes   les   plus  simples  dcs 
sjstemes   conjugues,  nous  aliens  considcrcr  les  sysLemcs  orLho- 

gonaux  et  paitjculieiement  les  systemes  a  la  fois  orthogonaux  cl  *5 

isotliermes    Nous  recherchons  d'aboid  Lous  les  sysLcmcs  do  cooi-  ' 

donneet)  orthogonales  permeltant  de  divisor  la  surface  en  cam's  f 

mfiniment  petits.  \t 

Soil  i 

ds*  =  A2  dun- 


1'expression  de  Felement  Imeaire,  A  et  C  seront  dcs  Tonctjons  I 

donnees  de  u  et  de  v 


A=/(M,  0,        C  =  <?(u,  P)  f 

t* 

Gonsiderons   (fig.    6)   quatie  lignes   coordonadcs   dc   cliaquc  *. 

famille    (A),  (A,),  (B),  (B,),  correspondantes  aux  valcuis  r 


u0,     u0  -+•  du0,     u,     u  -t-  du  >flf 

ft 

F? 

.....  .,,      x  ,,      ^  .,,       ------  j-  -------  -     «-*      TUJL^UJLa 

l» 

t>,     v-i-dv  _ 


<le  v   Elles  determment  evidemment  quatre  rectangles  infimmenl 

petits  (i),  (2),  (3),  (4)   Cherchons  s'll  est  possible  de  disposer  de 

du,  dv,  du0,  dva,  de  telle  mamere  que  ces  ieclang[Cs  soieut  tovis  f 

des  carres.  La  consideration  de  chacun  d'eux  nous  donncia  Jes  W 

rT 


relations 
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./Oo,  "o)  fft'o  = 


f(il,    (')  f/tt  =  <p  («,    (')£/<•> 

Ces  equaLions,  au  nombie  dc  quatrc,  nc  conLieuueuL  que  irois 
inconnues,  les  rapports  dc  du,  dv,  du0^  dv0.  L'climmation  cle  ces 
rapports  condmra  a  une  condition,  que  Ton  obtient  d'ailJeurs 
unmediatemcnt  en  multiphant  membre  a  meinbie  Louies  les  cqua- 
linns  On  trouve  ainsi 


Fig   6 


IBi) 


Donnons  dans  cette  relation  a  ^0  et  a  PO  cles  valeurs  numenques 
qnelconques.  Elle  prend  la  forme 

f(u,  P)        6(M) 


et,  par  consequent,  on  devra  avoir 


C  =  cp(zi,   (;;  =  X  6i(p), 

1  designant  une  fonction  qaelconque  de  fi  et  de  c. 

Si  1'on  substitue  ces  valeurs  de  A  etde  C  dans  1'  element  hneaire, 


l48  LIVRE   H     —    CHAP.    Ill 

on  oblienl  la  nouvelle  expression 

ds*-  =\*[V(u)  du*  +  0  l(  v  ) 

on,  plus  simplemenl, 

(g  <r/52=  \*-(dut 

en  posant 


Recipioqucmenl,  Louies  les  fois  que  1'  element  lindane  pourra 
elie  ramene  a  la  forme  precedenle,  la  surface,  nous  le  savons 
(u°  65),  sera  divisible  en  caires  infimmenl  pelits  par  les  ligncb 
coordonnees 

116  Nous  avons  dej  a  rencontre"  plusieurs  surfaces  sur  lesquelles 
il  existe  des  syslemes  oriliogonaux  et  isothermes,  nous  allons 
mainlenant  demontrer  que  1'element  lineaire  d'une  surface 
quelconque  peuL,  d'une  infiniL^  de  mameres,  etre  ramene  a  la 
forme  (i).  Pour  comprendre  la  me'thode  smvante,  il  suffit  de 
remarquer  que,  si  1'on  subsliLue  a  u^  v\  les  variables  complexes 


la  formule  (i)  se  pr^senLe  sous  la  forme 
(2)  ds^  — 


Cela  pose,  conside"roiis  line  surface  quelconque  dont  1'element 
sorit  donne  sous  la  forme  la  plus  gene"rale 


^A2  =  E  difi  -+-  aF  du  dv  •+•  G  dv2 
Posons,  pour  abr^ger, 


et  excluons  le  cas,  qm  d'ailleurs  ne  pent  se  presenter  pour  des 
surfaces  reelles,  ou  EG  —  F2  serait  mil  et  ou  1'^ldment  lineaire 
seraiL  un  carr^  paifait  (')  On  pourra  decomposer  1'eldment  li- 


(')  LYltiment  hn^aire  n'est  un  carre  parfait  que  dans  le  cas  oCi  la  surface  esl 
une  ddveloppable  circonscrite  au  cercle  imagmaire  de  1'infini.  En  effet,  supposons 
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neaire  en  deux  facteurs  el  ecrire 


//p.        F-Hz.II   ,  \/  /=  ,         F  —  iH   .  \ 
\/li  cm  -+-  «P  )  f  yE  du  -\ — —  dv  \ 

Si  nous  egalons  a  zeio  successivement  les  deux  facleurs,  nous 
aurons  deux  equations  diflferentielles    Soient 

cp(  zj,  <;)  =  a,         (^  ( zi3   v )  =  [3 

les  integrates  de  ces  equations ,  elles  definiront  deux  families  de 
hgncs  imagmaires  iracees  sur  la  surface  et  dontl'aic  seia  egal  a 
zero  On  aura,  comme  on  sait, 


.  /      . 

da.  =  JL     /E  du  - 

~ 


quc  i'on  ail 

ds1  ~  ( jn  du  -+-  n  dv" ) 

Soit  7  le  facLcui  qui  lend 

/i 

mdu  -\-Jiclv 

Ti 

une  diffdrcnLielle  exactc 
On  pouria  posei 

(i)  ds=  =  h"d$\ 

h  sera  line  fonction  de  p  et  d'une  seconde  cooidonnde  curviligne  a  peimeltant  de 
eh  flnii,  aACC  p  les  diflteienls  points  de  la  suiiace  Les  cooidonnees  rectangulaues 
x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  surface  deviont  satisfaue  au\  deux  equations 


1  da;  dx       dy  dy        d=.  dg  __ 

da   dp"        d«   dp         dac  dp  ~ 

En  difterentiant  la  premieie  par  rappoit  a  a  et  i  p,  on  obtient 

dx  d*x          dy  d*y          d_£  d3^    _ 

/  3  •)  ,' 

'  da?    d3;£        dx    ds.j'         d-     d-s 


da    dad?         da    dadp         da 
Si  I'on  differentie  la  seconde  des  formules  (2)  par  rapport  a  z,  on  aura,  en  tenant 
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p.  el  v  elanl  des  facLeurs  convenablemenL  choisis,  <y,  (3  sonl  evi- 
dcmmenl  Jes  foncLions  de  «  cLde  v  independantes  1'une  de  1'autve, 
CEU  leiu  dcteiminanl  fonclionnel 

—  2  [)  -)  I  H 

csl  different  de  zero  Si  on  les  prend  comme  nouvelles  variables, 
la  inulUphcation  des  deux  formules  precedences  nous  donnera, 
]>our  1'elemcnl  Imeaire  de  la  surface,  1'expression 

els*  =  — 

[J.V 

on,  on  changeanl  les  notations, 


<  omple  tie  la  secondc  cqiiaLion  (3), 


La  compaiaiaon  des  equations,  piecedcnles  nous  montre  que  Ton  auia  deu\  solu- 
Lion^  difieientes  des  equations  liomogenes  en  u,  v,  w 

dx         dr          d- 

U- \-  v i-(V —    =0. 

da  da  da 

dx          di 

M  Ton  piend,  soit 


fro,  d'y  d  ^ 

On  duit  done  avoir 

daj    da2    da5 

dx  ~~   dv    ~~    d-  ' 

da  da           da 
il  on  1  on  dediul,  en  integrant, 

dx  dr             d-3 

dx  da               da 

(5) 


/(P)       A(f»)       /(P) 

Si  Ton  designe  pai  ~  la  v.ilcui  commune  de  ces  lappoits,  on  ama 


Lemons  quo  ces  valeuis  de  a,  y,  z  satisfont  aux  equations  (2),  nous  Uou- 
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Nous  aurons  souvent  a  employer  le  systeme  des  variables  a,  ft 
qui  ont  legu  le  nom  de  cooidonne.es  symeti  iques  Dans  le  cas 
d'un  element  hne'aire  reel,  on  pent  evidemmenl  supposer  que  les 
variables  cr  et  (3  soient  nnagmaires  conjuguees,  ainsi  que  les 
facteurs  p.  et  v.  Supposons,  pai  exemple,  que  Ton  ail  obtenu  des 
fonctions  a  el  jj.  vdrifiant  la  premiere  equation  (3),  si  Ton  change 
i  en  —  z,  on  voit  que  les  imaginanes  conjuguees  de  a  et  de  u. 
donnent  une  soluiion  de  la  seconde  equation. 

117  Supposons  que  1'element  Ime'aire  ait  ele  mis  de  deux  ma- 
nieres  diffeientes  sous  la  forme  (4)  et  que  1'on  ait  a.  la  fois 

JNous  aliens  montrer  que  cette  equation  ne  pent  avoir  lieu  que 

si  a',  [3'  dependent  respectivement  d'une  scule  des  variables  a,  (3. 

En  eiFet,  si  Ton  suppose  a',  (3'  evprim^s  en  fonction  des  variables 


bi  I'on    ajoute    les  equations  (6),  apres  les   avou   multiplitiC',    pai  /((3),  /,(P), 
/,(P)  respectivement,  on  aura 


Si  on  les  mulliphe  pai  /',  /,',  /J,  on  tiouvcia  dc  mdme,  en  les  ajoutant, 


on,  en  tenant  compLe  cle  la  seconde  dqualion  (7), 
(9)  ' 


L'equation  (9)  s'obtient  en  pienant  la  denvee  de  1'equation  (8)  pai  lapport  a  p 
La  suifacc  est  done  1'enveloppe  du  plan  defiui  pai  1'equation  (8)  Or,  d'apies  La 
premiere  cles  foi  mules  (7),  ce  plan  esL  tangent  au  ceicle  de  1'infini 

Les  spules  suifaces  poui  lesquelles  1'element  Imeane  soit  un  caire  paifait  sonl 
done  les  cleveloppables  cuconsciites  au  ceicle  de  I'lnfini  Les  aietes  de  rebrousse- 
ment  de  ces  developpables  sont  des  courbes  dont  toutea  les  tangenles  lencontient 
le  ceicle  a  1'infini  et  qui  satisfont  a  1'equation 

dx"  -4-  rfy2  +  dz"  =  o 


132  HVRE    II.  —    CHAP     III 

inddpendantes  v,  (3  et  si  1'on  remplace  les  diffe'reniielles  da',  dfi' 
par  leurs  valeurs 

da'  ,  da'  ..  dS'  ,  op'  70 
—  c/y.  -4-  -TO-  dQ,  -£-  da.  -f-  ~  do. 
da  dp  da  dp 

1'identite  (5)  nous  donnera  les  trois  equations 

dj!  dB'  da!  dS'  da'  dS'        da'  dS'         )i2 


La  premiere  ne  peuL  avon  lieu  que  si  o1  ou  p'  dependent  de  la 
seule  variable  a,  et,  en  tenant  comple  de  la  seconde,  on  a  les  deu\ 
solutions 

«'  =  #(«),        P'  =  #i(P) 
ou 


Nous  obtenons  done  le  theoreme  suivanl  : 

Lorsqu'cm  aura  mis  V  element  linean  e  sous  la  forme 


o;i  ne  pour  j  a  conserver  cette  forme  de  V  element  line  an  e  que 
si  Von  substitue  aux  v  ai  tables  cy,  (3  les  va?  tables  c/',  [3'  detet- 
mmees  par  Vun  ou  I'aatie  des  systemes 


118.  Des  coordonn^es  symetriques  on  passe  imme'dialement 
aux  systemes  isothermes.  Reprenons,  en  efFet,  la  formule  (4)  el 
remplagons  a,  p  par  les  expressions  suivantcs 


a  =  it  -i-  iv, 
elle  donnera 

(6)  ds1=^ 


C'est  la  forme  de  1'e'le'ment  Imeaire  qui  caractdrise  les  systf3mes 
isothermes  En  apphquant  a  ces  systemes  les  propositions  d^ja 
d^montrees  pour  les  coordonne"es  sym^triques,  on  peut  enoncer 
les  theoremes  suivants  . 

i°  Siu  toute  surface  il  existe  line  infinite  de  systemes  ortho- 
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gonaux  et  isotheimes.  On  les  obtient  par  Uintegi  atwn  com- 
plete de  I' equation 

ds-  =  o 

a"  Loisqu'on  a  oblenu  un  sj  sicme  isothei  me  (u,  r),  on  passe 
a  tout  autie  sjsteme  isollierme  (u1 ,  v'}  par  I'emploi  de  Vun  ou 
Vaulrc  des  systemes  de  Jormules 

i° 

\  u'  -f-  w'  =  J  (u  -t-  IP), 
(   u'  —  10'  =jl(u  —  iv), 


'I 

(8) 


,,0 


/•  consequent  la  connaissance  d'un  seul  systeme  orthogonal 
et  isothenne  trace  sur  la  surface  enti  aine  celle  de  tons  les 
auLies  systemes  semblables  traces  sur  la  meme  sit/ face 

119  La  llidone  des  coordonnees  symetriques  et  des  systemes 
isothei'mes,  qu'on  peuL  faire  remonter  au  premier  Memoire  (' )  de 
Gauss,  public  en  iSa5,  doit  son  engine  a  1'^tude  d'une  belle 
question  de  G^oraelrie  piatique,  celle  du  trace"  geograplnque  d'nne 
surface  sur  une  autre,  et  pins  particulierement  sur  le  plan  La 
lh.e*orie  des  cartes  g6ograpluques  avait  6te  1'objet  d'importants 
travaux  de  Lambeit,  d'Euler,  de  Lagrange.  Comnie  il  esl  impos- 
sible (n°  72)  dc  repre"seiiter  une  portion  de  la  sphere,  ou  de 
Loute  aulre  surface  non  ddveloppable,  sur  le  plan,  de  maniere 
a  conseiver  les  longueurs  des  aics,  on  s'etait  suitout  attache 
aux  modes  de  representation  qui  conservent  les  angles,  tels 
que  la  piojection  st^reographique,  la  projection  de  Mercator 
Ces  modes  de  representation  ont  la  propriete  fondamentale  d'e- 
tablir  la  similitude  des  elements  mfiniment  petits  qm  se  corres- 
pondent sur  les  deux  surfaces  Si  1'on  consideie  en  effet  deux 
triangles  correspondants  mfiniment  petits,  on  pouira  IPS  assimiler 


(')  G\uss,  Allgemeine  Aujlosung  det  Au/gabe  die  Theile  einer  gegebenen 
Flache  auf  emei  andein  gegebenen  Flache  so  abzubilden  class  die  Abbddung 
dem  Abgebildeten  in  den  klemsten  Theilen  ahnhch  wird  (OEuvies  completes, 
t  IV,  p  198) 
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ei  deux  Lnangles  reclilignes  et,  comme  ils  seront  equiangles,  leurs 
coles  homologues  seroiitproporlionnels  Reciproquement,  si  deux 
surfaces  se  correspondent  point  par  point,  de  telle  maniere 
leurs  elements  lineaires  soient  lies  par  la  relation 


et  si  Ton  considere  sur  line  d'elles  une  legion  assez  petite  pour 
que  Ton  pnisse  y  faire  abstiaction  de  la  variation  de  X,  les  lignes 
correspondantes  tracers  sur  les  deux  surfaces  seront  dans  un 
rapport  constant,  par  consequent  deux  tuangles  correspondaiits 
in/mmient  petils  seront  semblables,  et  les  angles  se  conserveront 
quand  on  passera  d'une  surface  a  1'autre 

On  penl  etablu  cette  proposition  d'une  maniere  plus  rigouieuse 
en  chei  chant  Tangle  de  deux  courbes  tracees  sur  une  surface  quel- 
conque  Supposons  que  1'on  se  deplace  a  partu  d'un  point  de  la 
surface  dans  deux  directions  differentes  et  dcsignons  par  les  carac- 
lerisliques  d,  8  les  diflerenlielles  relatives  a  ces  deux  depiace- 

menls    Soit 

ds-  =  E  du-  -+-  2  F  du  dv  -I-  G  civ* 


1'expression  de  1'element  lindaire.  Les  formules 


,          dr   ,         dx  „          di  *          dx 

dx  =  —  du  -t-  -T-  dv          QX  =  —  o  u  -4-  -T- 

du  dv  du  dv 


nous  donneront 

(9)  dx  or  -+-  dy  rh  -+-  dz  <>z  =  E  du  on  -+•  F(du  ov  H-  dv  ou}  -r-  G  dv  OP 

et,  par  consequent,  Tangle  V  des  deux  directions  sera  determine 
par  la  foimule 

E  du  Git  -+-  Ffdit  ov  -r-  do  on}  -+-  G  dv  cv 

(10)  cosV=     ,  _  ^  ^  =  - 

/E  du*-+-  2F  du  dv  -+-  G  dv*-  /E  ou--+-  al1  o«.  OP  -*-  O  oc- 

On  -voit  qu'il  depend  seulement  des  rapports  de  E,  F,  G  el 
demeiue  le  ineme  quand  Telement  Im^aire  tout  entier  est  niul- 
tiplie  par  nne  fouction  quelconque  de  u  et  de  v 

120   Comme  Telement  hneaire  du  plan  est  reductible  a  la  forme 
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le  probleme  du  trace  geograplnque  d'une  surface  quelconque  sur 
le  plan  pent  etre  formule  comme  il  suit  . 

Mettre  I'elemenl  hneaire  de  la  saijace  sous  la  forme 


c'est-a-dire  detei  miner  sur  la  su/face  an  sj  stejne  01  tliogonal  cl 
isothej  me. 

El  ilresulte  des  de\e]oppements  precedents  que,  lorsqu'on  con- 
naitra  nne  solution  de  ce  probleme,  on  pouira  obtenir  toutes  les 
autres  sans  aucuue  integration 

Nous  avons  vu  que,  sur  toute  surface  de  revolution,  les  me- 
ndiens  et  les  paralleles  forment  un  systeme  isotheime  On  saiua 
done  resoudie  le  piobleme  poui  toutes  les  surfaces  de  revolution. 

GonsideionSj  par  e\emple,  la  sphere  pour  laquelle  on  a 

( i  i  )  ds-  =  du-  -i-  sin2  u  dv-  =  sin2  it  (  — h  dv-  ] 

Posons 

C  du  u 

=  KX  =.  log  tang—  3          r  =  ky  , 


Jmeaiie  cleviendra 
(  \-2.~)  di>2  - 


Si  Ton  fait  correspondre  au  point  (u,  v]  de  la  sphere  le  point 
da  plan  dont  les  coordonne"es  rectangulaires  sont  #,  v,  on  oL- 
tiendra  un  mode  de  trace  dans  lequel  les  meiidiens  faisant  des 
angles  egaux  seront  representes  par  des  droiles  paralleles  equidi- 
siantes,  etles  paralleles  par  des  droites  perpendiculaires  aux  pre- 
c^dentes  C'est  la  projection  de  Mercator  Elle  offre  1'avantage, 
autrefois  trcs  appr6cie  pour  les  cartes  marines,  de  faire  coiies- 
pondre  au\  loxodiomies  (courbes  qui  coupenl  tons  les  mt-udiens 
sous  un  angle  constant)  des  droites  de  la  carte 

Si,  au  contraire,  on  posait 
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1'ele'ment  lineaire  deviendiait 


En  faisant  correspondre  au  point  (it,  v )  le  point  du  plan  donl 
les  coordonnees  polaires  sont  p  et  w,  on  aura  nn  trac6  geographique 
dans  Jequel,  aux  mendiens  correspondront  des  dioites  concou- 
ranles,  et  aux  paralleles  les  cercles  concentnques  du  plan  coupanl 
toutes  ces  dioites  a  angle  droit.  C'est  le  trace  que  Ton  obtiendrait 
en  faisant  la  projection  stereographique  de  la  sphere  d'un  point  dc 
vue  place  au  pdle. 

121.   Considerons  mam  tenant  une  surface  du  second  dog-re"  rc- 
presentee  par  1'eqnation 


On  pent  la  regarder  comme  une  surface  tetratklrale  (n°  112)  cl 
prendre,  pour  les  coordonnees  x,  v,  z  d'un  quclconque  dc  scs 
points,  les  expressions  suivanles 


x  =  l/--         P)(a      9i) 


04) 


Nous  savons  deja  que  les  courbes  (p),  (p,)  forment  un  .ysicme 
conjugue  Ce  systeme  est  aussi  orthogonal,  car  les  formules  pre- 
cedentes  permettent  de  verifier  liquation 

da,   dx        dy    dy        dz   dz 

Le  systeme  (p,  p,)?  etant  a  la  fois  orthogonal  et  coniu-ue"  est 
done  forme  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  Les  formules  (iA] 
nous  permettent  ausside  calculer  I'el6ment lineaire  donton  obtieni 
i  expression  suivante 

Ci51  di^—  P-HlEl  F  P  d?~  n    Jr.* 

\iJ  )  Ui>    — _ r — j Pi  «p| 
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Posons 


—  pi)(c  —  PI) 
et  la  f  01  mule  (j5)  deviendra 

(16;  <fc'  =  P-Z_P_V«2+^2) 

On  a  clone  un  systeme  orlhogonal  et  isotherme,  son  emploi 
peimetlra  de  faire  la  carte  de  toute  icgion  trace'e  sui  la  surface  clu 
second  clegie'  (') 

II  rcsulle  du  calcul  pre'ce'dent  que  Ics  surfaces  du  second  degre 
sonl  divisiblcs  en  carres  mfhumentpcLits  par  leurs  lignes  de  cour- 
buie  CcLLe  propnete  apparlient  aussi,  nous  1'avons  ddja  vu,  an\ 
surfaces  de  involution 

Remarquons  encore  tine  propridLe  essentielle  de  1'element  h- 
ueaire  dcs  suifaces  du  second  degre  Dans  la  formule  (16),  p  est 
une  foucLion  de  v,  p(  est  une  fonction  de  p  L'element 
apparLient  clone  au  type  suivant 

(17)  ^ 


C{ui  se  pre'sentera,  sous  sa  forme  la  plus  ge"nerale,  dans  la  tlieorie 
des  lignes  ge"ode"siques. 


122.  La  tlicone  des  surfaces  homofocales  du  second  degre  con- 
diut  a  un  moyen  plus  elegant  que  le  piecedent  d'efTecluer  le  trace 
ge'ographique  d'une  surface  du  second  degre 

Soit 

_^  +  ^L_H_fL_r  =  o        (a>b>c>o) 
a  —  )„        b  —  A        c  —  A 

1'equation  d'un  systenie  de  surfaces  homofocales  11  passera  trois 
surfaces  du  systenie  par  un  point  quelconque  de  1'espace,  1'une 
sera  un  ellipsoide  correspondant  a  une  valeur  p2  de  \  infeneure 
a  c,  1'autre  un  hyperboloide  a  une  nappe  correspondant  a  une  va- 


(')  On  pouna  lire,  au  sujet  de  cette  representation,  le  Mdtnoire  de  Jacobi, 
Ueber  die  Abbildung  ernes  ungleichaxigen  Ellipsoids  auf  emer  Ebene,  bei 
wclcliei  die Uemsten  Theile afinlich bleiben (Join nalde  Crelle,t  LIX,p  7/|;i86i) 
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lour  p,  dc  X  comprise  cntrc  b  et  c,  et  la  iroisieme  un  hyperholoide 
a  dcuK  nappes  coricspondanL  a  une  valcur  p  de  \  comprise  entre 
a  cL  b  Par  consequent,  p,  p,,  p^  constiluent  uii  syslcme  de  coor- 
donnecs  curviligncs,  les  coordon/iees  eiliptiques  dc  Lam 6,  propre 
a  dtifimi  lout  poml  dc  I'espacc  On  sail  quo  cc  systeme  est  ortho- 
gonal ,  L'cxprcbbion  dc  I'elomenl  Imtiairc  cst  la  suivantc 

—  PIKP  — PO      ,    3 

y(p)         p 


ou  Ton  a  pose,  pour  abr6ger, 

/(P)=  («  — 

lin  y  laisanL  p^=  o,  on  rctrouvcraiL  La  formule  (i5) 
Lc  plan  z  =  o  corrcspondraiL  a  1'hypothesc  p2=  c1. 
D'aprc'"i  ccld,  coasiddrons  I'tm  quclconqac  dcs   cllipsoides  du 
vyslrinc  orLlio»onal  ct  faisons  corrcspondic  a  un  poml  ([iiclconquc 
(p,  pi)  dc  cet  ellipsoidc  Ic  point  du  plan  dcs  xy  qiu  a  pour  coor- 
donnces  clliptiquci.  p',  p',  les  quanUle's  dufmies  par  les  dcus.  oqua- 
lioris  suivanlcs 


r  dp'       __=  f  p 

Jh    \/(«-p')(p'-^)     Jb   v/(«-p)(^- 


11  rosultc  dc  la  formule  (18)  quo  les  (Moments  hn6aircss  des  deux 
suri'accs  sont  proportionnels ,  c?s,  di>1  de"signanl  les  arcs  correspon- 
dants  sur  L'ellipsoide  ct  sur  Ic  plan,  on  aura 

f 'il  =   P  — Pi . 

La  corrtispondan.ce  6tabhc  donne  done  un  nouveau  Iracci  gdogra- 
plnque  dc  I'clbpsoidc  sur  Ic  plan,  trace  que  Ton  pent  caraclcuser 
en  remarquantque,  si  1'cllipsoide  s'aplatit  en  dcmcurant  conslam- 
mcnthomofocalaliu-memc,  lai(5gionrepresentde  vient,  a  Jalimite, 
so  confondie  avec  la  carle  clle-me'me. 
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Revenons  aux  proprietes  gendrales  des  systemes  iso- 
thcimes  Sil'onconnaitsur  une  surface  quelconque  un  seul  de  ces 
systemes,  on  pourra  tracer  sur  celte  surface  non  seulement  les 
aulres  sysLemes  isothermes,  mais  encore  une  infinite  de  systemes 
orthogonaux  En  eflfel,  la  connaissance  d'un  seul  sysleme  iso- 
iherme  permet  de  faire  la  carte  de  la  surface  sur  le  plan  avec  con- 
servation des  angles  et  similitude  des  elements  muniment  petits 
Par  consequent,  a  Lout  systeme  orthogonal  Lrace  dans  le  plan,  cor- 
respondia  sur  la  surface  un  systeme  orLhogonal  Si,  de  plus,  ce  sjs- 
teme  esL  isotlierme  et  dmse  le  plan  en  carres  mfimment  petitb, 
ceLLe  propriete  appartiendra  an  systeme  correspondant  de  la  sur- 
face qui  seia,  par  consequent,  isotherme. 

II  resulte  de  la.  qne  nous  pouvons  nous  borner  a  etudier  sur  une 
surface  plane  les  questions  relatives  a  la  substitution  d'un  systeme 
isothermc  a  un  autre  D<§signons  par  X,  Y  les  coordonne"es  rectan- 
gulaircs  d'un  point  du  plan  et  posons 

Z  =  X-HtY,         Z'=X  —  iY. 
T.'elemcnL  lineaue  du  plan  aura  pour  expression 

(19)  dS>2  =  dZ.  dZ.'  , 

cL,  si  l'on  designe  de  meme  par  s,  5'  les  variables  complexes 

z'=x  —  l 


les  for  mules  qui  permcttent  de  passer  au  systeme  isotlierme  le  plus 
general  seront 

(20)  z=y(<o,      z1  =/!(*'), 


Oil 


si  l'on  veut  que  les  nouvelles  variables  x^y  soieiit  reelles  en  meme 
temps  que  les  anciennes,  il  faudra  evidemment  que  les  fonctions 
/,  f\  soient,  dans  les  deux  cas,  imagmaires  conjuguees.  Pour 
etudier  geom(5triquement  les  formules  pidcedentes,  nous  les  con- 
si  de"rerons  comme  definissant  un  mode  de  transformation  qui  fera 
corresponds  a  un  point  m(x,  y]  un  autre  point  M(X,  Y)  du 
plan 
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Nous  savons  deja  qae  Jes  deux  modes  cle  transformation  clefims 
par  les  fornniles  (20)  ou  (21)  conseivent  les  angles  et  assurent  la 
sjinilitude  des  elements  infimmeiH  petits  correspondanls.  Mais  il 
y  aici  nne  distinction  essentielle  a  faire  entre  les  deux  sysL&mes  de 
formules 

Supposons  que  le  point  m  decnve  une  certaine  courbe  ;  soil  ds 
la  differentielle  de  1'arc  de  cette  courbe  et  w  Tangle  de  sa  tangcnle 
avec  1'axe  des  x  Les  foimules 

dx  —  ds  cos  to,        dy  =  ds  sin  to 
nous  donnent 

(22)  dz  =  dselta,        dz'=dse-'u> 

Designons  de  meme  pai  dS  et  0,  les  quantiles  analogues  relatives 
a  la  courbe  decnte  par  le  point  M(X,  Y)    On  aura  digalemenl 

(  a3  )  dL  =  dS  e'Q,        dL'  =  dS  e-'Q 

Reportons-nous  maintenant  aux  formules  da  premier  sys- 
teme(2o)  Elles  donnent 


d'ou  1'on  deduit,  en  multipliant, 
(24)  rfS3  =  /'(^)/i'( 

et  en  divisanl 

_        ft  ~\ 
2jQ         '  \~ 


Done,  si  Ton  considere  deux  points  correspondanls  m,  M  des 
deux  figures,  les  tangentes  en  ces  points  a  deux  courbes  corres- 
pondantes  quelconques  font  entre  elles  un  angle  constant;  par 
suite,  a  dei^  courbes  de  la  premiere  figure  se  croisant  en  m  corres- 
pondront  deux  courbes  de  la  seconde  se  croisant  eii  M  et  y  faisant 
un  angle,  non  seulement  egal  a  celui  des  deux  premieres  courbes, 
mais  ayant  aussi  le  meme  sens  de  rotation  Si  le  point  de  la  pre- 
miere fignie  decntune  petite  courbe  fermde  an  tour  du  point  w, 
le  point  coriespondant  de  la  seconde  figure  d^crira  aussi  une 
courbe  fermee  autour  de  M  et,  de  plus,  les  deux  courbes  corres- 
pondantes  seront  parcourues  dans  le  meme  sens 
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11  n'en  est  plus  cle  meme  si  I'oii  emplcne  les  formules  (21),  en 
effet,  ia  transformation  qu'elles  deTimssent  se  ramcne  a  celle  qin 
coriespond  aux  formules  (20),  prccede'e  on  siuvie  d'ane  rotation 
cle  1  80°  aulonr  de  l'a\e  des  x,  par  consequent,  dans  cette  seconde 
tiansfoimation,  les  sens  de  rotation  de  tons  les  angles  et  de  tons 
les  paicours  seront  changes. 

124'  Contentons-nous  d'eludier  les  formules  (20)  ct  conside- 
rons  seulemeni  les  syslemes  isothcimes  reels,  c'est-a-diie  ceuv 
pour  lesquels  les  fonctions/,  J\  sont  imagmaires  conjuguees  Nous 
pourrons  dire  alois  qu'A  toute  fonclion  de  I'argumcnl  complete 
z  correspond  un  sysleme  isotlieime,  et  nous  amons  la  proposition 
siuvante,  clonL  on  fait  un  frdquent  usage  • 

Les  com  bes  planes  qu'on  obtient  en  cgalant  a  des  constants 
la  pat  lie  reelle  et  la  par  tie  unaginaii  e  cVune  fonction  quel- 
conque  f(z)  de  la  vat  table  complete  z  =  K-+-VI  forme/it  un 
systeme  01  tJiogonal  et  isotlierme  De  plus  la  foi  mule 


mation  avcc  conservation  de  la  gi  andeui  et  du  sens  cle  ?  otation 


qui  donne  deux  equations  )  eelles,  defuut  un  mode  de  Li  ansfor- 
mation  avc 
des  ang  les 

Considdrons,  par  exeniple,  la  fonctioii 


on  a  nra 

X-tT  j  .    ^*  )    L 

-+-  Y  1  =  k* 

OH 

x=      *"-,, 


Ce  sont  les  formules  de  la  transformation  par  rayons  ve clems 
reciproques  ou  Ton  aurait  change  y  en  — y.  Gette  dermere  trans- 
formation serait  ddfmie  par  la  relation 


D  -    r 
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qui  se  ratlache  aux  foi  mules  (21),  et  elle  apparlienlpar  consdquenl, 
comme  1'mdique  le  nom  ^invasion  sous  lequel  elle  est  souveni 
designec,  au  grotipe  general  des  ^presentations  conformes  qui 
changent  le  sens  de  lolalion  des  angles  et  des  parcoius 
La  transformation  defime  par  la  form  ale 

7  _  a  :  +  b 

AJ    -  •  —     "      J  7 

c  z  -+-  a 

ou  a,  b,  c:  cl  sonl  des  conslanles,  se  rappioche  dc  1'mveision  en 
ce  qu'elle  fait  correspondie  un  cercle  a  un  ceicle,  mais  elle  s'en 
distingue  en  ce  qu'elle  conserve  les  sens  de  lotation  des  angles  el 
des  paicours,  c'est-a-dire  assmela  similitude  directs  des  elements 
mfimment  petits  Cette  iransfoimation  jouc  nn  iole  important 
dans  les  recheiclies  relatives  a  la  theoiie  moderne  des  fonclions 
Pour  la  distinguei  de  1'inversion,  nous  lui  donnerons  dans  If 
Chapitie  suivant  le  nom  de  ti  atisjoi  mation  cu  culan  e  Elle  sc- 
laaiene  d'ailleurs  a  celle  qui  est  definie  par  la  iormulc  (26)  pio- 
cedee  et  snivie  cl'nnc  translation,  elle  pent  aussi  filre  rcmplacee 
par  des  inversions  en  nombic  pair 

Le  theoieme  general  que  nous  avons  (^nonce  pent  prendre  nne 
Joime  nouvelle  Ires  importance  Snpposons  qu'on  1'applique  non 
j)lus  a  /  (r),  mais  a  logy  (s)  La  partie  reelle  de  ce  logarilhrne  cst 
le  logarithme  du  module  de  /(-)  ct  la  par  tic  imaginaue  1'argu- 
ment  de  /(^).  On  obtient  done  cette  nouvelle  proposition  • 


Etant  donnec  ujir  f  one  Lion  quelconque  de  la  vai  iciblc  com- 
plere  z,  les  coin  be?  cVegal  module  et  d'egal  ai  giiment  de  celte 
/auction  for  ment  un  sj  steme  or  thogonal  et  isoiliei  me 


12o  Les  s^slemes  ortliogonau\  et  isotliermes  definis  par  les 
deux  theoremes  qui  precedent  ]oucnt  en  Physique  mathdmaliqne 
un  role  trcs  important  J'mdiqncrai  les  applications  suivantes 

Soient  Af,  et  M  deux  points,  qui  correspondent  aux  valours  «/,  et 
-  de  la  \ariable  complexe  On  «T 


pA  designanl  la  longueur  du  segment  A/,M  et  0A  Tangle  que  faitce 
segment  avec  1'axe  des  x    De  meme,  pour  un  point  BA  coires- 
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pondantala  valeui  &A  de  la  variable  complexe,  on  a 


p'/t   designantla  longueur  de  B^M  et  6^  Tangle  de  ce  rayon  vectenr 
avec  1'axe  des  x 

Si  done  on  consideie  la  fonction 


les  courbes  d'egal  module  auronl  pour  equation 

P'P?       P';=  const 
PiPa        ?« 

et  les  combes  d'egal  argument 

8i—  6'j  -4-  02  —  0',  -+-       -nO,,  — 0;t=  const 
De  li  le  llieoreme  suivaut,  qu'il  serait  aise  de  generalise!'  • 

Si  I'on  considei  e  deux  groupes  de  n  poles  Aj ,  A2,  .  .  . ,  A/2  et 
B),  B2,  ,  B«,  les  coiubes  lieux  des  points  poiu  lescjuels  le 
pi  odiut  des  distances  aux  pi  emie? s  poles  A£  est  pi  opoi  tiojinel 
au  pj  odiut  des  distances  aux  n  poles  B,  ont  pour  ti  ajectones 
orthogonales  les  combes  iieux  des  points  d'oii  Von  voit  les 
n  segments  At  B,  sous  des  angles  dont  la  somme  est  constants 

Dans  le  cas  ou  les  deuxgioupes  ne  contiendronL  pas  le  meme 
nombre  cle  poles,  les  lli6oreines  seront  encore  apphcables,  pourvu 
que  Ton  intioduise  dans  le  groupe  qui  contient  le  moms  de  points 
nn  pole  multiple  situc  a,  1'jnfini  clans  une  direction  deteimmee, 
mais  quelconque 

Par  exemple,  les  cassiniennes,  lieuv  des  points  tels  que  le  pio- 
duit  de  leurs  distances  a  deux  foyeis  fixes  F,  F'  soit  constant, 
admettent  pour  trajectoires  orthogonales  les  courbes  lieux  des 
points  M  tels  que  la  somme  des  angles  foimes  par  les  rajons  vec- 
teurs  MF,  MF'  avec  1'axe  des  x  soil  constante  Ges  deinieres 
courbes  sont  des  hyperboles  e"quilateies  passant  par  les  fojeis 
F,  F 

11  suffit,  pour  le  demontrei,  de  considererles  courbes  d'egal  mo- 
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dule  et  d'egal  argument,  relatives  a  la  fonction 


26    Consideions  main  tenant  1'mtegrale 

f^L=, 


od  c  designe  line  constants  itielle  et  positive,  et  cherchons  le  syb- 
teme  oithogonal  et  isotlierme  forme  par  les  courbes  sur  lesquelles 
la  partie  reelle  ou  la  partie  imagmaire  de  cette  fonction  dememe 
constante 
Posons 

(27)  z  =  c  cos(«  -f-  PI),         \/c-  —  z-  =  —  c  sm(a -+- (3  i), 

1'integrale  aura  pour  valeur  a  -|-  fii  et  les  deux  families  du  systeme 
iso therm e  seront  defimes  par  les  equations 

a  =  const  ,         p  =  const 

Soient  F,  F'  les  points  du  plan  ayant  pour  affixes  c  et  —  c,  M 
clesignant  le  point  dont  1'affixe  est  ~,  on  aura 

(28)  ^  —  c 
et  par  consequent 


FM  =  /  =  mod/"  .s  —  e)  =  c  mod  [cos  (a  -+-  PI)  —  i]  =  c  [cospz  —  cos  a], 
F'M  =  7'=  mod(^+  c)  =  cmod[cos^a+  po  4-i]  =  c[cospz-i-  cosa], 

on  deduit  de  ces  equations 


r  -4-  7'  =  ac  cos  P 

7  ' —  7    =  2C  COSa 


On  Yoit  que  les  courbes  de  la  famille  ( (3 )  sont  des  ellipses  ad- 
metlant  pour  foyeis  F,  F',  les  courbes  de  la  famille  (a)  sont  les 
hyperboles  homofocales 

D'autre  part,  si  nous  employons,  avec  M  Weierstrass,  le  sym- 
bole  (R  pour  mdiquer  la  partie  reelJe  d'une  fonction,  1'^quatiou 
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des  ellipses  sera  evidernment 


et  leur  equation  diffeientielle 

t^.       i  els 

S\    ,— .  =  o 

L'emploi  des  formules  (22)  et  (28)  nous  perrnet  de  transfoimer 
cette  equation  et  de  lui  donner  la  forme 


to  designant  1'  angle  de  la  tangente  a  la  courbe  avec  1'axe  des  x.  On 
a  done 


-hftlF'a? 

2 


cc  qui  donne  la  construction  bien  connue  de  la   tangente  a  1'  el- 
lipse 

Nous   termmeions   ces   applications,   que    Ton   pourrait  vanet 
a  1'mfini,  en  pienant  la  fonction 


ou  c  et  k-  designent  deux  constantes  reelles  et  positives 

Les  combes  obtenues  en  egalant  a  une  constante  la  partie  reelle 
et  la  partie  imagmaire  de  cette  fonction  formeront  nn  sjsteme  iso- 
therme  algebuque  que  Ton  peutdefmir  corame  il  suit 
Posons 

~  s/c  a  + 

on  aura 

js  =       c    sn2(a-i- (3i),  z' —         c   sn2(a  —  (3z), 

z —  c   = —  c   cn2(a -I- (3*),         XT' —    c   = —    c  cn2(a  —  pi), 
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et,  par  consequent,  si  Ton  designe  par  ;7  ;',  i"  respeclivement 
distances  du  point  (x,  y]  aux  trois  points  en  ligne  dioite 


on  am  a 


(3o) 


7  =    c  sn(c/  -f-  P  t)  sri  («  —  p  z), 

7'=   c  cn(oc  -+-  pi)  cn(a  —  pj), 

£ 

?"—  dn(a-+-  pz)  dn(?  —  PI) 


Ecnvons  les  formules  bien  connues 


cna?  cn(x  -h  a) 
dna;  dn(r  -T-  «) 


clna  sna;  sn(j?  -i-  «)  =  en  a, 
/:-  cna  sna;  sn(a:  -t-  a)  = 


relatives  a  J'addition  des  fonctions  eJlipliques,  si  nous   y     snbsLi- 
.tuons  les  valeuis  suivantes  de  x  eL  dc  x  +  a 


nous  trouverons,  en  tenant  compte  des  formules  (3o), 
'-+-r  dn(a  p  i)  =    c   cn(api), 


a  dans  les  memes  Formules 


Si  Ton  remplace  ensuite  x  el 
par  les  valeurs  suivantes 


elles  donneront  les  deux  relations  nouvelles 

/' — rdn(aa)=    c   cn(aa'), 
r"—  i  cn(aa)  =  pjdn(2x) 

Les  equations  (3i)  et  (82)  deilnissent  les  deux  families  iso- 
thermes 

Comrae  on  devait  s'y  altendie,  ces  deux  families  son  t  repre- 
sentees  par  la  meme  equation,  mais  avec  des  valeurs  differentes  de 
la  constante  arbitral  re  Elles  se  component  d'ovales  de  Descartes 
ayant  pour  foyers  commons  les  trois  points 
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La  double  equation  oblenue  pour  cliaque  famille  met  en  evi- 
dence une  belle  piopriete  des  ovales  donnce  par  M  Chasles  dans 
VApcrcu  histot  ique,  p  802 

L'equation  clifferentielle  commune  aux  deux  families  d'ovale-> 
est  evidemment 

(33) 


Elle  conduit  a  une  construcLion  geometiique  ties  simple  de^ 
tangentes  aux  deux  ovales  qui  passent  en  un  point  M  du  plan 
[/angle  del'ime  de  ces  tangentes  avec  1'axe  (ocal  seia  la  moitie  do 
la  somme  des  angles  que  iont,  avec  cet  axe,  les  tiois  ra\ons  vec- 
teuis  mencs  du  point  M  aux  tiois  foyers  Celte  somme  n't'tant  de- 
finie  qu'd  un  multiple  pres  de  -,  la  construclion  donneia  bien  deux 
tangentes  lectangulaires 


Une  iamille  de  combes  isothermes  etant  definie  par  une 
equation  de  la  foime 


le  parametre  \  de  cette  famille  satisfait  a  1'equation  aux  denvees 
partielles 

(33) 


et,  reciproquement,  loute  fonction)  \ei^ifiant  cetLe  equation  donne 
une  famille  isotlierme  Cette  lemaique  permet  de  Iraitei  la 
question  suivante  . 

Proposons-nous  de  determiner  toiites  les  families  isotlieimes 
composecs  de  cercles.  L'equation  d'un  cercle  ecrite  avec  les 
vanables  z,  ^  a  la  forme 

(34)  zz'  -+•  «~  -+-  b z' -r-  c  =  o, 

et  Ton  obtiendrala  famille  de  cercles  la  plus  gene"rale  en  pienant 
pour  a,  b,  c  des  fonctions  arbitraiies  d'un  paiametie  A  Si  Ton 
exige  que  cette  famille  soit  isotheime,  il  faudra  que  la  fonctiou 
A  satisfasse  a  1'equation  (33)  On  est  amsL  conduit,  par  un 
calcul  facile,  a  1'equation  de  condition 

(35)  (ab  —  c)(a's  -^  b" s' -><-  c" )  —(ab1-^-  ba' —  c')(a'z  -r-  b' s'  -+-  c' j  =  o, 
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oil  «',  Z/,  C1',  a",  b",  c"  designent  les  denvees  premieres  etsecondes 
de  a,  6,  c  par  rapport  a  ),,  et  qui  doit  etre  une  consequence  de 
1'equalion  (34)  Comme  1'equation  (35)  est  du  premier  degre  seu- 
lenienL  par  rapport  a  z  et  a  z  ,  elle  doit  elre  venfiee  identiquement 

el  Ton  a 

a"        b"        c"        ab'-i-  bo!  —  c' 
a'        b'        c'  ab  —  c 

On  dedmtde  la,  en  neghgeant  le  dernier  rappoitet  en  mlegianl, 

a  =  lc  -+-  10, 
b  =  me  -+-  mfl, 

/,  /Ol  m,  m0  designanl  des  conslantes  L'equation  (34)  prendia 
done  la  foime 

zz'  +  /0 z  -+•  m^z'  -i-  c(  Iz  -+-  7)i z'  H-  i)  =  o 

el  lepresentera  necessairement  une  famille  de  cercles  passant  par 
deux  points  distincls  ou  confondus  II  est  inutile  mamtenanl  de 
continuei  les  calculs  el  de  determiner  I'expression  de  c  en  fonclion 
de  )M  cai  on  sail  que  toutes  les  families  de  cercles  passant  par  deux 
points  distmcts  ou  confondus  peuvent  ?e  deduire  par  une  inversion 
d'une  famille  de  droiles  paralleles,  ou  de  droiles  concouranles,  ou 
de  cercles  concentuques,  et  sont,  par  consequent,  isothermes  De 
plus,  leuis  tiajectoires  orlhogonales,  qui  sont  des  cercles,  consti- 
tuent egalemenl  une  famille  isotlierme,  conjugue'e  de  la  premiere 
Nous  retrouverons  cetle  deiniere  propn^te  comme  cas  particulier 
d'un  tlieoreme  general  lelatif  aux  cercles  geodesiques  traces  sui 
une  surface  quelconque 

Dans  ses  Memoires  Sur  la  consti  action  des  cartes  geogia- 
phiques,  publics  en  1 779(^5  Lagiange  a  etudi<^  d'une  maniere  de- 
laillee  une  Lelle  question  que  1'on  pent  main  tenant  resoudre  en 
quelques  mots  Gonsiderant  laTerre  comme  une  sphere  ou  comme 
u n  splieroide  de  revolution,  Lagrange  se  propose  de  rechercher 
tousles  traces  g^ogiaphiques  dans  lesquels  les  mdridiens  etlespa- 
lalleles  sont  lepiesentes  par  des  arcs  de  cercle  Comme  les  me- 
ndiens  el  les  paralleles  forment  deux  families  isothermes  con- 


( ' )  LAGRANGC,  CEuvi  es  completes,  t   IV,  p    687 
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jugue"es,  les  resultats  precedents  nous  conduisent  a  la  pioposidon 
suivante,  qui  donne  la  solution  complete  du  probleme  de  Lagrange 

Les  seals  traces  geographiques  pour  lesquels  les  meiidiens 
on  lei>  paralleles  soient  / epresentes  pai  des  arcs  de  cercle  sont 
ceux  pour  lesquels  ces  deusu  systemes  de  lignes  sont  figui  es  sw 
la  car  te  par  des  arcs  de  cei  cle  On  obtient  tons  ces  tr  aces,  dans 
le  cas  oit  la  Teue  est  supposee  splie'rique,  en  combmant  avec 
dei,  mvei  sions planes  la  pi  ojectwn  stereogi  apluque  ou  la  pi  o- 
jection  de  Jlfercator. 
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CHAPITRE  IV. 

B.EPK.ESE.NTATIO:N    CONFORMS    DES    AIRES    PLANES. 

Enonce  du  piobleme  —  Puncipe  analytique  sin  leqnel  icpose  la  soluLion  —  He- 
presentation  confoime  bin  la  legion  du  plan  sitiiLC  au-dessusclc  I'axeiuel  tl'unc 
dire  plane  a  connexion  simple  Iimil.ee  pai  ties  lignes  rhoHes  on  pai  des  aicsdi 
cercle  —  JMeLhode  de  M  Schvsaiz  —  Application  au  lnangle  plan  lumlL  pai 
tiois  aics  de  ceicle  et  au  tuangle  spliciique 


I 


128   Nous  avons  reconnn,  dans  le  Chapitre  precedent,  quc  1'on  *" 

pent  fane  coiresponclre  a  toute  fonclion  Z—  /(z)  de  la  variable  'a 

complete  sune  metbode  dc  tiansfoimalion  avec  simililude  ducclc  * 

des  elements  infiniinent  petits  et  nous  avons  expose  les  piopnetes  ' 

les  plus  elenienlanes  des  transformations  en  nombie  ilhmiLe  que 
1'on  pent  amsi  obtenir  Nous  nous  pioposons  inamtenant  d'etu- 
dier,  dans  un  cas  assez  ^tendu,  la  solution  du  piobleme  suivant 

' 

Etant  donnces  deux  au  es  planes  (A),  (A();  detc/  miner  la  i 

fonction7i=J(2)  qui  pei  met  d'  ej)  ectuer  une  i  epi  esentatwn  \ 

conjoime  de  I3  une  des  an  es  sui  I'aulie,  de  telle  ma?uei  e  qit'a 
un  point,  pi  is  dans  I'mtetieui  de  I3  une  quelconqite  des  deux 
aues,  couesponde  iui  seul  point  pus  dans  1'inteiieiir  de 
Uaulre,  et  cjuaux  points  pi  is  sw  le  contour  de  I"1  une  des  an  en, 
corespondent  les  points  pi  is  sur  le  contour  de  VauLie 

L'examen  de  cette  belle  question  pnse  dans  son  enonce  le  plus 
general  se  rattache  a  la  solution  desproblemes  les  plus  mipoitants 
de  1'Analjse  et  de  la  Physique  mathematique  Dans  1'ailicle  21 
de  (')  sa  Dissei  tation  inauguiale,  Ricmann  a  montre  qu'il  est 
toujouis  possible  de  la  resoudre.  La  demonstration  de  Riemann 
s'appuie  sur  un  postulalum  auquel  1'jlkistie  geometre  a  donne  le 


Gesa7)imelle  mathematische  WeiKc,  p    3g 
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nom  de  pi  incipe  de  Duichlet  Dans  diffe'ienls  travaiiK?  et  en 
paiticulier  dans  un  article  inseie  aux  Monatsbei  irhte  (')  de 
1' Academic  de  Berlin,  M  Schwarza  etabhle  llieoreme  de  Riemann 
sans  employer  le  principe  de  Duichlet,  niais  la  demonstration  de 
1'emment  gcometre  n'a  pas  encoie  etc  publiee  dans  tons  ses  details. 

On  doit  aussi  a  M  Sclnvaiz  (2)  des  recherches  tres  etendues 
relalives  an  cas,  tres  important  poni'  la  tlie'one  des  surfaces  mi- 
nima, oil  les  aues  planes  dont  il  s'agil  d'obtenir  tine  icpresentation 
conforme  sont  limitees  par  des  arcs  de  cercle  ou  des  lignes  droites 
Nous  nous  proposons  de  faire  connaitre  ici  lesprmcipes  de  la  me- 
thocle  de  M  Schwarz 

Si  1'on  pent  repiesenter  deux  aires  planes  (Aj,  (A')  sur  une 
Iroisieme  aire  (A"),  on  ponrra  evidemment  les  lappoiter  1'une  a 
1'aulie  a\ec  similitude  des  elements  mfinimentpelits  Le  piobleme 
de  Riemann  pent  done  se  ramener  au  suivant 

Rep?  esente?  une  cm  e  quelconque  (A)  sui  une  an  e  detei - 
tmnee  (A"),  par  exemple,  sw  la  suiface  d'un  cei cle  de  t a}  on 
donne,  ou  siu  la  pat  tie  du  plan  qui  se  Li  ouve  ait-dessus  de 
I1  axe  des  x 

Le  probleme  ainsi  pose  n'est  pas  encore  pleinement  determine  , 
cai,  si  1'on  considere,  par  exemple,  la  region  (K)  du  plan  qui  se 
trouve  au-dessus  de  1'axe  des  r,  il  est  aise  de  reconnaitie  qu'elle 
est  applicable  siu  ellc-meme  d'une  infinite  cle  manieies,  avec 
similitude  des  elements  mfinuncnt  petils  Diisignons,  en  effer, 
par  z  la  variable  complete  et  coasid6rons  la  tiansfoimatioa  definie 
par  la  formule 

10  z  =  ?i±*. 


(')  H  -V.  SCIIWARZ,  Uebei  die  Integration  det  par  tiellen  Diffei ential gleichimg 

d3  u       <)~  u 

y-r  +  -j—^—  o  itntei   voi  geschi  lebenen  G>  enz-  and  Unstetigleits-Bedmgungen 

(Monatsbei idite,  de?  JBei imei  Akadenue,  octobie  1870,  p    767) 

(J)  II -A    Scin\AR7,  Uebei    emige  Abbildiuigsaufgaben  (Journal  de  Cielle, 

t    LXX,  p    io5-i2o,  1869) 

Uebei  diejemgen  Falle  in  welchen  die  Gaussische  hypei  geometi  ische  Reihe 

eine  algebi  aische  Function   ihi  es  vie?  ten   Elementes  daislellt   (Joiunal  de 

Cielle,  t  LXXV,  p   292,  1872) 
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oil  fl,  6,  c,  d  sont  des  constantes  reelles    Soient  z0  el  Z0  les  va- 
riables irnaginaires  conjuguees  de  z  et  de  Z,  on  aura 


a  c,i  •+- 


et,  pai  consequent, 

si  le  deteimmant  ad —  be  est  posiLif,  la  transformation,  qin  fait 
corresponds  au\  valeurs  reelles  de  z  des  valeurs  reelles  de  Z, 
fera  aussi  coiiespondie  aux  valeuis  dp  r,  dont  la  partie  imasrmairc 

*•  '  L  o 

est  positne,  des  valeurs  de  Z  jomssant  de  la  meme  piopridle,  en 
d  autres  teimes,  elle  constituera  une  representation  conformedela 
region  (K)  sui  elle-meme  On  demontreia  aisement,  soitparl'Ana- 
l^se,  soit  pai  la  Geometric,  qu'il  est  toujours  possible  dc  trouvcr 
une  transfoimation  de  ce  genre  faisant  correspond! e  troib  points 
donnes  de  l'a\e  des  x  a  tiois  auties  points  e"galemcnt  donnes  dn 
meme  axe,  ou  faisant  coirespondre  un  point  clonne  quelconque 
dans  I'mteueur  de  (K.)  a  un  autre  point  egalement  donnd  dans 
rmteuein  et,  de  plus,  un  point  de  1'axe  des  x  a  un  autrc  point 
pris  sur  le  meme  axe 

Si  Ton  aclmet,  comme  il  est  possible  de  le  demontrer,  que  la 
liansformation  defime  par  la  formule  (i)  est  la  plus  ge"neralc  de 
celles  qiu  realisent  la  representation  confoime  de  la  region  (K) 
sur  elle-meme,  on  voit  que  le  piobleme  de  Riemann  pcul  ctre 
raniene  au  smvant  qiu  devient  parfaitement  determine 

Etant  donnee  une  au  e  (A.}  a  connexion  simple,  la  i  epi  e- 
sentei  d'une  maniei  e  confoime  *>ui  la  partie  supeneiu  e  (K) 
duplan,  de  telle  maniei  e  qu'a  trois  points  pi  is  sur  le  contow 
dc  I'ane  (A)  conespondent  tiois  points  donnes  de  Vaxe  des  x 

129.  Designons  par 

la  fonction  de  1'argument  complexe  qiu  donnera  la  solution  du 
probleme  Nous  aliens  emmierer  les  conditions  auxauellcs  elle  est 
assujettie 

i°  Elle  doit  £ire  umfoime  et  continue  pour  toutes  les  valeurs 
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de  z  representees  par  des  points  pris  a  1'inlerieur  de  1'aire  (K), 
si  .So  d^signe  l'imc  de  ces  valeurs,  elle  sera  developpable  dans  le 
voismage  de  la  valeur  ^0,  suivant  les  puissances  cnlieres  et  posi- 
tives de  z  —  ^0 

2°  La  deriveey(c)  ne  peut  s'annuler  pour  aucun  point  z0  com- 
pris  dans  I'mtdrieur  de  1'aire  (K.),  car,  si  la  derivee  s'annulait 
pom  r  =  ZQ,  il  j  aurait,  dans  le  voismage  du  point  rfl,  au  moms 
deux  points  z  pour  lesquels  la  fonction  Z  aurait  la  meme  valeur, 
et,  par  consequent,  a  un  point  de  1'aire  (A)  correspondraient  plu- 
sieuis  points  de  Fane  (K),  ce  qui  est  contraire  a  1'hypothese. 

FJJJ    7 


3°  La  fonction  Z  ne  doit  pas  cesser  d'etre  continue  pour  les 
valeurs  reelles  de  z,  qui  sonl  representees  par  des  points  de  l'a\e 
reel  Seulemenl,  on  ne  suppose  pas  que,  pour  ces  points,  elle  soit 
ne"cessaiiement  developpable  suivant  les  puissances  entieres  et 
positives  de^  —  J0 ,  car  elle  n'est  de"fime,  clans  leur  voismage,  que 
pour  les  valeuis  de  s  dont  la  partie  imagmaire  est  positive 

4°  En  fin  z:  consid^ree  comme  fonction  de  Z,  doit  satisfaire  aux 
mimes  conditions  que  Z  conside"ree  comme  fonction  de  z,  c'est- 
a-dire  qu'elle  doitetre,  dans  le  voismage  du  contour  de  1'aire  (A), 
une  fonction  uniforine  et  continue  de  ZT  prenant  des  valeurs 
reelles  quand  le  point  Z  vient  se  placer  sur  le  contour 

Reciproquement,  si  une  fonction  Z  satisfait  a  toutes  ces  con- 
ditions, on  demontrera  aisement  qu'elle  donne  la  solution  du 
probleme.  Plus  generalement  si,  dans  une  aire  quelconque  (A),  a 
connexion  simple,  se  trouve  definie  une  fonction  Z  uniforme  a 
1'mteiieur  de  cette  aire  et  satisfaisant  aux  conditions  que  nous 


LIVRE    L[     —   CHAP 


venons  d'enoncer,  elle  fournira  une  representation  conforme  cle 
(A)  sur  une  aire  (A'),  a  connexion  simple  comme  la  premieie, 
mais  qin  pouiia,  dans  certaines  paities,  iccouvrir  plus  d'une  fois 
le  plan  si  la  ionction  Z  pi  end  plusieurs  fois  les  niemes  -valours  a 
I'mteueui  de  (A)  (\onjfig  7) 

Apies  avon  indique  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  la 
fonction  Z,  nous  aliens  evposer  comment  M  Schwar/  a  donne  les 
moyens  de  detei  miner  cette  fonction  dans  le  cas  ou  1'aire  (A)  est 
limitee  par  dcs  dioites  ou  par  des  aics  de  cerclc. 

130  Voici  le  priucipe  analylique  sur  lequel  repose  la  so- 
lution (') 

Considerons  une  fonction  Z  de  z  defime  seulement  pour  la 
partie  supeneiuedu  plan  et  satisfaisant  d'ailleiusa  toutes  les  con- 
ditions enumerees  dans  le  numeio  piecedent  Si  la  fonction  esl 
icelle  poui  toutes  les  valeuis  leelles  de  z  voismes  d'une  valeui 
icelle  r0,  elle  sera  developpable  dans  le  voismage  de  r0  en  une 
sene  oulonnee  smvant  les  puissances  enticres  et  positives  de  z0  et 
les  coefficients  de  cette  sene  seront  tous  reels 

Considerons,  en  effet  (Jig    8),  une  anc  (U)  limitee  pai  le  con- 

Fig   8 


lour  As0BD,  comprise  tout  enticre  dans  la  partie  supeneuie  du 
plan,  et  soit  (U')  1'aire  syme tuque  de  la  premiere  par  lapport  a 
1'axe  des  x  La  fonction  Z  n'est  connue,  pai  hypothese,  que  pour 
la  pai  tie  supeneuie  du  plan  Mais  on  pent  la  definir  aussi  poui  la 
partie  infeiieuie  en  convenant  qu'a  deux  valeurs  miagmaires  con- 


(1)  Ce  pnncipe  a  ete  enonce  eL  demonLie  pai  ftf  Scln\aiz  dans  un  arLicle  deja 
cite  (Journal  de  Ciclle,  t  L\X,  p  TO;)  II  a  ete  aussi  employe  pai  Riemana 
dans  le  Memoue  sui  les  suifaces  minima  (Gesammelte  Weike,  p  297) 
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jugueea  cle  la  variable,  qui  sont  represenlees  par  deux  points  places 
symetiiquement  par  lapport  a  Ox,  correspondent  deux  valeuis 
miaginaaes  conjuguecs  de  la  fonction  Ce  prolongement  cina- 
lytique  cle  la  fonction  laisse  evidemment  subsistei  la  contmuite 
putsque  la  fonction  Z  est,  d'apres  sa  definition,  reelle  et  continue 
pour  les  valeuis  leelles  de  z 

La  fonction  etant  ainsi  definie  dans  1'mteiieur  des  aires  (U)  et 
(U'),  considerons  les  deux;  integtales 


j_   r    Ztls 

*T.IJWS  —  £ 


prises  le  long  des  contours  ABDA,  ACBA  des  deu\  aires  D'apres 
le  iheoieme  de  Cauchv,  la  piemiere  de  ces  integrales  est  egale  a 
/(^)  et  la  seconde  est  nulle  lorsque  le  point  £  se  trouve  a  1'inl^rieiir 
de  1'aue  (U) ,  si,  au  contraiie,  le  point  "C,  se  trouve  a  1'inteneur  de 
(U'),  le  resultat  est  mveise,  la  premiere  integrate  est  nulle  et 
1'autre  est  egale  a  /(£)(')  ^oncJ  toutes  les  fois  que  le  point  ^  se 
trouve  a  Finteneui  de  1'aire  (U)  +  (U/),  la  somme  des  deuv  m- 
legrales  est  egale  &f(Q  Mais,  si  1'on  ajouteles  deux  integrales  les 
paities  iclatives  a  la  portion  commune  du  conloui  AB,  etant 
egales  et  contiaires,  se  detruirontniutuellement,  et  il  icsLera  seu- 

lement  1'mtegiale 

els 


JL  /"__ 

KiJ  r  — 


prise  le  long  du  contour  ACBDA  Or  on  sait,  et  il  est  Evident, 
que  cette  integiale  est  cleveloppable  en  sene  dans  le  voismage  de 
tons  les  points  a  1'inteneur  du  contour  et,  en  paiticuliei,  poui  les 
valeuis  reelles  de  "C,,  qui  sont  icpresentces  par  les  points  de  la 
clroite  AB 

On  auia,  en  parliculier,  poui  'C  =  za 

Z  —  Z0  =  ci( z  —  r0 )  -+-  b  (^  —  -o )-  -+-  c ( ~  —  30 ) '  -+- 


(')  II  ^  a  ici  une  le^ere  chfficulle  que  nous  nous  conLenteions  de  signalci  ct 
qu'il  est  d'ailleuis  facile  de  fdiie  chspaialLie,  tenant  i  ce  que  Ton  apphquc  le  thco- 
icme  cle  CcUich}  a  une  fonction  qui  n  est  pas  supposee  devcloppable  en  sene  poui 
Jes  pomLs  du  contoui  On  leconnaiUa  aisement  que  le  llieoreme  esL  encoie  jppli- 
cablc  Louies  les  fois  que  la  foncLion  f(z]  est  biippobce  rontinue  dans  Ic 
du  couloui  cle  I'au^ 
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et  comme  a  des  valeurs  icelles  de  z  doivent  covrespondre  des 
valeurs  reelles  de  Z,  les  coefficients  a:  b,  c  seront  tous  reels  Si,  de 
plus,  il  arrive,  comrne  dans  les  exemples  que  nous  allons  trailer, 
que  z  consideree  comme  fonction  de  Z  doive  salisfaire  aux  memcs 
conditions  que  Z  consideree  comme  fonction  de  z,  Tequation 
precedente,  resolue  par  rappoit  a  z  —  £„,  devra  donner  une  se>ic 
ordonnee  par  rapport  aux  puissances  entieres  de  Z  —  Z0  et,  par 
consequent,  le  coefficient  a  sera  toujours  different  de  zero 

131  Ce  lemme  pre"limmaire  etant  etabli,  considerons  d'abord 
une  ane  (A)  limitee  par  des  Lgnes  droites  (L,),  .  .  .,  (Lw)  Sou 
Z0  Taffixe  d\m  point  situ6  snr  une  des  lignes  (L)  et  soit  h~ 
Tangle  de  cette  ligne  avec  Taxe  reel  Conside>ons  la  fonction 

(Z  —  Z0)c-'A« 

Pom  nn  point  Z  siLue  a  I'mleneur  du  contour,  elle  aura  les 
memes  pioprietes  que  la  fonction  Z  Si  le  point  Z  se  trouve  bur  la 
ligne  (L)  dans  le  voisinage  de  Z0,  elle  sera  reelle,  et  changera  de 
signe  quand  Z  passera  par  la  valeur  Z0  II  suit  de  Id  que  Ton  pent 
appliquer  le  lemme  demontre  an  numero  precedent  et  posei 

(3  )  e-«/«<(Z  -  Z0)  =  (z-  z0)p(3  -  s0), 

le  symbole  p(z  —  £0)  ddsignant  une  sdrie,  ordonnde  siuvant  les 
puissances  positives  et  entieres  de  z  —  ^0,  dont  tous  les  coeffi- 
cients seiont  reels,  le  premier  d'entre  eux  etant  different  de  zero 

Etudions  maintcnanL  la  fonction  Z  dans  le  voisinage  de  la  va- 
leur Z0  qui  correspond  au  point  de  rencontre  de  deux  droites  con- 
secutives  (L^),  (LA+1  )  (Jig  9)  faisant  entre  elles  Tangle  air 

Considerons  la  fonction  Z0  —  Z,  son  aigument,  qiu  est  Tangle  de 
la  droite  ZZ0  (Jig-  9)  avec  Ta\e  reel,  vane  entre  les  deux  himles 

A/,TC,     ///.TT  —  air, 

quand  le  point  Z  se  deplace  dans  Tmteneur  de  Taire  et  se  dirigc 
de  (LA)  vers  (L^+i  ).  II  suit  de  la  que  la  fonction 


sera  reelle  et  positive  sur  le  cote  (LA),  reelle  et  negative  sui  le  cote 


RLPRESCNT  VTIO\    CONTORMC    DES    AmDS    PLVNES  177 

,+1)  et,  d'ailleurs,  elle  auralcs  m  ernes  propuetes  quela  fonction 
i  J'inteiicur  cle  1'aue  (A)  L'appb cation  du  lemine  piecedent 
is  donncra  done 

[(Z0-  Z)e-»t/«i]«  =  (j  -  50)^(j  -  5j), 

;  —  ;0)  ayant  la  meme  signification  que  pieci'demment.  On 
it  encore  ecnre  en  elevant  les  deux  membres  cle  1'egaliLe  a  la 
ssance  y 

Z  —  Z0  = 

Fiq 


niin,  pour  tons  les  points  a.  1'mteneur  du  contour,  la  derivee 
?,  n'etant  jamais  nulle,  on  auia 


—  ^o)  dt^sjgnaut  une  scne  analogue  a  la  sene/?(^  —  rfl),  mais 
t  les  coefficients  ne  sont  pas  necessairement  reels 

nous  reste  a  considerei  le  point  du  contour  qui  coriespond  a 
ileui  infmie  de  z  Comme  on  pent  toujours  eft'ectuei  la  sub- 
itiou 


donne  une  repu'sentation  conforme  de  la  portion  supeueiue 
plan  SLIT  elle-meme,  ce  cas  se  ramene  aux  piececlcnts  et  Ton 


])  -I 
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si  le  point  n'est  pas  im  sommet  clu  contour,  el 


si  le  point  esl  un  sommet  ou  les  cleuK  cotes  conscculil\  se   len- 
contient  sous  1'angle  C/TC,  mesute  loujours  dans  I'mleucur  clc  (A.) 

132  Les  deVeloppemenls  piecedenls  cmbrassent  tonics  les  hy- 
potheses possibles  Pour  elimmer  les  conslanLes  Z0  ct  h  qui 
change  nt  de  valeur  quancl  on  passe  de  1'ua  ci  1'auLic,  con 
avec  M  Schwarz  la  tone  lion 

(8)  ~\^  =  E(z} 

On  irouvera  par  un  caloul  facile 

i°  Pour  un  point  a  Pmtencur  de  1'aue, 

(9)  E(«)  =  P1(J_5o)J 

2"  Poui  an  point  pris  sui  an  des  cotes  da  contour, 
(to)  E(z)  =  Pi(z-^\ 

3°  Poai  un  bommel  du  contour  correspondanl  a  1'anglo 


PI  (-3  —  s0),/?,(^  —  s0)  deaignanl  des  senes  de  puissance^  el  le 
senes  /;,  (^  —  r0)  a\ant  de  phis  lenis  coefficients  reeU, 

4"  Enfin,  pom  le  point  couespondant  a  la  valeur  infmie  dc  r, 


si  ce  point  n'est  pas  un  sommot  da  contain 

Les  Irois  dcimeres  foi  males  nous  montrent  que  la  fonclion 
E(z)  est  reelle  pour  toutes  les  valeuis  icelles  de  z  el  qa'elle  pent, 
par  consequent,  etie  prolongee  anal}  Uquement  d'apies  la  me- 
thode  mdiquee  au  n°  130  D'ailleuis  elle  n'a,  d'apies  les  deve- 
loppemenls  precedents,  qu'un  noml)ie  limite  de  poles,  cjui  conci- 
ponclentauxsommets  du  contour,  el  clle  devientinfinimcnt  petite 
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poui   5  mfiniment  grand     D'apies  les   theoremes    connus    de  ]a 
theorie  des  fonctions,  elle  sera  done  une  fraction  rationnelle 

Soicnt  «,  &,  c,  .  ,  /  les  valeurs  de  ;  qui  conespondent  aux 
sommeLs  da  contour  el  soicnt  a-it,  [JT:,  y-n,  ,  ATT  les  angles 
formes  en  ces  sommets,  mesures  clans  I'mteneui  du  polygone  On 
a  in  a 


avec  la  condition 

2(a-n  =  -2> 

qai  n'est  que  l'e\piession  analytiqne  du  theoieme  relatif  a  la 
sommc  des  anyles  d'un  polygone 

L'mlegralion  de  I'equation  (18)  nous  donne 

Z  =  Cf(s  —  a)*-»(j  —  6)P-'       (r  —  O'-1  ^--+-  G', 

C  et  C'  designant  deux  constantes  aibitiaues  leelles  ou  imagi- 
nanes  En  deplacant  1'aire  (A)  sans  changer  ni  sa  foime  in  sa 
grandeur,  on  pent  lamenei  I'expiession  de  Z  a  la  forme 

(,  {)  Z  =  Hf(z  -  a)*-i(z  -  6)P-'       (-  -  0>-'  dz, 

ou  II  designe  une  conslante  leelle 

Telle  est  lalormule  donnee  parM  Sch^arz  (')  et  pai  M  Clins- 
tofTel  (2) 

Comme  on  pent  piendi  e  aibitiauement  (n°  128)  les  valeurs  de  z 
qui  coirespondent  a  tiois  sommets  du  poljgone,  elle  contient  en 
realite  a/i  —  3  constantes  On  pent  disposer  de  ces  constantes  de 
manitie  a  obtenir  ]a  lepiesentation  conforme  d'un  polygone  quel- 
conque,  mais  ce  resuHat  essentiel  se  deduit  seuIemcnL  du  theo- 
ieme geneial  demon  Lre  par  Riemann  et  M  Scli^ar^;  sur  la  lepie- 
sLntalion  confoime  des  anes  planes  quelconques,  et  nous  ne 
connaissons  aucun  travail  developpe  ou  se  tiouve  etuchee  d'une 
manic  i  e  generate  la  deteimination  des  constantes  a,  6,  c  ,  ,  /,  H 
loisque  le  polygone  est  donne 


(')  SLIIW  MI?,  Uehei  eirnge  Abbddimgsaufgaben,  p    u^,  i86'(,  1866 
(J)  Cm.isioncL,  Sul  pioblema  delle  tempei  atui  e  stazionane  e  la  lappiescn- 
tazwnu  di  ana  data  supe/Jicie  (Annalidi  Uutematica,  L   I,  p   97,  1867) 
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Dans  le  cas  da  triangle,  dont  la  forme  est  deteinnnee  pai  la 
valeur  des  angles,  la  solution  est  evidente  En  faisant  vaner  la 
constante  H,  on  obtiendra  tous  les  triangles  semblables  a  un 
triangle  donne  et  1'on  pouira  determiner  cette  constante  de  ma- 
niere  a  obtenir  1'un  quelconqne  de  ces  triangles. 

Si  le  polygoneest  an  lectangle,  on  aura 


Z  deviendia  une  mtegiale  elliptique  quo  1'on  pourra  supposer  ra- 
menee  a  la  foime  noimale 

05)  Z  =  H/V(-^-/.^) 


Les  cotes  du  rectangle  seiont 


K.  et  K/    designant  les  integrates  completes  qui  entient  dans  la 
formation  des  peiiodes,  par  consequent,  si  1'on  pose 


g  = 
le  module  sera  defim  par  liquation 


qin  donneiaainsi,  dans  ce  cas  particuher,  la  solution  complete  du 
problem  e 

133.  Passons  maintenant  a  1'examen  du  cas  ou  le  contour  est 
compose  d'aics  de  ceicles,  nous  supposeions,  pour  plus  de  net- 
tete,  que  deux  cercles  consecutifs  ne  soient  jamais  tangents 

Comme  on  peut  toujoms,  au  raoyen  de  la  transfoimation  circu- 
laire  (n°  124)  defime  par  la  foimule 

CO)  Z= 

v     ' 


=-' 

cZi  -\-  d 

transformer  en  une  ligne  droite  un  quelconque  cles  cercles   qui 
composent  le  contour,   et  menie  deux  cercles  consecutifs  de  ce 
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conloin,  nous  pounons  appliquer  immediatement  les  lesultats 
obtenus  an  n°  131  et  nous  voyons  que  1'on  poui'ra  toujours  choisu 
les  constanles  icelles  ou  imaginanes  a,  b,  c,  d  de  telle  mamere 
que  Z,  prenne  la  forme  (3)  sur  un  des  cotes,  et  la  forme  (4)  en 
un  des  sommels  du  contour  On  am  a  done  pour  Z  les  expiessions 
smvantes 

i°  En  un  point  quelconque  du  contour, 

(17)  Z=a(3  —  s0)p(j—ss0)+b 

2°  En  un  sommct  ou  deuv  cercles  conseculifs  font  Tangle  om, 
mesure  dans  I'mteneur  de  1'aire, 

(18)  z_0(~>—3oyp(Z—Z])-r- 

3°  Au  point  du  contour  qui  coircspond  a  la  valeur  co   de  z, 

a 

09)  z  =  :~ 


si  le  point  n'est  pas  un  des  sommets  du  contour,  el 
(20)  Z  = 


si  le  point  estun  sommetou  deuv  cot^s  consecntifs  font  1'angle  ait 
4°  Enfin,  pom  un  point  a  I'mteneur  de  1'airc,  on  aura,  conimc 
pr^c^demment, 

(21)  Z  — Z0=(J  — J0)P(-  — Jo) 

134  Dans  ces  diffeientcs  formules,  a,  b,  c,  d  designenl  des 
constantes  reelles  ou  imagmaiies,  qui  ont  des  valeurs  differentes 
siuvant  les  developpements  que  Ton  consideie  Yoici  Taitifice 
mgenieuv  par  lequel  M  Scli^arz  a  elirame  tout  ce  qui  concerne 
ces  constantes 
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Soitj  d'une  mauieie  generale, 


_ 

c  i  -+-  d 

unc  relation  enlie  deux  foncUons  Z  el  T  d'une  vauable  z    Si  1'on 
eh  mine  les  constanles  par  la  differentia  Lion,  on  seia  conduit  a  la 

relation 

(ZT)'     Z'      T' 

(ZT)'      Z'      T" 
(ZT)'"    Z'"     T" 

qui,  developpee,  piend  la  forme  eleyanle 


ou  les  vanables  sont  sepaiees     Si  1'on  adopte  line  notation  de 
M.  Cay  ley  (')  et  si  1'on  pose 

/ON  I   T  I  ^ 

(a3)  Z,  .3   =  — 

on  auia  done 

(    '  ~(  ~  iT;  "i 

En  nous  seivant  des  resultats  piecedents,  nous  aliens  etudicr 
le  developpement  de  la  fonction  |Z,  ^j  pour  tons  les  points  situes 
al'mteiieui  ou  sui  le  contour  de  1'aire  (A) 

i"  Pom  nn  point  quelconqne  du  contour,  il  faut  remplacer  T 
pai  le  developpement 

(=---„)/>(- --o), 

qui  entre  dans  la  formule  (17)    On  irouve  amsi  un  icsultat  de  la 
forme  , 


2°  Pour  un  sommet,  la  valeui  de  T  est  celle  qui  figure  dans  la 
foimnle  (18), 


f1)    CULEY,    On    the   schwarzian  dei  ivative  and  the  polyhedial  functions 
(Cambiidge  philosophical  Tiansactions,  maisiSSo) 
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Un  caJc  nl  facile  donnealors 


3"  Pom  le  point  du  contour  coirespondant  a  la  yaletir  co  dc  z, 
on  ti  ouve  dc  meme 


bi  ]e  point  n'est  pas  iin  sommet  ct  si  1'on  emploie  la  valeur  dc  T 
coLiespondaale  au  developpement  (19)    Si,  an  contiane,  le  point 

est  un  sommet,  il  faut  mettie  pour  T  la  vaJeui  -^p(~}>  ce  qui 
donne 


Reniaiquons  d'une  mauieie  gcnerale  que,  pour  tons  ces  de\elop- 
pements,,  les  coefficients  sont  tous  reels  La  fonclion  JZ,  sj  est 
done  reelle  pom  toutes  les  valeurs  reelles  de  £  ,  elle  pouua  etre 
proloDgee  analyliquement  d'apies  la  nie'thode  du  n°  130  et  seia, 
par  suite,  definie  dans  loute  1'etendue  du  plan 

4"  Enfiu,  pour  un  point  a  I'lntciieur  de  (A),  la  dciivee  -~  nc 

seta  jamais  nulle  et  |Z,  z\  sera;  comme  z,  line  fonction  develop- 
pahle  pour  toules  les  valeuis  de  - 

Lalonction  {Z,  -J,  ayant  toutes  les  pioprietes  d'une  fraction  ra- 
donnelle  pour  les  valeuis  fimes  de  j,  et  de~seuant  mliniment  petite 
pour  i  mllni,  sera  une  fraction  rationnelle  Soient  a\,  a*,  .  ,  an 
les  valeuis  de  z  qui  conespondent  aux  somraets  du  contour,  c/\~, 
7j-,  ,  a/27:  les  angles  coirespondants  ibiines  par  deux  cotes 
(  uusticutifs  Si  1'on  a,  pour  z  =  ai: 


la  tonction 


dcnieiuaut  finie  pom  toutes  les  valeurs  fmies  de  z  et  devenant 
iniimmenl  petite  pour  z  iiifini,  sera  necessairement  egale  a  zeio, 
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Ton  aura,  par  consequent, 


bi  le  point  du  contour,  qiu  coriespoad  a  la  valeur  mdnie  de  z, 
n'esl  pas  un  soramet,  il  faudia,  nous  1'avons  vu,  que  le  developpe- 

nient  du  second  membie  suivant  les  puissances  dc  ->  commence 
an  terme  en  —  >  ce  qiu  donnera  les  egalite"s 

£  * 


U5) 


ai  h, 


I  —  a,- 


— «;    =  o, 


auxquelles  deviont  satisfaire  les  constantcs  li^  at 

Si,  au  contraire,  le  point  du  contour  coirespondant  a  la  valeur 
z  =:co  est  un  sommet  ou  Tangle  de  deux  cotes  cons^cutifs  est  [3-, 

j  Q2 

le  devcloppement  devra  commencer  par  le  terme  — ^->  ce  qiu 
donnera  seulement  les  deux  relations 


13o.   La  valeur  de  |Z,5J  etant  oblenue,  la  suite  des  laisonnc- 
ments  nous  conduit  a  considerei  1'equation  du  troisieme  oidre 


et  a  essa^ei  de  1'mtegier 

L'origine  etles  proprietes  de  cette  equation  sunplifient  beaucoup 
la  resolution  de  ce  probleme 

En  eflet,  d'apres  le  mode  de  formation  de  1'expression  {Z,  sj, 
la  relation  difleientielle 


est  equivalents  a  la  relation,  en  termes  finis, 

n       aZi-t-b 

L>    =          r,  ,1 

cZj  H-  a 
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et,  par  suite,  la  connaissance  Rune  seule  solution  paiticuliere  Z, 
de  1'equation  (27)  cntrainera  celle  de  Tmtegiale  geneiale,  qui  seia 
donnee  par  la  formulc  pre'cedente,  ou  les  constantes  «,  b,  c,  d 
pouiiont  lecevoir  des  valeuis  quelconques  Cette  propriete  si 
remaiquable  de  1'equation  (27)  larapproche  des  equations  hneaires 
et,  effcctivement,  il  est  aise  de  montiei  que  1'inlegiation  de  cette 
equation  pent  etie  ramenee  a  celle  d'une  equation  lineane  du 
second  ordre 

Consuleions  en  eflet  une  equation  hneaire  du  second  ordie 

/    en  d'^  <®  n 

(28)  dZ+Pd^*^0' 

ou  p  et  q  sont  des  fonctions  donnees  de  r,  et  cheiclions  1'equalion 
chfTeientielle  a  laquelle  salisfait  le  rappoit 


de  deuxintegrales  particulieies    On  trouveia,  par  un  calcul  facile, 


L'equation  ainsi  obtcnue  esl  de  meme  forme  que  la  pioposee  (27) 
11  suflira  de  clioisa  p  arbitiaiiement,  de  determiner  q  pai  la  lela- 
tion 


et  1'iQtegration  de  1'equation  (27)  sera  lamenec  a  celle  de  1'equa- 
tion  lineaire  (28)  Si  Ton  prenait,  par  exeinple,  p  =  o,  1'equatjon 
lindaue  se  ledinrait  a  la  suivante 

(3.)  ^  +  IF(3)0  =  o 

Au  reste,  on  s'exphqne  qu'une  ceitaine  indetermmation  puisse 
subsister  relativement  a  Tequation  lineane,  puisque  le  rapport  de 
deux  integrates  paiticuheres  ne  change  pas  quand  on  les  multiplie 
1'une  et  Tantre  par  une  meme  fonction  donnee,  mais  quelconque, 
de^ 

L'equation  (82),  ainsi  que  toutes  celles  que  Ton  obtiendrait  en 
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pienant  pour  p  la  valenr  simante 


on  les  constantes  fit  sont  cles  nombies  lecls  quelconques,  a  tons 
ses  coefficients  et  tons  ses  points  siDguheis  leels,  de  plus,  Louies 
",es  mte'giales  sonl  i  I'guliei  es 

Recipioqucment,  si  Ton  considere  a  p?  101 1  nnc  equation 
Imeane  quclconque  du  second  oulre  possedant  LonLcs  ccs  pro- 
prietes,  on  pent  etahlu  c[iie  le  rapport  dc  ses  integrales  clonne  Ja 
lepresenlation  con  forme  snr  la  paitie  siipeiieine  du  plan  cl'iine 
aire  plus  on  moms  complexe  limiLee  par  des  arcs  de  ccrcle. 

Maiquons  en  effet  sur  l'a\e  lecl  (Jig    10)  les  points 


FIR   10 


f-t,i-\,  a  n  de  1'equation,  eLsoit 


le  rappoit  de  deux  inleyralcs  paiticulieies  quelconf[iics  qui, 
d'apies  les  hypotheses  relaLncs  a  1'equalion,  sont  des  fo  notions 
uniloimesde  rdansl'airc  (U)  hmitee  par  l'a\e  reel  et  par  Je  demi- 
ceicle  tocrco'  de  lajon  infini  Dans  chacun  des  mleivalles  ci\a±, 
cr2cit:  ,  tit_\a^  ,  «woo«|,  on  pouiia  ohtemr  deux,  in  Legrale^ 
particulieies  qui  seronl  leelles  Loutes  les  deux  pour  cles  valeuis 
reclles  de  z  Si  1'on  designe,  par  exemple,  par  t,_t  le  inpport  de 
ces  deux  integrales  dans  I'mtervalle  al_^  at,  on  aiua  evidemmenl 


[-( ,  |j;_i ,  yt_( ,  Oj_t  designant  des  constantes  leelles  ou  iniagi  naucs, 
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et  comme  la  variable  ^_,  demeure  reelle  lorscfue  le  point  z  deem 
le  segment  at_\  #/,  on  voit  que  le  point  Z  decrna  un  arc  de  cercle 
Les  aics  de  cercles  decrits  par  le  point  Z  qni  coirespondent  amsi 
atiK  n  intervalles  forment  un  polygone  ferine"  dans  lequel  les  cotes 
consecutifs  se  coupeut  sous  dcs  angles  donL  la  giandem  est  qnel- 
conque  ,  deux  cotes  consecutifs  peuvent  me  me  etie  tangents  quand 
les  developpemenls  des  mtc°  rales  dans  le  voismnge  d'un  point 
smgulier  contiennent  dcs  logarithmes  Mais  1'examen  de  ions  les 
cis,  la  definition  precise  de  1'aire  clont  on  oblient  ainsi  la  icpre- 
seniation  conforrne  nous  entraineiaient  tiop  loin 

Nous  nous  contenterons  de  remarquer  que  I'equation  (2^)  con- 
tienL  hien  le  nombre  de  coustantes  qui  est  necessaire  &i  Ton  vent 
eflectuer  la  lepiesentation  confoime  d'un  pohgone  quelconque 
compose  d'aics  de  cercle  sui  la  partie  superieuie  clu  j)lan  En 
effet,  la  ionclion  F(-)  depend  de  3/i  constantes  leelles  hees  pai 
les  trois  equations  (20),  et,  comme  d'ailleuis  on  pent  prendre 
arbiLraiiement  trois  des  quantitt^s  at  (n°  128),  il  'reste  seulement 
6/1  —  6  paiametres  reels  ,  mais  il  faut  leur  ajouter  six  autres  paia- 
melres  icels  servant  a  former  les  tiois  constantes  imagmaires  qui 
figurent  dans  I'mtegrale  geneiale  de  I'equation  (2^7)  Le  nonibic 
Sti  de  constantes  reelles  ainsi  oblenu  est  piecisement  t-gal  a  ceku 
des  paramelies  aibilianes  dont  depend  uu  polygone  loune  de 
n  arcs  de  ceiclc 

II  resulte  d'une  proposition  gtsnerale,  a  laquellc  1\I  Sclnvarz  est 
parvenu  pai  la  method?  la  plus  elegante  clans  1'aiticle  deja  cite  ('  ), 
que  1'on  poiuia  toujours  determiner  ces  constantes  de  manieie  a 
obtcnii1  effectivement  la  solution  du  piubleme  propose. 

136.   Pioposons-nous,  comme  application,  de  determiner  la  re- 
presentation confoime  d'uu  tuangle  forme  pai  trois  arcs  de  ceicle 
Nous    pouvons  toujours  supposcr  que    les   liois  sommet«   de    ce 
tuanyle  conespondent  aux  valenis  o,  i,  co  der   Soient  AT:,  ^-K,  YX 
les  angles  du  tuangle  en  ces  trois  sommets   Nous  aiuons  ici 


(')  Jlonatsbeiichtc,  p    768-78^,  i8;o 
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el  de  plus  le  developpement  suivant  les  puissances  positives  de 

devra  commencer  pai  le  terme  --  -p-    Cette  condition  determine 

i     -3"1 

a  i  ,  a  2)  et  1'on  irouve 


,    -      —  ,  ,  -(,_-) 

\  '  i  -o  -^     \  ^  ^^   ""*  /  •*•  •**  \  '    -   "**  / 

Or,  si  1'on  consideie  1'equation 

(34)  -('--^^  +[y  -(«-*-  p-t-iJ-]^-apO  =  o, 

qui  defmit  lasene  hypergeometnque  de  Gauss,  on  reconnail  aisc- 
ment,  en  appliqnant  la  formule  (3o),  que  le  rapport  de  ses  deux 
inte"grales  satibfait  a  ^equation  (33)  si  1'on  pi  end 

(35)  X»=(i_f)s,         ^=(Y-a-pj2,         v»  =  (a-pp 

On  pourra  done  expnmer  Z  par  le  quotient  de  deu\  integiales 
particulieres  de  Tequation  (34)  Ges  integrates  sont  bien  connues  , 
on  peut  deteunmei  les  variations  qu'elles  eprouvent  quand  on  suit 
un  cliemin  quelconque  du  plan  (')  et  Ton  \erifie  qu'elles  four- 
uissent  efTectivement  la  representation  cheicliee 

Parmi  les  quatie  sjslemes  de  valeuib  de  a,  (3,  y  determines  par 
les  equations  (35),  choisissons  le  suivant,  par  exemple 


(36) 


L'equalion  diffeieniielle  (34)  admet  plusicurs  solutions  paiti- 
culieres,  painn  lesquelles  nous  distingueions  les  smvantes. 


(37:  ,< 

3i=(i— 5jY-«-PF(Y  — a,  Y  — Pi 


(')  KuMMtn,  Z7cie/  rfje  hypei geometi ische  Reihe  (Journal  cle  Cielle,  t  XV, 
i836) 

GOLRSVT  (E  ),  Sit?  1'equation  dijfei entielle  hneaue  qui  admet  pout  integiale 
la  sene  hjpei  geometi  ique  (Annales  de  I'Ecole  Not  male,  2'  sdne,  Supplement 
au  t  X,  iSSi) 
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ou  le  symbole  F  designe  la  scue  liypergeomctriquc  dc  Gauss.  Si 
Ton  convient  que  les  arguments  de  z  et  de  i  —  z  scionl  pus  egaux 
i  zeio  quand  la  vanable  -  scia  rdelle  et  compuse  ontie  o  ct  i,  ccs 
mtegiales  seiont  determmecs  sans  ambiguile  pour  loulc  la  region 
supeneiue  du  plan,  et  les  formulas  que  Ton  liouvera  aux  pages  •><> 
et  21  du  beau  Memoire  de  M.  Goursat  peimettront  d'cn  calculcr  l<i 
valeur  pour  chaque  point  dc  cette  legion.  Elles  salisfout  d'aillcins, 
dans  toute  la  legion  consideree,  aux  deuv  equations  (que  1'ou 
trouveia  a  la  page  28  de  ce  Memoirc) 

(38) 

oil  1'on  a 

i      a  ~    7T77.  ...„,.  n     >  l>  = 


Ces  points  etantadnns,  designons  par  C  une  conslante  recllo  ou 
iinagmaire  et  posons 


Quand  i:  vane  en  ire  o  et  i,  le  rapport^  est  reel,  I'argumcnt 
deZ  est  constant  et  eg-al  a  celin  de  ~.  Lc  point  Z  decnt  done  un 
segment  de  droite  OA.(fig.  1  1).  Sj  an  contraire  le  point  z  passe, 
par  la  partie  snpeneure  du  plan,  aux  valeurs  compuses  cnlrc  o  ct 
-co,  0,  reste  reelle,  I'argument  de  02  devient  egjl  a  TC(I  —  y)  ou 
id  L'argument  de  Z  angmente  done  de  TC),,  el,  commc  il  Jcmcurc 
encore  constant,  le  point  Z  decnt  un  segment  OB  ayant  sou  engine 
en  0  et  faisant  avec  OA  1'anffle  \n 

O 

Supposons  maintenant  que  5  passe,  par  la  region  supdnciirc  du 
plan,  aux  valeurs  comprises  entre  i  et  -f-  co  L'nitf-g-rale  03  cst 
leelle  Quant  a  I'integiale  9,,elle  est  imagmaiie  et,  com  me  1'aigu- 
ment  de  r  —  z  devient  egal  a  —  TT,  celui  de  I'mLegiale  cst 

—  TT(  Y  —  J.  —  P)          ou  —  JJLTT: 

Si  done  on  pose 

0, 
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la  variable  T  sera  reelle.  En  chvisant  membie  a  membre  les  den\ 
Equations  (38),  on  aura 


_  a 

~ 


Si  1'on  change  £  en  —  &  el  si  Ton  dc-signe  par  C0,  Z0  les  iniagi- 
naires  conjuguees  de  C  et  de  Z,  on  liouvera 


I' 12       I' 


II  ne  icsle  plus  qu'a  ehnnnei  T  enlic  les  dcu\  equations  pie- 
cedentes  et  1'on  oblient  1'equation 


qui  lepiesente  1'arc  de  cerclc  passant  par  les  points  A,  B  etdecut 
par  le  point  Z  quand  ^  vane  entre  i  et  -f-  oo 

La  puissance  I1  de  I'ongine  pariappoit  an  ccicle   precedent  a 
pour  expiession 


ou,  enremplacant  a,  b,  a',  U  par  leuis  valeuis, 

r/l  — )  -*-[-»  —  ^  \      /I  — A  +  |J 
,      nrr-f-)  1      \  ,,  ]l  \  '  ->' 

(40    r-  = 


CT     r1 » / ,        1  * 
L.LH.,  1  -( i —  Ay 


Le  calcul  de  cette  puissance  t-  ofl>e  de  1'mt^ict,  cai,  si  elJe  est 
positive,  il  y  aura  un  ceiclo  decrit  de  I'ongine  comme  centre  et 
coupanta  angle  droit  le  cote  AB,  c'est-a-dire  un  cercle  oithogonal 
an\  trois  cuteb  du  tiiangleOAB  Si,  au  contiaire,  clle  est  negative, 
il  n'y  aura  pas  de  ceiclc  reel  satisfaisant  a  ces  conditions 


CONFOIUIE    DIS    AIRES    ITVNCS  1  rj  i 

Coranic  les  aiguments  des  fonctions  T  qui  figment  dans  la  foi- 
nuile  piecedente  sont  tons  supeneurs  a  —  i,  ces  fonctions  auront 
le  in  erne  signe  que  les  vauables  clont  elleb  dependent  On  reconnail 
am  si  que  la  puissance  t-  sera  negative,  si  Ton  a 

(x, 

(40 

i    V-  H-    I  > 

I         -\ 

H-Hv 

c'cst-a-dire  si  les  angles  du  triangle  OAB  satisfont  a  toutes  IPS 
lelations  d'me'galite'  qui  existent  entre  les  angles  d'un  tuangle 
sphenque  Au  contraire,la  puissance  i2seiapositive  si  les  iiipgabtt's 
piecedcntes  ne  sont  pas  toutes  veiifiees  Ce  resultat  est  bieu  cou- 
loime  a  celui  que  donne  Li  Gcoindtne  pour  qu'un  triangle  foime 
jiar  trois  aics  de  cercle  soit  la  pi  ejection  steieogiaplnque  d'un 
tiiangle  sphenque,  il  faut  et  il  suldt,  comine  on  sait,  que  le  ccicle 
oithogonal  aux  trois  cotes  du  tiiangle  soit  imaguiaiie 

Si,  au  lieu  de  la  vaiiable  Z  definic  pai  la  ioimule  (4o),  nous 
avions  choisi  la  sun  ante 

ft  Z    -  b 


a^  bj  c,  d  designant  des  constantes  quelconques,  nous 
obtenu,  au  lieu  du  triangle  OAB,  un  tricingle  a\ant  les  memes 
angles,  mais  dont  les  cotes  autaient  ete,  eu  geneial,  des  arcs  dc 
ccicle,  cai  il  se  deduit  du  triangle  OAB  pai  une  tiansfoimation 
cuculaire  quelconque 

Supposons  que  les  angles  ) ,  p,  v  satisfassent  au\  relations  d'me- 
gahte  (4-0  et  picnons  pour  le  module  de  C  la  \alcui 


v 


t2  deviendia  egal  a  —  i  et  les  tiois  cotes  du  triangle  OABseiont 
oithogonauv  au  ceicle  dc  layon  ^  ayant  Toiigme  pour  centre  On 
sait  que,  clans  ce  cas,  les  trois  cutes  peuvent  etie 
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comme  la  pi'ojection  stereographique  cle  tiois  arcs  de  giancl  cercle 
traces  sur  la  sphere  de  rayon  t  ajant  1'ongine  pour  centre  Si  done 
on  repiesentc,  suivant  la  methode  de  Riemann  mdiquee  an  n°  30, 
la  variable  Z  par  un  point  cle  cette  sphere,  les  resultats  piececlenls 
donnent  la  represenlation  conforme  de  1'aue  d'un  ttianglc  sphe- 
nque  sui  la  parLie  supeneiue  da  plan  Le  so m met  de  ce  Lriangle 
qui  coriespoud  a  I'angle  )»ir  est  place  an  point  le  plus  has  de  Id 
spheie  et  chametialement  oppose  au  pole  de  la  piojection  sterco- 
giaphique 
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CIIAPITRE  Y. 

DU    S\  SI  I  AIC    ORTHOGONAL    FOilUli    I' A 11    LLS    LIGJVEis    DE    COUHBURE 

LijuaLion  dilTLiLiHielle  des  ligues  dc  couiljiue  —  Application  a  la  sutfticc 
scmy"^i'  —  C  —  I'oi  mules  d'Olnule  Rodi  IHUCS  —  HcpiLscnlalion  sphtnque  do 
Gau^s  —  LifuaLion  liniane  donL  les  caiaclei  istiques  sonl  Ics  h^nes  de  combine 
—  Lii;ncs  de  i  DIM  hint  des  cjclides>  —  L'invcision  ronsenc  les  hyncs  dc  com- 
bine —  TliLoicmc  dc  Dupin  iclalifaux  syslcmcs  Liiples  oilliogonaux 


137  Les  piopneles  des  sjstcmes  orlhog-onanv  et  isolhci  nies  ne 
dopcnJouL  que  de  ]a  forme  de  1'uleiuenL  lineane  et  se  conservenl 
qiiancl  on  clefoime  la  surface  sans  alteration  des  longueuis  des  aic^ 
II  n'en    Oi>t   ]ihis    dc   menie  pour  le  sysLeme  orthogonal   qiu   est 
forme  par  Ics  deux  laimlles  de  lignes  de  combine   Mais  ccs^sleme 
se  distingue  de  tons  Jes  auties  par  une  propnete  essentielle,  ]1  e^t 
a  la  fois  orthogonal  etconjugue,  il  a  un  iole  e\liememenl  unpoi- 
lant  dans  1't \amen  d\m  giaud  nomine  de  pioblemes  lelatifs  a  Li 
Lheone  des  sui faces  et,   a  tons  ces  points  de  Mie,  il  inente  que 
iiuus  on  lassionb  des  a  present  une  etude  assez  detaillee 

Unc  ligne  dc  combine  pent  etie,  on  le  sait,  definie  pai  celte 
propnete  que  les  normales  d  la  suiface  en  scs  difFuents  poinls 
ibrmenL  une  suiface  developpaljJe  L'aieLe  de  rcbioussement  de 
cetle  developpable  est  evidemment  une  des  devcloppees  de  la  ligne 
de  combine,  le  point  de  contact  de  cbaque  noimale  avec  I'.uete  de 
rebioussetneut  est  le  ccutie  de  courbiue  principal  couespondant 
a  la  ligne  dc  couibure  cousiderte  Nous  allons  mdiquei  d'aboid 
coiumeaL  on  obticnt  I'eijuation  difftienlielle  des  Lgnes  cle  coui- 
buie 

138  Soient  x,  j  ,  3  les  cooidonnees  rectangulaires  d'un  point 
quelconque  de  la  suiface  conside"iee,  u:  c,  w  desquantites  piopoi- 
Lionnelleh  aux  cosinus  direcleuis  cle  lanoimale  en  ce  point    Les 
cooidonnees  X,  Y,  Z  d'un  point  quelconque  dc  la  normale  amonL 

D    —  I  i3 
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pour  expiessions 

(\)  X  =  y  -r-  aX,        Y—  y -{- v\,        7.  =  z -r- w\ 

),  etant  une  arbitraire  dont  la  variation  doanera  Lous  les  points  do 
la  normale  Expiimons  qu'il  existe  un  deplacement  pour  lequel  co 
point  decnt  une  courbe  tangente  a  la  noimale,  nous  aurons 
les  equations 

d(  r  -L-  n\  )  _  da  -r-  «'Al  _  tl(z  -4-  (*0  1 

Zi  t>  (V 

ou,  pins  simplement,  ea  relrancliant  c/1  cles  trois  rappoits  egau\, 
.  fix  —  \  tin       d\  -4- ).  dv        ch  -+-  A  cZtp 

/  2  j =^   — —      —   

II  V  W 

L' elimination  cle  1  nous  donnera  Te'qualion  difTercntiellc 

doc     dii     u 

(3)  dy     dv      v     =o, 

dz     dw     w  | 

qui  est  celle  des  lignes  de  courburc   En  la  ddveloppant,  on  tiouvc 

(4)  du(v  dz  —  w  dy}  -+-  dv(  w  dec  —  u  dz}  -+-  dw(u  dy  —  c  dc )  =  o 

Cette  equation  deteinnne  les  duecLions  cles  cleuv  lignes  di1 
corn-bare  qui  passent  en  chaque  point  dc  la  suifacc,  les  lormulo 
(2)  feront  connatlie  la  valeur  de  A  relative  a  cliaque  hgne  dc  conr- 
bare,  et  le  centre  de  couibuie  correbpondant  seia  alois  dcfiai  pin- 
les  formules  (i). 

139  On  est  encore  conduit  a  I'eqnalion  (4),  si  Ton  emploic 
une  aulie  metliode  qiu  repose  exclnsivement  snr  1'emploi  des 
cooi donnees  de  la  noimale  On  sait  que  Plucker  a  consideie  Li 
hgne  dioite  comme  un  element  de  1'espace  et  qu'il  1'a  definu1, 
comme  on  le  fait  pom  un  point  ou  un  plan,  par  des  cooidonnecs 
Nous  allons  indiquei  le  s_ysteme  de  deteimmation  qui  conduit  an\ 
calculs  Jes  plus  SNnietiiques 

Soient 

(5)  j^-cy  +  a^o, 

b'  =  o 
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]es  equations  d'uneligne  droHe    On  pouira  joiudre  a  ces  equations 
la  smvante 


(5')  ay 

pourvu  que  c'  soil  determine  par  1'equalion 

(G)  act'  -t-  W  -t-  cc'  =  o 

Les  equations  (5),  (5')  repie'senient  les  projections  cle  Li  droile 
sin  les  tiois  plans  cooidonnes  Celte  droite  est  patfaitement  de- 
tciminee  quand  on  connait  les  six  quanliies  a^  a',  &,  b':  c,  c'  , 
nous  dirons  que  ces  si\  quanliLds,  qxu  doivenl  Loujouis  salisfaue 
a  la  condition  (6),  sont  les  coot  donnees  Jwmogenes  de  la  byne 
dioite 

Snpposons  queces  six  coordonnees  soient  desfonctions  donnees 
d'un  paiametie,  la  dioite  engendrera  une  surface  reglee  Pour 
que  cette  surface  soit  d^veloppable,  il  faudra  qu'il  e\i&Le  nnc 
coarbe  tangente  a  toutes  les  posiLions  de  la  dioile,  en  d'aulres 
lermes,  il  faudia  quel'on  puisse  deLeunmer  les  cooi  donnees  x,  y,  c 
d'un  point  vatiable  venfiant  les  equations  de  la  droite  et  satis- 
faisant  au\  conditions 

d  r,        Ji        dz 
a    ~~    b    ~    c 

Si  Ton  differentie  les  equations  (3)  el  (5'jen  tenant  compte  dcs 
relations  prdcddenles,  on  trouvera  que  les  cooidonnees  x,  y,  z 
doivent  veriiler  les  tiois  equations 

^  db  —  y  clc  -+•  da'  =  o, 
jc  dc  —  z  da  -+-  db'  =  o, 
y  da  —•  x  db  -t-  dc'  =  o, 

qui  ne  contiennent  pas  dx,  dy,  dz  Si  on  les  ajoule  apres  les  avon 
niulliplieesiespectivement  par  du,  db,  dc,  on  obtientla  condition 

(8  )  da  da'  -t-  db  db'  -t-  dc  dJ  —  o, 

a  laquelle  doivent  satisfaire  les  dilTeientielles  des  cooidonnecs. 
On  d^montieia  aisement  que  cette  condition,  qui  est  n(5cessaue, 
est  dussi  suffisante,  et,  quand  elle  seraiemplie,  les  foimules  (5) 
et  (7)  feiont  connaitie,  pour  chaqne  valeur  de  la  vanable  inde- 
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pendante,  le  point  de  contact  de  la  generatnce  avec  1'arete  do 
lebioussement 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  les  equations  de  la  normale  sont 

\  —  a;  _  Y— j   _  Z  —  j_ 

IL          ~          V  W 

Par  consequent,  les  si\  coordonnees  de  la  noimale  sont  ;/,  r,  iv 
etles  quantites  u',  c',  w'  delimes  pai  les  egahtes 

t'J  —  (t'J    -f-   It'    =  0, 

ru.  —  u  z  -+-   (>'  =  o, 
zr)  —  p  a  -t-  u>'  =:  o 

La  condition  pour  que  la  normale  engendie  line  suiface  clcve- 
loppable  seiadonc  expiimee  pai  rcquation 

(10)  du  du'  -4-  dv  dv'  -+-  dw  dw'  =  u, 

que  Ton  reconnaitra  facilement  etre  equivalcnte  a  1'equaliou  (4) 

1  iO.  Pioposon>3-nous,  pour  donnei  une  application  de  la  mc- 
lliode  piccedente,  de  deleiinmer  les  lignes  de  combine  Jc  la 
surface 


ou  /;?,  n,  /?,  C  sont  des  constantcs  quelconques   L'equation  diflt1- 
lentielle  de  la  suiface  sera 

ch          (h          dz 

in 1-  71  —  -4-/>  — -  =  o  , 

u6  7  *^ 

les  tommies  (i)  deviendront  ici 

,    _  f         ml  _  iU  p A 

_\    (T  J  1     J  3  /j    £  5 

*  y  - 

el  les  equations  (2)  nous  donneiont 


Si  nous  substituons  les  ^aleuls  de  due,  dj  ,  dz  dans  1'equatiou 
clifferenliclle  de  la   suiface,    nous   auions   1'equation   du   second 
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clegre 


X  +  —      X  +     -       X  +  - 
w  /i  /> 

qiu  fera  connailre  les  valeurs  de^  couespondantes  au\  deuxhgncs 
de  comb  ure 

Au  lieu  de  faire  correspondie  A  chaque  racine  de  cetle  equation 
la  ligne  de  combine  dont  la  dnecLion  eit  definie  par  les  foinniles 
(12),  on  pent  considerer  la  ligne  de  courbme  perpendiculaiie  En 
designant  par  dx,  dy  ,  dz  les  difTeientielles  relatnes  a  ceLLe 
seconde  bgne,  on  aura  1'equaliou 

•V  dr  •)  (J-\  ^  d: 

('0  --  ~,^ 


, 

>(•  -\  /  ^  -j 

k  _)  --          A  -+-  ^—         AH  -- 
m  n  p 

qm,  joiale  a  1'equaLion  differenlielle  de  la  surface,  deteimmerail 
les  rapports  de  dx,  djf,  dz  Ainsi,  pour  obtenir  les  equations 
diflrrciHielles  dcs  deux  iamilles  de  hgnes  de  couibure,  il  suffiia 
de  re  m  placer  successivement,  dans  1'equation  (i4)?  ^  par  les  deux 
lacines  de  1'equaLion  (i3) 

Cc  point  ctant  acinus,  1'mtegration  est  facile  Multiplions  en 
cfTct  Vuquation  (i4)  par  i  et  ajoulons-lui  1'equalion  (i3)  mulupbee 
pai  cfi^  Nous  obtieruhons  amsi  ime  difTerentielle  e\acte 


=  o, 
P 


et,  en  integrant,  nous  auions 


z<!  designant  le  parametie  de  la  ligne  de  couibure  II  faudui,  pour 
obtenir  les  deux  families,  remplacei  successivement  \  pai  les  deux: 
racmes  de  1'equatjon  (i3)  Si  Ton  remaique  in  am  tenant  que  cette 
equation.  (i3)  s'obtient  en  egalant  a  zdio  la  denvee  de  1'equation 
(i 3)  par  rapport  a  X,  on  seia  conduit  au  th(5oieme  smvant  ~ 

Si,  dans  ['equation  (i5);  onconsideie  ucomine  nneconstanle 
et\  comme  un pai ainelre  vcniable,  les  enveloppes  des  surjaces 
j  epi  esentees  par  cette  equation,  coi  i  espondantes  aax  divei  ses 
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valeujs  de  u,  conpent  la  surface  pi  oposee  suivant  ses  lignesdc 
com  but  e 

On  voit  que  ces  lignes  de  combine  seront  algebriques  toules 
Ics  fois  qne  la  surface  proposed  le  sera,  c'est-a-dne  Louies  les  fois 
que  ?n,  ;z,  p  setont  commensurables  On  reconnaitra  de  plus,  par 
un  calcul  facile,  que  la  famille  de  surfaces  repre"senlee  par  1'equa- 
Lion  (11)  dans  laquelle  on  donne  a  C  toutes  les  valeurs  possibles, 
el  les  deux  families  d'enveloppes  donl  il  esl  question  clans  1'enonce 
precedent  formenl  un  systeme  tuple  orthogonal  (') 

Supposons,  par  exeraple,  que  Ton  prenne 

m  =  n  =  —  p  =  i 
L'equation  (11)  prendrala  forme 

06)  V  =  C 

A> 

L'equalion  (i3)  aclmettra  pour  racme^ 


il  en  resultera,  pour  u,  les  deu\  valeurs  suivantes 

(17)  \/u'  =  /-1-  4-  a-'  —  v/js 

(18)  \JW=  \/ 


Les  surfaces  representees  pai  ces  deux  dermeres  equations  soni 
les  lieux:  des  points  tels  que  la  somme  ou  la  difference  de  leuis 


(M  Dans  son  Memone  siu  lessiufaces  ortliogonales,  inseie  cniS'^au  Join nal 
de Liouville  (r°  sene,  I  XII,  p  a'jG),  M  3 -\.  Senet,  cleveloppant  une  lemaiquo 
de  M  Bouquet,  a  montre,  le  piemiei,  que  Ics  sui  faces  represenLdes  pai  1'eqiuHion 
(n)  consLiluent  une  des  families  d'un  systerne  tuple  oitbogonal  et  il  a  incliquc 
les  moyens  de  detei miner  les  deux  autres  families  qui  completent,  le  systenic 
Mais  il  n'a  developp^  Ics  calculs  que  clans  les  deux  cas 

m=i,        71  =  1,       /?  =  ',        et        77i  —  i,        n  =  i,       p=  —  i 

La  methocle  suivie  dans  le  textc  esl  exposee,  avcc  les  gendralisations  qu'elle 
compoite,  dans  un  Memoir e  sur  la  Thcone  des  cooi donnees  ciu vih gnes  et  dei, 
systemes  oithogonaux  pubhe"  par  1'auteui  (Annalts  de  I'Ecole  Noi  male  supe- 
neuie,  2°  sene,  t  VII,  p  227,  1878) 
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distances  a  1'axc  des  x  et  a  1'axe  desy,  c'est-a-dire  a  deux  droites 
rectangulaires  qui  se  coupent,  soit  constante. 
Si  Ton  prenaiL 

m  =  n  =  p  =  \ , 

les  equations  des  trois  families  prendraient  la  forme 
('9) 


i 

to  de'signanl  ime  racme  cuhique  miagmaire  de  l'unite   Ge  icsultal  | 

est  du  a  M   Cay  ley  i 

141   Kevcnons  a  la  the'orie  ge"nerale    Les  formules  (2)  pi  en  nent  I 

ime  forme  particulieremenl  remarquable  si   Ton  suppose  que  n,  f 

C,  CP5  au  lieu  d'etie  simplement  proportionnels  aux  cosinus  direc-  '                                ^ 
teurs  de  la  normale,  soient  e"gaiiK  a  ces  cosinus  que  nous  appelie- 

lons  c,  c',  c"  Alors  les  formules  (i)  prenclront  la  foime  * 

f  1 

et  ddfimront  un  point  de  la  noimale  situe"  a  la  distance  R  du  pied  ff 

de  cette  normale,  cette  distance  R  aura  d'ailleurs  un  signe,  elle 
devra  cue  portde  dans  le  sens  deflni  par  les  cosinus  c,  c',  c",  si 
elle  est  positive,  et  en  sens  contraire  si  elle  est  negative  Les  for- 
mules (2)  nous  donneront  les  suivantes 

dx  4-  R  dc  _  dy  -+-  R  dc'  _  dz  -4-  R  dc' 
c  ~          c  ~~  c" 

Ajoutons  les  numerateurs  et  les  de"noinmaleurs  apres  les  avoir 
multiplies  lespectivementpar  c,  c',  c",  nous  trouveions,  en  tenant 
compte  de  1'dquation  evidente 

'i 
c  dx  -+-  c'  dy  +  c"  dz  =  o,  r 

que  la  valeur  commune  de  ces  rapports  est  cgale  a  zero  | 

On  pent  done  ecrire  les  formules  suivantes  ;i 

(21)          dx  -+-  R  dc  =  o,        dy  -+-  R  dc'  =  o,         dz  -+-  R  dc"  ~  o,  j, 

qui  sont  dues  a  Olmde  Rodngues  et  qtu  jouent  un  rdle  essentiel  Ji 
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dans  la  theoue  des  hgnes  de  courbure  R  designe  le  layon  de 
courbure  pimopal  conespondant  a  la  bgne  consideiee,  ct  les 
cooidonnees  du  centre  de  courbure  conespondant  sont  defimes 
par  les  formules  (20) 

1-42  On  obtient  aussi  les  equations  cl'Olmcle  Rodngues  en  fai- 
sanl  usage  d'une  notion  tres  impoi tanle  qui  est  due  a  Gauss,  celle 
de  la  i  epiesentalion  spliei  ique  Emisageons  unc  portion  qncl- 
conque  d'une  surface  donnee  et  altubuons  un  sens  aux  nornialcs 
en  tons  les  points  de  cette  region,  en  nous  atlaclianl  A  satisfanc  a 
la  condition  que  les  cosinus  duecteuis  c,  c',  c"  de  la  normale  soicnt 
des  fonclions  continues  des  deux  paramelres  qui  ck'finissenl  le 
pied  de  cette  normale  Conslimsons  mamlenant  le  point  dont  Jos 
cooidonnees  rectangulaiies  sonic,  c',  c\  il  apparlicnl  evideinmenl 
a  la  spheie  de  ra\on  i  a} ant  pour  cenlic  1'oiigmr  des  coordoii- 
nees,  et  1  on  voit  que  nous  etabli-,sons  point  pai  point  une  cories- 
pondance  entie  cette  splieie  et  la  suiface  donncc  A  un  pointlM 
de  Ja  suiface  coircspondia  un  point  m  do  la  sphere,  a  une  combo 
de  la  suiface  une  combe  de  la  spliere,  a  nne  icgion  continue  de  la 
suiface  une  u'-gion  egalcment  continue  de  la  spheie  Co  mode  de 
coiiebpondance  a  lecu  le  nom  de  ie[ii Mentation  iphtiique  on 
tf image  spliei  UJUQ  de  la  suiface,  et  Gauss  on  a  fail  usage,  nous  le 
venous  plus  Lard,  pour  etabln  ct  foimulei  unc  tics  propositions 
les  plus  impoitantes  de  la  theone  qui  nous  occupc 

Si  nous  con^ideions  un  point  quclconque  M  de  la  surface  el 
son  image  sphcnquc  m,  il  it-suite  de  none  definition  que  le  plan 
laugent  a  la  suilace  an  point  M  est  paiallele  an  plan  tangent  de  la 
bpheie  en  in ,  les  normale-,  dux  deux  sia faces  sont  paiallthjs,  el, 
en  ce  qui  regaide  leuis  sens,  on  voit  qu'du  sens  posilif  de  la  nor- 
male a  la  smface  coriespond  celui  dc  la  noimale  evteiieuic  a  la 
spheie 

Imagmons  que  le  point  M  se  deplacc  a  paitir  dc  sa  position  ini- 
Liale  sui  la  surface  et  decnve  un  element  de  combe  MM',  le  point 
ni  qui  lui  sert  d'image  se  dtplacera  a  paitir  de  m  et  clecnra  un 
element  de  combe  mm'  Cherchons  la  iclation  enlie  ces  deux  ele- 
ments coiiespondants 

II  est  ewdenl  d'abord  que  1'aic  mm'  mesme  en  grandein  1'anole 
des  noimales  en  M  et  M'  ou,  ce  qui  est  la  meme  chose,  I'angle 
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infimment  pelit  dcs  plans  tangents  a  la  surface  en  ces  deux  points 
C'est  la  une  pieimeie  propiiete  ties  impoitanle  de  la  repiesenta- 
lion  sphenque     elle  permet  d'eludier  geometuqiiement  la  vana- 
tion  dn  plan  tangent 

D'autie  part,  la  tangente  mm'  dc  la  sphere  et  la  ungente  MM' 
de  la  surface  ont  evidcmmenl  pour  conjuguces  dcs  droites  qiu 
sent  paiallelcs,  pulque  les  plans  tangents  au\  points  conespon- 
dants  des  deu\  surfaces  le  sont  toujouis  Or,  dans  la  sphere,  la 
conjnguee  d'une  tangente  est  perpendiculaue  acette  tangente  On 
pent  done  enoncer  la  proposition  siuvante 

L'  angle  dcs  tangentcs  en  m  et  en  M  aux  deux  cow  bes  coi  - 
i  espoiiddntcs  mm'  et  MM'  esl  complementan  e  de  L'ang  le  foi  nit 
pen  la  tan  genie  a  La  surface  avec  sa  conjiiguee 

On  aulrcment 

A  une  LangcnLe  MT  de  la  swface  en  ant  pour  conjugLtee^Y^' 
coijespond  anc  Langentc  nit  de  la  spliei  e  per  peiidiculdii  e  n 
Mi' 

Appliquons  celtc  rcmaicjue  gc-neiale  aux  cas  paiLiculicrs  les 
plus  inU'iCisanls 

Supposons  d'aboid  qne  MT  soit  une  tangente  asj  mpLolique 
elle  comcidcia  avec  sa  conjnguee  MT'  ct  seia,  pai  consequent, 
peiprndiculauc  A  son  image  splieuque  On  ania  done  I'eqnalion 
diflerentielle  dcs  ligncs  as-uiiptotiques  en  ecnvantque  les  depla- 
cements  cone^ponclants  sur  la  surface  et  sui  la  sphuie  sont  pei- 
pencliculancs  On  e^L  ainsi  conduit  d  1'equatiou 

dc  dc  -+-  d}  fit,'  -+-  dz  tic"  =  o, 


qne  Ton  dLclint,  enefTel,  dc  la  prcmieie  desfoimules  (a4)[p    i.")8] 
en  y  faisant  L  =  t 

Pienoni  main  ten  ant  pom  MT  une  tangenlc  prmcipale  MT 
seia  perpendicnlaiic  a  MT'  et,  pai  consequent,  paiallelc  a  mt,  et, 
recipioquemenl,  si  MT  est  paiallele  a  mt,  elle  sera  perpendicu- 
Lure  a  sa  conjiiguee  Amsi,  les  tangentes  puncipales  sont  caracle- 
risees  par  la  piopnele  d'etie  paialleles  a  leur  representation  sph6- 
rique  En  ecrivant  les  conditions  de  paiallehsrae,  nous  retrouvons 
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les  equations 

dr       civ        dz 
dc  ~~  do'       dc" 

qui  sont  celles  d'Olinde  Bodrigues,    d'ou  Ton  aurait  eliinine"  le 
lay  on  de  courbure  R  (  '  ) 

Nous  auions  frequemment  1'occasion  d'employer  la  tepresenta- 
tion  sphenque  et  nous  nous  contenterons,  pour  le  moment,  des 
icmarques  e'lementanes  qui  piecedent  Avant  de  conlmuei  1'etude 
generale  des  propneles  des  hynes  de  couibure,  nous  indiquerons 
comment  on  pent  former  leur  equation  diffVrentielle  dans  les  cas 
ties  varies  qm  peuvent  se  presenter 

143  Supposons  d'abord  que  la  surface  soit  consideree  oomme 
lieu  de  points  et  que  les  cooidonne"es  rectangnlanes  x:  )  ,  z  soient 
des  fonctions  donnties  de  deux  parametres  a,  [3  On  pourrait  em- 
ployer 1'equation  (4),  la  methode  suivante  conduit  an  resullal 
d'une  manieie  plus  s)m^tuque 

Les  equations  de  la  normale  au  point  (  v,  }  ,  z)  seront 


J  til.       ^         J  'da 


Oil 

/  .  dx      vdy       „  dz       di 

X--  H-Yf-  -+-Z-     __-=0> 
i      da  da  da        da 

(22)  { 

\^-HY^       Z-^-^-o 
(      dp+1d£^d<3       d|3"'0' 

en  posant,  pour  abiegei, 

(23)  r=?  +  Y>  +  J 

Expnuions  que  la  normale  engendre  une  surface  developpable, 
c'est-a-dne  qu'il  existe  un  displacement  pour  lequel  un  point  con- 


(')  Von  3    BERTBAND,  Tiaite  de  Calcul  differential,  pp   G65  el  697 
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venablement    clioisi    (X,  Y,  Z)    de    cetle    dioite    salisfait    anv 
Equations 


doc  ,v       dr   „,       dr 

-rjr  rfX  -+-   -  ^  rfY  -4-     .-r  f/Z   =  0 


DiflferenLions  lebequalions  (22),  en  tenant  compte  desprecedentes, 
nous  aurons 

X  d  ,-  -+-  Y  d --  -+-  Z  d  —  —  d  -/-  =  o, 
da  da  d7  OJ. 

dp~*~      ^  dp  ~      ^~° 

L'elimmation  de  X,  Y,  Z  en  Ire  les  formules  (22)  et  (24)  nous  don- 
nera  Tequation  differentielle  dcs  agues  de  courbuie  sous  la  foime 
d'un  determinant 

f)x     d  IT         d)j}         d  2? 
d)r     dy      jdy      7d> 

(25)  ,111 
(Jj        OZ          ,OZ          .UZ 

—     -7-     d —     a  TO 
da      dp          dx         dp 

d/       d;        yd/1        ,  di 
dx      dp          da         dp  | 

et  les  fonniilcs  (22)  et  (24)  feiont  connaitre  le  centre  de  comb  lire 
principal  correspondant  a  chaque  ligne  de  courbuie 

Le  resullat  precedent  peut  etre  encore  presentc  «?ons  la  forme 
siuvanle  Gonsiderons  une  Equation  hndaire  au\  d(§nve'es  partielles 
de  la  foime 

(26)  A^° 

el  expnmons  qu'elle  admet  les  quatre  solutions  particulieres  x, 
j  ,  5,  /  ,  nous  aiuons  amsi  quatie  Equations  qiu  de'termmeiont  les 
rapports  mutuels  de  A,  B,  C,  A',  B'  L'equation  Imeaire  pouiia 
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meme  s'ecnre  sous  la  forme  d'un  determinant 

d20  d20  d26  dO          dO 

dp  da          d(i 

dlx         dx         dx 


da  d 


II  suffit  de  compaiei  cette  equation  an  dcteiminant  (a5)  pom 
roconnaitre  que  I'equalion  differenfelle  des  liqncs  de  conrl)ure, 
ordonnc'e  pai  rappoit  a  dy,  c/p,  pouna  s'c'ciire 

(  i- )  A  c/j3-  —  B  dy  c/p  -4-  C  d"j.-  =  o, 

A,  B,  C  etant  les  coefficients  qiu  figment  dans  1'oquation  (26) 
Nous  pouvons  done  enoncer  cette  picmieie  proposition 

Loi  sqiion  am  a  obtenu,  pai  un  pi  ocede  quelconque,  I' equa- 
tion auju  dei  wees  pai  LieUes  de  la  foi  me  (26)  a  laquelle  satis fonf 

•*•  v  \  J  I  J 

a  la  Jois  x,j  , -s  et  x1  +y-  +  z-}  l} equation  chffei  enticlle  des 
lignes  de  combine  sci  a  donnee  pai  la  joi  mule  (^7)  En 
d'auties  tcimes,  les  lignes  de  coin  but  e  sei  ont  les  cai actci  is- 
tiques  de  cette  equation  aux  dei  wees  pai  tielles 

C'esl  la  proposition  dt^ja  obtenue  par  une  autie  voie  au  n"  108 

Hi    Nous  lattaclicions  au  rcsiiltat  qiu  piecede  le  tlieoreme  siu- 
vant 

Etant  donnee  I  'equation 


ou  A,  B,  C  so nt  de?  fonctions  quelconques  de  v:  ft,  si  Von  en 
connait  cinq  solutions  pai  ticuheies  Jiees pai  une  equation  ho- 
mogene  du  second  degie  a  coefficients  constants,  on  pouna 
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obtain    une  surface  do/if,  on  saui  a  delei  minei   Les  Itgnes  de 
com  bin  e 

Soient,  en  efiet,  0,,  Qi,       ,  0,,  les  cinq  solutions  satisfaisant  a  Id 
lelation  liomo°cne  du  second  de»re 


On  poima,  en  offccluant  sur  ccs  solulions  unc  substitution 
Imeane  A  coefficients  constants,  lamcnei  la  iclalion  pit'cedentc  d 
la  (oimc 


clans  I'equalion  en  0  la  subbli  union 


feid  t\  unc  equation  hneaiie  commc  0,  mais  celle  equation, 
devant  dilinctlie  la  solution  c-  —  r,  seia  cle  la  lornie 


et  ne  contiencha  plus  le  terme  eu  <r    Elle  admettia  les  s 
pailiculieies 


qiu  sont  bees  pai  la  lelation 


Done,  en  veitu  de  la  proposition  dcmontvee  au  nnmtio  piece- 
dent,  la  suilace  lieu  du  point  (&}j  ,  ^)  admettra  a.  et  [3  pom  pdia- 
de  ses  Jines  de  couibuie 


145   Pom  clonnei  une  ajiphcation  du  theoieme  que  nous  venons 
d'etablu,  nous  choisiions  1'equation 

,n  ,  s       ^0 

(ooj  2(0  —  pO 

' 
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qiu  admel  la  solution  paiticuliere 

0=  Av^p  —  a)(pi  —  a), 


quelles  que  soienl  les  constantes  A,  a.  Nous  aliens  prendrc  pour 
ces  consLanLes  cmq  systemes  de  valeurs  de  la  manid'ie  suivante 
Posons 


Lcs  cinq  solutions  8,  defimes  par  la  foimule  gendiale 

f,  .     /    I  t'l  —  p)(X  —  0,)fflr,  —  /I) 


salisfeionL  a  Tidenlito 
Pi  en  on  s 


11  designantune  conslante  quelconque,  les  cjnq  sol  n  Lions  XL  salis 
leionL  a  TidentUe  (28)    Lesiormules  (29)  nous  donncronl  ici 

R6,  R6  1 


et  defmiront  line  surface  rappoiUSe  au  systeme  de  cooidonnees 
curvilign.es  forme  par  les  hgnes  de  courbure    On  pent  d'ailleuis 
trouvei  1'equation  de  ceLte  suiface  de  la  manieie  suivante 
Les  equations  (82)  nous  donnent 


- 


D'ailleuis  les  ionctions  0£  satisfont  encore  a  Fidentile 


en  les  lemplacantparles  quantites  qui  leur  sont  pioportionnelles, 
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on  obtient  1'equation  cheich.ee  sous  la  foinie 


(33) 


—  li       a,  —  h        a-),  —  k 

-     '2 --  z-  — 


On  Irouvera  de  mcme  Ics  equations  qui  deteunment  chaque 
ligne  de  couibure  En  eHet,  les  ladicaux  ^  conLiennent  d'une 
jnamcre  s^me'trique  les  Lrois  quautiles  h,  p,  pi,  1'equalion  prece- 
clente  devra  done  elre  encore  veiifiee  quand  on  j  icmplaceia  h 
pnr  p  el  par  p,  GeLLe  remarque  nous  conduit  immcdiatement  a  la 
pioposiLion  suivante  . 

Si,  dans  V equation  (33),  on  considei e  li  comma  un  pa? a- 
nwlre  vcu  iable}  les  sui faces  cot  i  espondanta*  a  deinc  valeiu  A 
disluicies  de  h  se  couperont  muliiellement  suivant  line  ligne  de 
coat  bure  commune  a  ces  suijaces 

Si  Ton  chasse  les  denommaleurs  dans  I'equation  (33),  on  iccon- 
naitia  quc,  lc  coefficicnL  de  h'1  etant  nul,  clle  est  du  Uoisieme 
degre  seulement  par  rapport  a  h,  par  consequent,  si  1'on  donne 
a  h  toutes  les  vale  in  s  possibles  de  maniere  a  oblenir  une  famille 
de  sin  faces,  )L  y  aura  Lroib  surfaces  de  cetLe  famille  passant  par 
chaque  point  de  1'espace  Ces  trois  sin  faces,  devant  se  coupei 
muLuellement  suivant  dcs  bgnes  de  courbuie  communes,  seiont 
necessairement  oithogonales  Ainsi  I'cquation  (33)  clefimt  un 
systerne  triple  oithogonal,  analogue  a  celui  qui  est  forme  par  les 
surfaces  du  second  degre",  et  compose  de  trojs  families  icpiesenlecs 
par  la  me  me  equation.  Si  1  on  suppose,  par  exemple,  at,  «;>,  «i, 
«,  leels  et  langes  par  oiclrc  de  giandeur,  les  trois  families  corics- 
pondront  aux  valeurs  de  h  compuses  entre  at  et  «j,  en  Ire  a2  et 
tts,  entre  ci)  et  a{ 

Les  surfaces  repiesentees  par  I'cquation  (33)sont  du  quatneme 
oidie  et  admettent  pour  ligne  double  le  cercle  de  1'mfini,  elles 
ont  iccu  le  nom  de  cychdes 

l-i6  Nous  mdiquerons  mamtenant  nne  application  d'une  antic 
nature.  On  sait  que  Vinvei sion,  on  tiansfoimalion  par  rayons 
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vecteurs  reciproques,  de'fime,  clans  le  cas  le  plus  simple,  par  dcs 
tommies  telles  que  les  siuvanles 


lail  coriesponrUo  Line  sphere  on  mi  plan  a  une  sphere  on  a  un 
plan,  qu'ellc  conseive  les  angles,  les  lappoiLs  cle  iimililiith1  dos 
elements  infiniment  peLils  Nous  aliens  montiei  qu'ellc  conser\e 
aussi  les  ligncs  de  courbine 

Coiisidcions,  en  e(TeL,  une  suiface  quelconqne  (S),  el  soient  p, 
c,  Ics  paramelies  de  ses  lign.es  de  cum  bine  Nous  savons  quc  ^, 
}  ,  ^  salisfeiont  a  une  equalioa  de  la  forme 


ct  cctte  equation  se  distingue  dc  loutes  cellcs  qui  seraient  icla- 
tives  a  d'auties  ssstemes  conjugties  pai  la  piopucle,  cle|a  signalee, 
d'admcltie  ausbi  comme  solution  x-  +•}'-  -\-  rj  Ces  ffuatic  solu- 
lions  de  rcqualion  (35)  b'evpiiincnt,  au  moyen  cle  X,  Y,  Z,  de  l.i 
ma  nitre  suixanLe 

Tv^X  K»Y  KiZ  I\- 


X2-T-\-s  t-7^1     V-t-  \^H-ZJ'     X^H-\^-I-ZJ'     \J-t-\^ 
bi  done  on  efTecLue  dans  1'equation  (.J)5  )  la  snbslitutiou 

0- 

\-  -T-  V-  -r-  Z^ 

I'cqualion  en  T  admeltra  les  solutions    pailicubeies 

X,  ^,  Z,   i, 
ct  seia,  par  consequent,  de  la  foime 

(36)  L  =  v5+  Bl-!i 


D'ailleurs  Ttquation  (^j)  admettait  la  solulion  evidenteO=i 
et,  par  consequent,  1'uquatioii  (36)  admettia,  en  memo  temps  que 
X,  1',  Z,  la  solution 
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II  lesulte  de  la  que  lasniface  lieu  da  point  (X,  Y,  Z)  aura  p,  p!  pour 
paramelres  de  ses  hgnes  cle  coiubure  Ce  resultal  est  prccisement 
celui  qn'il  s'agissait  cVetablir 

147  On  ddmonlre  cl'ordmaire  la  proposition  pie"cedente  en  la 
rattachant  an  theoreme  de  Dupm,  relatif  aux  lignes  dc  courbure 
des  surfaces  qiu  font  parlie  d'un  systeme  tuple  orthogonal  Nous 
clonnerons,  en  termmant  ce  Chapitre,  une  demonstration  nouvellc 
de  ce  tlieoreme 

Soient 

(4°)       P  = /(*>  7i -)•        Pi  =/i(^»7j -)•        p2=/i(*i;,  ~) 

les  equations  cle  trois  families  cle  surfaces  se  coupant  mutuellement 
a  angle  droit  Si  1'on  resout  ces  equations  par  lapport  a  x,}':  c, 
les  lelalions 


(40 


dv  dr         dx    da          dy    <)y 


Sdv      r  x    da  y    <)y 

dp   <)pl         f)p    dpi         dp    dpL 


dp 


C£f  ££=  : +  ^_  ^-_|_  _  _=0 

O  dp   Op,        dp    dp,        cJp  op,        dp  dp,         ' 

Sdv    dr         dx    dx         dy  dy         dz  dz 

dpi  dp,        dpi  dp,  ~T~  dpi  dp,        dpi  dp*  ~    ' 


ou  nous  employons  Je  signe  S  de  Lame  pour  mdiquer  une  somine 
etendue  aux  trois  cooidonne'es  d'un  meme  point,  deviont  avoir 
lieu  idenliquement  Si  nous  diflfeienuons  la  premieie  par  rapport 
a  pj,  la  deuxieme  par  rappoit  a  p,,  la  troisieme  par  rapport  a  p, 
nous  aurons 


Sdx     d-x          C\  dx  d-v    _ 

dp   dpi  dp,        \3  dpi  dp  dp*  ~    ' 

Sdx     d-x          C\djc  d-x    _ 

dp   dpi  dp*,  "^  U  dp,  dp  dpi  ~    ' 
Sdx 
dp~i 


dp  dp, 
et,  par  suite, 

n  r)  f     d2v     Q  dr     d2x    n  dx     d-x 

\Jdp   dpi  dp*.       &dpi  dp  dp  %       &dp.  Op  dpi 

D'aprcs  cela,  on  voit  que  Ton  aura  trois  systemes  diffe'ienls  de 
D  -  I  14 
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solutions  de  1'equatiou  en  z^,  p,  (v 

dr          dv          dz 

—  u  -T-  -f-  c  —  —  cr-1  =  o, 
dp  dp          dp 

M  Ton  pi  end,  soit 

dt  dy  ds 

u  =•  -. —  5          c>  =  — — ,          w  =  - — 
dp,  dp,  dpi 


dv  dv  dz 

u=—,         v  =  -^-,         iv  =  ^— , 
dp,  dpj  dp2 


enfm 


opt  dp, 


Ces  systemes  ne  pouvanl  etre  hneairement  ind^pendants,  il  fauL 
cfue  le  deimer  soit  une  combinaison  lineaire  des  deux  premiers, 
c'esl-ci-dire  que  ^,  j  ,  z  soient  des  solutions  parliculieies  d'ime 
equation  dela  forme 

d-'O  dO          dO 


-  --         -7- 

op[  dp,  dpt  dp, 

Lcs  vauables  p,,  p,  defimssent  done,  sur  la  surface  (p),  un  sys- 
lemeconjugue,  etcomme,  par  la  nature  de  la  question,  ce  systenic 
fsL  orthogonal,  il  est  necessairement  compose  des  bgnes  de  cotir- 
hiire  On  venfie,  d'aiUeuis,  ais^ment  que  1'equation  lineaire  (43) 
admet  aussi  la  solution  particuhere 

0  =  x-  +j--t-  z- 

148  La  demonstration  piecedente  conduit  a  une  nouvellc  m6- 
thode  de  recherche  des  systemes  orthogonaux  Nous  venons  de 
von  que  les  cooidonnees  x}j  ,  z  et  la  somme  x-  -+-y-  +  z-  satis- 
font  a  1'equation  (43),  et  il  est  clair  que  ces  solutions  salisfonl  a 
deuvautres  equations  sembldbles  en  p,  p2etp,,  p  Nous  allons  mon- 
liei,  reciproquement,  que  lorsque  ti  ois  equations  tineaires  de  La 
for  me 


,r-(] 

dO  df) 

d?1  ^, 

d^O 

dpi  dp, 
dO  dO 

dp  dp, 
d^O 

-  /«!   .        -+-  7l[    —  , 

dp,  dp 
dO  dfl 

dpt  dp 

dp  2dPl 
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cidmettent  tiois  solutions  part  icuhei  es  x,  y  ,  z  en  meme  temps 
cjue  La  somrne  de  leurs  cai  i  es  x-  +  y-  -f-  3-,  le  sj  steme  de  cooi- 
donnees  ciuvilignes  defim  par  les  expressions  de  x,  y,  z  en 
fo  net  ion  de  p,  p,,  p>  est  necessau  ement  o>  diagonal. 

Gonside'ions,  en  efFet,  l'ime  des  surfaces  coordonnees  (p),  le 
systcme  de  coordonnees  cmvihgnes  (p,,  p2),  determine  sur  ceLLe 
surface  paries  deuN:  auties  families,  est  forme  des  hgnes  de  com- 
bure  de  cette  suiface,  car  x,  j',  r,  considerees  comme  des  fonctions 
de  PJ,  p2,  satisfont,  en  meme  Lemps  qne  v-  -f-j  -  -\-  ^-,  a  la  pre- 
miere des  Equations  precedenles  Les  surfaces  des  trois  families, 
t>e  conpant  muluellement  suivanL  leuis  hgnes  de  comburc,  seiont 
necessairejnent  oitliogonalcs 

149  Pour  ue  pas  trailer  ce  sujet  d'une  mameie  incomplete, 
nous  lemarquerons  qu'on  pent  obtemr  ais^ment  les  coefficients 
m,  n,  .  quand  on  connait  1'expression  de  I'eldment  hneazre 

ds*  =  IP  dp*  +  IIJ  rfpf  +  II:j  dpi, 

clans  le  systeme  orthogonal.  Sil'on  difTerenlie,  en  effet,  par  rapport 
ci  p  i  Tequation 


dp) 


on  aura 


dll  _  Q  i)_v_ 

~~ 


dp  dpj_ 


ct,  en  remplacant  -r  —  p-  par  ^a  valeur  d^duite  de  la  derm  ere  equa- 
tion (44)? 

dll  n  /<?*?\s          nfa  dv 

H  rr—  =  ma  X  I  -T-  )   -\-  «2  ,\  -v  T-  =  m~>  II2 

dpi  O  \dp  /  ijdp  dpi 

On  a  done 


i   dll 

tr  ~i  — 
H  di 


Si    Ton   subslitue   cette    expression    et  les   valeuis    analogues 
de  /?2,  m>  n,  -..  dans  les  equations  (44))   on  les  obtient  sous  la 


foi  me 


(f5) 
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i    ^Hj.  jX)_         i    ctti^ 


tip  dpi         H    dpi    dp 
qui  csl  due  a  Lame 


r 
IfJ 
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CHAPITRE    VI. 

LES    COOUBONKttS    PEWT  VSPHERIQUES 

u  systeme  cle  cinq  splieies  oilhogonalcs  —  Relation  a\ec  nnc  subsULuLion  li- 
ndane  01  ihogonalc  d  cinq  vauubles  —  For  mules  puncipalcs  aelalivcs  au\  dis- 
tances ct  au\  angles  —  Emploi  des  rooidonncLs  penlaspheiiques  clans  la  thcoiie 
des  lignes  de  couibuic  el  dans  ccllc  des  systcmcs  oilliogonaux  —  Iineision  = 
Etude  du  systeme  de  deuv  sphcics  —  Lcs  six  coordonnecs  de  la  sphere  rom- 
paiees  a  celles  de  la  hgne  droile  —  La  UansfoimaLion  de  M  Sophus  Lie 


150  Dans  I'etude  des  syslfemes  conjugues  nous  avons  VLI  que 
1'emploi  des  coordonnees  horaogenes  et  tangcnlielles  met  en 
evidence  les  piopinetes  projecLives  eL  duahsLiques  qui  appar- 
Liennent  a  ces  systemes  Si  Ton  veuL,  de  meme,  dormer  une  expo- 
sition satiifaisanLc  de  la  iheoric  analyLique  des  lignes  de  couiburr, 
on  est  conduiL  a  introdmre  un  systeme  parlicuher  cle  coordonnees 
duxquelles  nous  avons  donne  le  nom  de  coordonnees/?e/z^«5/?/^;- 
riques.  Nous  nous  proposons  de  defimi1,  dans  ce  Chapitre,  ce 
systeme  de  coordonnees  et  d'indiquer  son  role  dans  la  theoue  des 
lignes  de  couibuie 

Gonsiderons  une  spheic  qtielconque  rapportee  a  des  axes  rec- 
langulaires 


K  (  J'  2  -I-  J)  2  -h  Z-)->r- 

Son  rayon  p  sera  donne  par  la  formule 


J-t-r.J—  DK 


La  forme  quadratiquc  qui  figure  an  nurne'iateur  joue  un  role 
fondamental  dans  la  theorie  de  la  sphere  TL  est  naLurel  de  la  ra- 
inener  a  une  somme  de  caries,  et,  dans  ce  but,  nousecrivons  1'e- 
quation  de  la  sphere  sous  la  forme 
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Si  Ton  designe  par  p  le  layon  et  par  XQ,  j/0,  ^o  les  coordonnecs 
du  centre  de  cetle  sphere,  on  obtiendra  les  expressions  suivanles 
de  ces  quantites 


Si  la   sphere  n:est  pas  redaite  a  nn  point,  on  pourra  Loujours 
supposer  que  Ton  a 


(3)  a»+  pij-Y2+S2 

€t  ['expression  du  layon  prendra  la  foime  simple 


Cette  foimule  donne  au  rayon  un  signe  deteimme,  nous  ie- 
viendions  plus  loin  sur  ce  point 

Si  Ton  subslitue  dans  le  piemier  meinbre  de  1'equation  (i)  Jes 
coordonnees  d'un  point  quelconque,  ce  premier  membre  aura 
pour  valeur 

,5)  *-, 

S  desig-nant  la  puissance  du  point  par  rapport  a  la  sphere  consi- 
deree.  Rcmarquons  une  fois  pour  toutes  que,  si  la  sphere  se  ie~ 
duisait  a  un  plan,  on  am  ait 


et  le  piemier  inembie  de  1'equation  (i)  deviendrait  egal  an  double 
de  la  distance  du  point  a  ce  plan 

Supposons  main  tenant  que  1'on  considere,  en  meme  temps  que 
la  sphere  repiesentee  par  1'equation  (i),  une  autre  spheie  (S')  re- 
pre'sentee  par  liquation  semblable 


Soient  p;  le  rayon  et  ^'0,  jr'0,  ^'0  les  coordonne"es  du  centre  de 
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cette  seconde  sphere   Les  formules  (a)  nous  donnent 

Oo—  a?  o)2-l-  (jKo  — }  o)2  •+-  (-0  —  ~o  )2—  P-  —  p'2 
_  _  aR*(aa'  -i-  pp1  -HJY'  +  °°'  +  "') 
~  (o  -h  i£)(o'  H-  is,") 

et,  par  suite,  I'equation 

( 7 ;  aa'  +  p  p '  H-  -''  +  So'  -r-  :='  =  o 

expnme  la  condition  necessaue  et  suffisante  pour  que  les  deuv 
spheres  se  coupent  a  angle  droit  Cette  condition  subsiste  quand 
1'nne  on  1'autre  des  spheres  se  rednit  a  un  plan,  sa  forme  nous 
permettia  de  donner  une  theoric  ties  simple  du  sysleme  de  cmq 
spheres  deux  a  deux  oithogonales 

151.  Considerons,  en  efFet,  cmq  spheres  (S,),  (Sj),  ..    ,  (S0) 
de  rayons  R(,  . .  .,  R3  et  ecrivons  leurs  equations  sous  la  (orme 


O  ^ 

>  a/  x  -+•  2  |3/j'  H-  a  Y/.  -  +  °  A  R 

(8)  ^  >  A  =  r,  2,      ,5 

^  r2_,_r2+ 

K 
Nous  aurons  d'abord,  pai  hypothese, 

'  9  )  »A  +  P/  •+- 

et  de  plus,  les  spheres  etant  orthogonales, 

(  i  o  )  x/L  yk-  -+-  p/  PA-  -4-  Y/U  Y/  '  -+-  QA  o/.'  +  EA  s/  •  =  o 


groupes  de  fui  mules  /attache/it  la  theoi  ic  dit 
sjsieme  des  t>plieres  a  celle  cVune  substitution  tineaire  01  tho- 
gonale  a  cinq  vat  tables  Toute  substitution  de  ce  genre  fournira 
un  groupe  de  cmq  spheres  orthogonales  et  vice  versa 

On  sait  que  les  relations  (q)  et  (10)  entrainent  comme  conse- 
quence les  sui  van  tes 

(n)  a^-i-^j-i- 

(12)  «iPi-!- 

et  toutes  celles  que  1'on  obtiendrait  en  remplagant,  d'une  mamere 
quelconque,  a  et  p  par  a,  p,  y,  o,  e 


2l6  LIVRFII—    CHA.P     Vf 

On  deduit  cle  celte  remarque  une  premiere  propriele,  fonda- 
menlale  dans  ]a  theorie  qiu  nous  occupe  De"signons  par  S^  la  puis- 
sance d'un  point  quelconque  par  rapport  a  la  sphere  (S^),  le 

o 

premier  membrc  de  1'equaLion  (8)  sera  ~    Si  Ton  eleve  cette 

equation  an  carre  et  si  Ton  ajoute  toutes  les  equations  ainsi  ob- 
tennes,  on  tiouvera,  en  apphquant  lesformules  (i  i)  et  (12), 


.    , 
472+432  =  0 


2/s*  V_  /^H-i2+=2—  Ra 
/      ~  R 


R, 
u  t 


Ainsi  il  existe,  entie  les  puissances  d'un  point  quelconque  par 
lappoit  aux  cmq  spheres,  la  lelaLion  homogcne 

2(1)'=° 

Nous  rappelons  que,  si  une  des  spheies  (S^)  se  leduit  a  un  plan 

c 

(PA),  —  doit  etie  remplace  pai  2lJA,  PA  d^signant  la  distance  Ju 

poinL  (x,  j  ,  r)  i  ce  plan 

Si  1'on  multiplie  dc  meme  le  premier  membre  de  1'cquation  (B) 
par  OA  +  «SAJ  on  trouve 


ou  encore 


en  remarquant  que,  d'apres  la  formule  (4),  on  a 

R 
"<  +  »*=  R][ 

1S2  Nous  pouvons  mamtenant  dcfimr  le  systeme  de  cooi- 
donnees  que  nous  nous  proposons  d'etudier  Nous  appelleions 
cooidojmees  pcntaspliei  iques  d'un  point  les  cinq  quantites  x/, 

o 

proportionnelles  a  ~  et  nous  poserons 
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Comme  nous  n'emploierons  que  des  equations  homogenes,  ie 
iacteur  \  n'aura  aucune  influence  sur  les  resultats  On  trouveia 
d'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (i3), 

(rG)  sr}-\- sc\-\-       -+-  a  I  =  o 

Ainsinos  cinq  coordonnees  seront  toujouis,  comme  il  fallail  s'y 
cittendre,  hees  par  une  i elation  liomogene  II  est  aise  de  montrer 
qu'il  n'y  a  pas  en  Ire  elles  d'autie  relation  et  que  cmq  quantiles 
salisfaisanl  a  1'equalion  (i5)  de"termment  un  point  et  un  seal 

Remarquonsen  effet  que  les  equations  (i3)  et  (i/j)  contiennent 
loutes  les  lelations  possibles  entre  les  quantiles  SA  ,  cai,  pour  de- 
terminer un  point,  trois  dc  ces  quantites  peuvent  etre  choisies  ai- 
bi  Iran  em  en  t  D'ailleurs,  si  Ton  suLstitue  dans  ces  relations  Ve\- 
pression  de  SA  en  ^A>  U  premieie  se  reduit  a  1'equation  (16)  qui 
esl  venfice  pai  hypo  these,  la  seconde  devient 


ct  fait  connaitre  le  facteur  de  proportionnahte  ^ 

Aureste,  on  pent  obtenn  les  expiessions  de  x,  /,  z  enfonction 
dcs  vanables  x^ ,  il  suffit  de  icsoudrele  sysleme 

-h  2p/J'  -1-  1*{lZ 

^   a?i  _j_  j  2  + -2  _  R2         _   a-i-i-ji-)-  -2_i_  R2  ^  s/_  _  22 
0/"  K  t/u  R  R/.        ) 

ou  Ton  donne  a  A  les  valeurs  i,  a,  ,.,  o  En  ajoutant  ces  equa- 
tions apres  les  avou  multiphees  soit  par  aA,  soit  par  [3/0  YA,  OA, 
SA  on  tr ouve 


Les  deu\  dermeres  equations  feront  connaitre,  par  soustraction. 
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le  facteuv  \  sous  Ja  iorme 

(20)  aXR=—  S(OA+  *  =/)•/•*! 

<[ui  esL  equivalent  a  J'eqnation  (17),  les  autres  donneiont  #, /, 
:  el  meme  x-  +  j  -  -\-  z-  (' ) 

En  meme  temps  qu'un  point  M  dont  les  coordonndes  x,  j',  -  et 
r/,  sont  liees  par  les  foi mules  (18),  considerons  un  autie  point 
M'  dont  nous  designerons  les  coordonnees  pai  les  memes  lettres 
accentuees  %',  y1 ,  z'  et  x'h  On  trouveia  sans  difficulte 


telle  estla  foimule  qui  donne  la  distance  de  deux  poinls  Si  1'on 
tienL  compte  des  lelations  idcntiques  enLie  les  coordonnees,  on 
peul  liu  donnei  la  forme 


MM'  = 

V  £i  V  ._ 

|R/ 


(')  Si  Ton  Aoulait  se  hvier  d  uue  (ilude  plus  clutaillde,  il  faudiaiL  signalei  un 
cas  d'exteplion  La  foimule  (i3)  monlie  que  les  cinq  id)ons  sausfont  a  la  ield- 
lion 


i 

si  Ton  cheiclic  le  point  pour  Icquel  on  a 


on  Liouveia  qu  il  est  indeterinnio  et  n'est  assujetu  qu'a  unc  condition,  celle  d'tiue 
dans  le  plan  de  I'mfini 

D'autie  pait,  un  point  du  ceicle  de  I'mfini  a  line  mfinit6  de  coordonnccs  qui 
sont  dcteinimees  pai  la  foimule 

h 


on  h  esL  quelconque  et  ou  les  a;;  satisfont,  en  meme  temps  qu'a  1'equaUon  (16), 
a  la  iclaUon 


LIZS    COORDONNEES    PENTA  SPH  E  R  IQ  UES  L  I  C) 

Lorscrue  les  deux  p  omts   sont  infinunent  voisins,    on   obtient 
1'expression  suivante  de  relemeiit  hneaire  : 


Xl 


11  est  inutile  d'insister  sur  1'analogie  que  piesentent  ces  denx 
foi  mules  a  vec  celles  qui  se  rapportent  a  la  geometne  de  DescaiLes 

133.  Proposons-nous  mamtenanl  d'eLablir  les  relations  d'oi- 
ihogonalite  dans  le  sysLeme  des  coordonnees  xt 

Quancl  Jes  coordonnees  sont  fonc  Lions  de  deux  variables  p,  p, 
les  coitrbes  (p),  (pi)  seront  perpendiculanes  si  le  coefficient  de 
c/pflfo,  est  nul  dans  1'element  lincaire,  c'est-a-dire,  d'aprcs  la 
lormule  (a3),  dans  la  so  mine 


CetLe  condition  se  tiaduit  par  la  lelation 


loiite    semblable   d  celle  que  Ton    obtient  avec  les  coordonnees 
crirtesiennes. 

Etant     donnees   inamtenaiit    deux    surfaces   par   les   equations 


hoinogenes 


cherchons   la   condition  pour  qu'elles  se  coupent   d  angle  droil 
Nous  remarquerons  d'abord  les  relations   suivantes,  qu'il  est  aise 
de  verifier,    enlre  les  puissances  d'un  point  par  rapport  au\  cinq 
spheres   orthogonalcs 


v  *-*  /I       "  "-  ft.  "*-"/!       '•'  —'  A. 

f)r     <Jr          t)j'     c)/ 


D'apres  cela,  remplagons  dans  les  equations  homogenes  des  deux. 


g 


les   XL  par  les  quantites  proportionnelles  —  et  posons 
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pour  abieger, 

do  db        dv  c)<b        d< 
(?>  V)  =  fo  dl  +  fy  dy  +  ~d 

On  auia  eudemment 


c'esl-a-dne,  en  tenant  compte  des  formules 


Puisque  Les  fonctious  sont  liomogenes,  on  a 

VC-         ')0  V   C          f)<]j  ! 

S/L  —  =  /«o  =  0,          >  S/,  —  -  =  n>\>  —  o, 
^d      ^bA  '        ^U       JS/t  r 

et  la  condition  d'ortliogonahte  pi  end  la  forme 


on,  en  introduisant  les  quantites  A"0 


Plus  generalement  le  cosmus  del'angle  V,  sons  leqnel  deux  surfaces 
se  coupent  et  qui  est  donue  par  la  foimulo 


aura  pom  expression 

y  ^L  !^L 

.  *T  M  dj  i  th/ 

17)  cos\  = 


Avant  de  conlinuer  1'etude  des  coordonnees  j?,,  nous  mdi- 
querons  leur  role  dans  la  theorie  des  lignes  de  courbure 
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Consideions  nnc  surface  quelconque  eL  supposons  que  Jes  coor- 
donnees  XL  d'un  point  quelconque  de  celLe  suiface  soient  e\- 
pumees  en  foncLion  de  d;u\  Nariables  independantes  cr,  (3  Foi- 
mons  1'equalion  lineane 


,  .  ,,  „„ 

0  -r^r-  -r-  D  -  ---   H  -^    -+-  F  6   =  0, 

d^-  f)y  d$ 

,'i   laquelle  saLisfonl  les   cinq  coordonnees    Nous  allons  raontrer 
que  ses  caiact^nsLiques  sont  les  lignes  de  couibure  de  la  surface 
Si  Ton  pose,  en  effet, 

O  =  )T, 

A  clant  le  facteur  de  proporlionnahle  qui  figure  dans  les  foimules 
(i  5)  cl  qui  esL  defini  par  1'equaLion  (17),  ['equation  lineaire  prendia 
la  foime 

i^-o        ,     t)-ff  ,  d-c        ,   .ds        ,,.  do- 

A  -Y-5-  +  li  -—^,  -'-  (>  -^^  -+-  D  '  —  H-  li'  TQ-  =  O  , 
()a2  rfa  J3  r)[32  r)z  dp 

d'ou  le  lerme  en  c-  a  disparu,  pnisque  ),,  etant  ime  fouction  lineaire 
des  X[,  est  line  solution  paiticuhcie  de  1'equation  (28).  L'equalion 

7  S 

on  a-,  adniettant  les  cinq  solutions  y-  on  ^  qui  sont  des  fonclions 

hntanement  independantes  dc  ^2+j'--|-c2,  a?,  jr,  ^,  r,  devia 
admettre  comme  solutions  paiticulieics  les  memes  fonctions 


Ce  sera  done  Ti^quation  considerce  an  n"  143  et  dont  les  carac- 
leiistiques  sonl  les  hgncs  de  courburc  Les  caractenstiques  dc- 
Fequation  en  o-  elant  les  memes  que  celles  de  1'equation  en  6, 
uotie  proposition  est  demontree  On  en  deduit  immediatement  Li 
consequence  suivante,  qui  revient  au  fond  au  iheoreme  du  n"  Hi 

Si  Von  connatl  cinq  solutions  pen  ticitheres  x{,  .  .    ,  x±  d'une 
luiean  e 


liees  pai  la  i  elation 

Sj7f  =  0, 

les  quantites  xt  sont   les  coordonnees  pentasphei  iques  d'un 
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point  d^une  surface  pom   laquelle  a  et  (3  sont  les  pcuameties 
dcs  lignes  de  courbiu  e 

De  meme  le  theoreme  relatif  aux  syslemes  orlhogonaux,  donne 
an  n°  148,  recevra  1'expression  nouvelle  qiu  suit 

tttant  donnees  tiois  equations  lineau  es 

I   -; — r~  =  tn  --, 1-  n 

\   dpi  dpj  dpi 

1      ft*,  ft  M 

(3n) 

J      ^^2 

dO 
=  m  i  — 


«  /'o/i  <?;?  connait  cinq  solutions pai  ticulieres  XL  satisfaisant  n 
la  condition 


poun  ont  elie  legaidees  connne  les  coot  donnees  penta- 
sphejiques  d'un  point  de  I'espace,  et  p,  p,,  p,  sejont  les  pain- 
met  j  cs  de  ti  ois  families  de  sin  faces  se  coupantmutuellement  a 
angle  droit  (f) 

Consideions  en  particuher  les  Lrois  equations 

2 (pi  —  PaH 4-  ^ T-  =  °5 

^        r/dp!p2        dp,        dp.,          ' 

,    d20  dO_         dfJ    _ 


Vr  "  '     l)^    f}'-:  fl 

C/p  t/p2  0 

d  3  ()p  |  C 

qm  admettent  la  solution  commune 
bi  Ton  pose 


(')  G    DARBOUV,  Memoue  sw   la  Theone  des  coot donnca,   cinvihgnes  et  fto 
5j  stemes  01  thogonaux  (Annales  de  I'Ecole  NOT  male,    a'suie,  L    VII,   p   ^~ , 
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les  cinq  solutions  defimes  par  la  formule  general^ 


saliiferont  a  1'identitc 


Lcs  foi mules  (33)  deterimneront  par  consequent  un  systeme 
Luple  orthogonal  Les  suifdces  qm  lc  oomposent  et  qin  ont  icon 
Jenom  de  cychdes  ne  sont  autres  que  les  tiansformees  par  mveision 
de  celles  quiont  e"te  defuues  au  n°  14o,  elles  sontrepresentees  pai 
I'equalion  unique 


ou  1'on  remplacera  ),  succcssivement  par  p,  p,,  pj  Au  icste,  on 
vdrifie  immediatement,  en  appbquant  la  condition  d'orthogonalilc- 
(26),  que  deux  suifaces  conesponclantes  a  deux:  valems  diff^ientes 
clc  \  se  coupent  mutuellement  d.  angle  droit  En  se  servant  dtvs 
formules  (33),  on  irouvera  la  foimule 


qui  permet  d'obtenir  1'expiession  de  1'element  lineane  dans  le  sjs 
teme  orthogonal  conside're'    La  foiraule  (23)  nous  donnera 


(Pl_p)fp,_p2)  (?2_p)(?,_i0l) 

— "—  .  CtfQ  ^    ~r~  .  ,  Lvj  -)  ^ 

M  ayant  pour  valeiu 


Si  1'on  fait,   en  particulier,   p,  =  const  ,  on  obtient  1'ele'menl 
hneaire   d'une   des   cychdes  qm   composent  le   systeme  sous  la 
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forme 


On  \oit  que  les  C)  elides  posseclent  la  propnetc,  que  nous  avons 
deja  leconnue  aux  suifaces  du  second  degre"  (n°  121),  d'etre  divi- 
sibles  en  caires  infiniment  petits  par  leurs  lignes  de  courbiue 
On  pourra  done  faire  la  carte  d'une  region  quclconque  tracee  snt 
I'une  de  ces  suifaces 

155  Dans  la  tlieone  des  sjslemes  conjugues  et  des  Lgnesas^m- 
ploliques,  1'emploi  des  coordonnees  homogenes  nous  a  penms  dc 
reconnaitre  immedialement  el  sans  calcul  que  les  pro  pi  16  les  dc 
ces  s)slemes  et  de  ces  lignes  subsistent  quand  on  soumetla  sur- 
face a  une  transformation  homo  giaphi  que  on  a  line  transfor- 
mation  par  polaires  lecipioques  Les  coordonnees  homogene^ 
d'un  point  quelconquene  changenlpas,  en  eflel,  quand  on  eflectuc 
une  transformation  homographique  quelconquc,  pourvu  que  1'on 
suppose  cette  transfonnation  cfTectuee  sur  le  tetracdrede  reference 
en  meme  temps  que  sur  les  points  de  1'espace  Le  systeme  des 
coordonnees  pentasphe"iiques  joint  d'une  proptie"te  analogue  pai 
rapport  a  1'mveision  Voici  comment  on  pent  le  de"montier 

Rappelons  d'abord  que  la  the"oiie  du  contact  des  spheres, 
celle  des  centres  et  des  axes  de  similitude,  out  conduit  les  geo- 
meties  a  consideier  le  rayon  d'une  spbeie  comme  une  quantite 
susceptible  de  signe,  de  sorte  que,  dans  beaucoup  de  recheiches,  il 
y  a  le  plus  grand  avantage  a  regarder  comme  distmctes  deux 
spheies  de  meme  centre,  mais  dont  les  rayons  sont  egauv  et  de 
signes  contraires  Nous  allons  voir,  enpaiticulier,  que,  si  Ton  sou- 
met  une  spheie  quelconque  a  une  inversion,  on  peut  deteimmer 
rationnellement  le  rayon  de  la  sphere  transformed  en  fonction  tin 
ia\on  de  la  spheie  proposee 

Soient,  en  effet, 


(38) 


les  formulas  qui  defmissent  1'mversion. 

Par  1'apphcalion   de  ces  formulas  a  la    transfonnation   d'une 
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sphere  (S),  de  centre  ^oj'o-^o  et  de  rayon  R,  definie  par  I'equalion 
(3g)  S  =  (x  -  *0}2  -+-  (}'  -  r0)2  -i-  ( =  -  ::„)'  -  /  >  =  o, 

on  obtient  1'identite 


X0,  Y0,  Z0  etant  donnes  par  les  formules 

X/l  "  if,  Q 
0  =         ,  ,  , 


On  pourra  prendie  un  signe  arbitiaire  dans  cetle  deiniere 
f 01  mule,  inais,  si  1'on  convient  dc  piendre  consLamment  le  meme 
signe,  par  evemple  le  signe  H-,  les  foi mules  (4i)  el  la  smvante 


doteimmeronl  non  seiilement  la  position  de  la  sphere  transformee, 
mais  encoie  le  signe  de  son  layon 

Dans  celle  lijpolhese,  la  foimule  (4o)  deviendra 


S'  dcsignant  la  puissance  da  point  (X,  Y,  Z)  par  rapport  a  la 
s>pheie  Liansformee,  et  1'on  pent  enoncer  le  resullat  smvant  .  Si 
Von  chvise  la  puissance  S  cVun  point  pai  i  appoi  t  a  line  sphere 
var  le  i  ayon  i  de  cette  sphere,  et  que  Von  soumette  la  figure 

S 
entiej  e  a  line  invei  swji,  le  quotient  -  se  i  epi  oduu  a  multiplic 

oar  line  qiiantite  qui  ne  depend  pas  de  la  sphere  et  ne  contient 
que  les  coordonnees  du  point 
£n  paiticuliei,   les   cinq  quantites  -—   se   reprocliusent    toules 

D  -  I  u" 
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multiplies  par  le  meme  nombre  et,  comme  leg  coordonneot,  xt 
leui  sont  proportionnelles,  on  pent  due  que  ces  coordonnees  de- 
mement  invanables,  le  facteur  de  proportionnalite  elant  seul 
change,  pouivu  que  Ton  lapporte  la  nouvelle  figuie  aux  spheres 
01  thogonalcs  qiu  denvent  des  spheres  primitives  par  1'mversion 
considered  On  voit  ainsi  que  tontes  les  propne'tes  elabhes  pour 
une  figuie  et  mdependantes  du  choix  des  spheres  cooidonnees 
subsisteront  necessanemeni  pour  toutes  Jes  figures  inverses  de  la 
figuie  consideiee 

Cette  proposition  etant  admise,  le  theoreme  du  n°  15-imonlie 
immedialement  que  1'inveision  conserve!  a  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface 

156  Nous  terraineions  en  mdiquant  les  formules  pnncipales 
iclatives  a  la  spheie  L'equalion  (21)  qui  donne  la  distance  dc 
deux  points  nous  pcrmet  d'ecme  immedialement  1'dqnalion  d'uno 
spheie  dont  le  layon  est  p  et  dont  le  centie  a  pour  coordonnees 
c/.i,  ,  75;  sous  la  fotme 

.43)  »2«"- 

Cette  equation  e^t  lineaire  par  rappoit  au\  cooidonnees  xt  Reci- 
proquement,  toute  equation  de  la  foime 


(44; 


lepresente  une  sphere  ou  tin  plan  II  suffit,  pour  le  reconnaitrc, 
de  lemplacer  les  Xf,  pai  leuis  expressions  (18)  en  x}  j  ,  z  Pour 
obtenir  le  centre  et  le  layon  de  cette  sphere,  il  faudi  a  identifier 
les  equations  (43)  et  (44)  On  a  ainsi  les  equations 

(15) 

ou  u  designe  le  facteur  de  propoilionnahle 

Comme  on  pent  multiplier  les  a^  par  un  nombre  quelconque, 
on  pent  remplacer  le  lacteur  JJL  par  un  nombre  arbitrairenienl 
choisi,  nous  ferons,  par  exemple, 


LES    COOBDONNErS    PENTA  SPJIE  R  I  QUE  S  227 

Multiplions  Tecfuation    (45j  par  ^-  et  ajoulons  ]cs    equations 

correspondantes   aux  dneises    valeui s   de   I'liichce  /,     En  leiunl 
compte  de  la  relation 

cleja  signalce  dans  la  note  cle  la  page  218,  nous  aurons 

X^  —  —  "V  m'1 
-^Rl  ~  ^  Rl 

D'autie  part,  si  nous  ajoulons  cncoie  les  equations  (45)  aprrs 
avoir  eleve  leuis  deux  membies  an  carre,  nous  trouveions 


L/C  lappiochcmcnl  des  deux  foimules  prdcedcntes  nous  donneiM 

(46)  P  =  y^' 

eL,  en  portant  cctte  valeui  de  p  dans  1'equation  (45),  aous  auions 


7 


Telle  est  la  formule  qui  fera  connaiiie  les  cooidonnecs  pentasphe- 
iiqnes  clu  centie 

Une  bpheie  est  completement  doteimmdc  si  1'on  connait  Ics 
rapports  des  cinq  quantity's  m^  que,  poiu  cclte  inison,  on  pent 
appelei  les  cooi  donnees  Jiomogenes  de  la  spliei  e  Mais,  dans 
toutes  les  questions  ou  le  signe  du  layon  cntie  en  consideialion, 
il  est  necessaire  d'introdune  nne  cooidonnee  noiivelle  piopre  a 
faire  connaitie  la  valeui  du  radical  qm  figure  dans  I'expression  du 
lajon  Nous  poserons,  en  designant  pai  m6  cette  si\ieme  cooi- 
donnee, 

(48)  "«- 
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afin  que  la  relation  entre  les  six  cooidonnees  prenne  la  forme 
ties  sy  me  tuque 

(49) 

Deux  spheies  de  meine  centre  et  de  lajons  egaux  et  de  signes 
conliaues  aiuont  les  niemes  cooidonnees  m1:  .  ,  /«.,,  mais  les 
coordonnees  wzfl  seront  egales  et  de  signes  contraires  On  aura, 
d'apies  la  foimule  (46), 

(5o)  ?=   -^- 


Cela  pose,  consideions  deux  spheres  (S),  (S'),  de  coordonnees 
/HI,  m'/^  respeclncment,  et  soicnt  d  la  distance  dc  leurs  centies, 
p,  p'  leurs  rayons  Les  foimules  (21)  et  (47)  nous  permettenl  de 
calculer  d  ct  nous  donneot 


I 

S 


Si  done  nous  voulons  calculer  1'  angle  V  des  deux  spheres,  en  U: 
defmissant  d'une  maniere  precise  par  la  iclation 

(5a)  d-—  p2-f-p'2—  app'cosV, 

nous  aurons,  en  appliquant  les  formules  (5o),  (5i), 


(5J)  cosV  =  — 

et,  par  consequent, 


V 

(54)  2  sin2— 

2 

Ces  formules  vonl  nous  conduire  a  plusieurs  consequences  et,  en 
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particnlier,   a  la   definition  geomclnque  des    cooidonnees   cle  la 
sphere 

Supposons  que  la  sphere  (S')  sc  recluise  a  la  sphere  coordonndc 
S;;      on  aura 


et  la  formule  (5o),  ou  Ton  fera  p  =  RA,  nous  donnera 

tn'a  =  —  z  , 
Tequation  (53)  deviendra  done 


VA  df§i,ignanL  Tangle  de  la  sphere  (S)  avec  Ja  sphere  (S/t). 

Ainsi,  les  cinq  coordonnecs  ml}  ,  ?ns  d'une  sphere  quelconque 
sonL  proporLionnelles  au^  cosinns  des  angles  de  cette  sphere  avec 
les  spheres  coordonnees  De  plus,  la  relation  enlre  les  six  coor- 
donndes  piendra  la  forme 


font  a  fait  analogue  a  celle  qui  rchc  les  angles  d'nn  plan  avec  les 
trois  plans  coordonnes  dans  la  Geometric  de  Descartes  La  for- 
mule (53)  pourra  s'ecrire  aussi  sous  la  forme 


cosV  =        cosY; 


et  son  analog-ie  avec  celle  qui  donne  le  cosmns  de  Tangle  de  deux 
plans  est  egalement  dvidente 

La  formule  (54),  si  Ton  tient  compte  de  la  i  elation  identique 
entre  les  coordonnees,  pent  s'^crae 


f  Xfi\  f  _,_,  V  , 

(,JD )  4  sin- —  = 

Si  Ton  suppose  que  les  deux  spheres  sont  mfiniment  voismes 


ijf)  LIVRE    [[     —   CIIVP      VI 

lour  angle  dv  seia  done  fonrni  pai  la  relation 


Toutes  les  fois  que  deux  spheres  sont  langcnlcs,  clles  se  cou- 
pe'nt  sous  I'angle  zeio  ou  K\  uiais,  dans  les  thrones  ou  1'on  tienl 
compte  clu  signe  du  rayon,  il  y  a  a\antage  a  consideiei  comme 
langenles  seulement  celles  qui  se  coupon  L  sous  Tangle  /UTO  A.IIIM 
iMileudue  la  condition  de  contact  s'expume  par  la  i  elation 

I)  0 

JS  i  2_,(  m^  —  m,  )-  —  —  2.  %  m/i  mk  —  o 

faA  nmn 

i  I 

Ouand  Ie5  deuv  spheres  sont  infinimenL  voisines,  la  distinction 
rclatnt-  an  signe  clu  lajon  disparait  el  la  condition  de  contact  cle- 
Menl 


lo"  La  iorme  de  la  condition  de  contact  conduit  a  un  rappio- 
hement  capital  en  tie  la  geometne  des  spheres  el  cello  des  lignes 
i.jilps  Repienons  les  equations  de  la  liguc  droile,  dcntcs  sous  In 
onne  di-ja  employee  au  n°  139 


Us  si\  eooiJonnees  homogenes  de  la  ligne  dioile  satisfcionl, 
i.nus  I'a\ons,  MI,  A  Pequalion  identique 

u  i«cip10i[iiemenl(n°  139)  six  quantites  satisfatsant  i  cette  rela- 
tion defmuont  to uj ours  une  ligne  droite  L'equalion  (61)  est  qua- 
ilratiquc,  comme  U  lelation  (49)  enlie  les  six  coordonnee,  dc  la 
-ph.  ic,  et  Ton  peat  lamenei  ces  relations  Pune  al'antre  en  posant 


\   P  = 
^  Pl  = 
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ou,  ce  qui  est  la  meme  chose, 


(63) 

.Pi—P^          m<  =l'Ji  —  fJ  in   —jLLIl 


Les  formules  (62)  ou  (63),  qiu  conduiscnt  a  1'iclcnliLe 


font  correspondie  a  Louie  droile  unc  sphere  elvice  versa  Do  plus, 
si  Ton  considere  deux  spheres,  de  coordonnees  /«/,,  m),  lespeclivc3- 
nienl,  et  les  deu\  dioiles  correspondantes,  de  coordonnees  />,  y, 
/',  .;  yV,  g',  t',  .,  il  lesulte  de  1'idenUle  piccedenle  eL  de  la 
forme  lineaire  des  equations  de  coriespondance  1'idetiLile  plus  ge- 
nerale 

/  (7J  ~P'}(Pi  —P\  ) 

—  q  \}  +  (,_  ,';(;,  -/',) 


Le  second  membre  de  celte  formule  s'annule  quand  les  deux 
spheres  sont  tangentes  et  seulemenl  datis  ce  cas,  le  piemiei 
membre  s'annule  quand  les  deux  dioiles  conside'iecs  se  coupenl 
On  voil  done  que  la  Iransformation  defime  par  les  foi mules  (62) 
ou  (63)  fait  correspond! e  a  deux  spheres  tangentes  deux  dioiles 
qui  se  coupent  el  vice  vei  sa 

An  reste,  on  pent  defimr  cette  transformation  sans  passer  pai 
les  coordonnees  homogenes  qui  ont  e"le  1'objel  de  nos  etudes  dans 
ce  Chapitie,  car,  si  Ton  prend  les  equations  d'une  dioile  sous  la 
forme 

(65) 

la  condition  pour  que  deux  droiles  differentes  se  coupenl  s'ex- 
prime  par  la  relation  bien  connue 


-,J2  I  [VRC    IT    -     CII  \I'      VI 

et,  si  Ton  pose 

a  =?-(-)/,        6  =  -s  -1-  R, 

"  r> 

<7  =  ?  —  _/z,        p  =  K  —  - 

et,  de  meme, 


elle  devient 


—       —          -  o 


Si  done  on  considere  les  formdes  (66)  comme  clabhssant  une 
coirespondance  entie  la  droile  arbi  trail  e  rcprescniec  pai  les 
equations  (65),  et  la  sphere  JonL  le  ra^nu  serai  t  R  et  dont  le 
centre  aurait  pour  coordonnees  cailcsienncs  x,  1  ,  ~,  on  voit  que 
ces  formules  font  couespondre  a  deux  dioilcs  qiu  se  coupenl  deu\ 
spheres  qui  se  toiichent,  et  leciproquement 

Cette  transformation,  qui  ctablit  une  liaison  en  tie  les  bgnes 
dioilesetles  sphcies,  c'est-a-dire  entre  les  elements  les  plus  essen- 
tiels  de  Vespace,  est  une  des  plus  belles  de'couvertes  de  la  Geome- 
tric moderne,  elle  est  due  a  M  Sophus  Lie  qui,  dans  un  Memoiro 
inseie  an  tome  V  des  MatJiematische  Annalen  (  '  ),  Ta  piesentec 
avec  ses  plus  miporlanles  consequences  An  nombre  de  ces  con- 
sequences, il  fa  ul  surtout  citer  la  simanle 

La  transfoi  matton  de  M  Lie  J  ait  coi  i  espondi  e  a  V  ensemble 
des  di  oiles  tangentes  a  une  surface  (Sj  V  ensemble  des>  sphei  es 
tangentes  a  une  autie  suiface  (S7)  A  toutes  (es  droUes  tan- 
gejiles  en  un  point  M  de  (S)  coi  i  espondent  toutes  les  spliei  es 
tangentes  en  un  point  M'  de  (S').  Quand  le  point  M  deci  it  une 
hgne  asymptotique  de  (S),  le  point  M'  deci  it  une  ligne  de 
courbiue  de  (S')  Pai  suite  }  a  loute  sw  face  dont  on  salt  detei- 
miner  les  lignes  asymptotiques,  on  pent  fan  e  con  espondi  e 
par  la  transfoi  mation  de  M  Lie  une  autre  siu/ace  dont  on 
connattia  les  hgnes  de  courbiue  et  vice  \ersa 


( ' )  Sopncs  LIE,  Ueber  Complexe,  insbesondere  Liiueii-  utid  Kugel-  Complexe^ 
mit  Anwendung  auf  die  Theone  pai  tieller  Diffei entialgleichimgen  (Mathe- 
matische  Annalen,  t  V,  p  i45-256,  1871) 


LES    COORDONNEES    P  CNTA.SPHE  IUQU  E3  o3i 

Nous  avons  etuclie  ce  iheoreme  avec  tous  les  details  necessaues 
dans  noire  Cours  de  1881-82,  qui  avait  pour  objetla  theont-  guo- 
mcHriqiie  des  Equations  aux  derivees  parlielles  Nous  y  serous 
conduit  plus  loin  par  une  voie  indirecte,  mais,  pour  1'elaLlir 
avcc  LouLc  la  largeuv  desirable,  nous  senons  oblige  de  developper 
ici  une  ihcorie  du  conLacL  qui  nous  eloignerait  de  notie  objet  et 
nous  reseivcions  pour  une  autre  occasion 
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CHAPITRE    VII. 

LES    LIGJVES    DE    COURBURE    EN    COORDONWEES    TAWGENT1ELLES. 

as  on  la  sin  face  est  defime  pai  son  equation   langenliellc    —   Application  a  la 
surtace  de  quatneme  classe,  uoimalc  a  toutCb  les  positions  cl'nnc  droitc  m\<i- 
nable  dont  11015  points  decnvenL  tiois  plans  lectangulaircs    —  Gas  on  le-,  COOL 
donnet.3  tangentidles  sont  e\piimeeb  en  iunction  de  deuv  paiameLics    —  Pic- 
miutc  solution  ilu  pioblemc   a^ant  poui   objcL  la  ilueumnation   dcs  suifacc>, 
admettant  une  icpie^entation  splienque  donnee  pom  leuis  ligncs  de  cutubuic 
—  Dt.\elopjjemcnts  sin  un  S3StLme  paitiruliei  de  cooidonneci  tanyenucllcb  cin- 
|)lo^L  par  M  0   Bonnet  dans  1'ctuJe  des 


138  ATous  aliens  passer  mam  tenant  a  1'examen  dti  CAS  clans  le- 
quella  sin  lace  est  defime  par  une  propuele  cle  ses  plans  tangents  ct 
nuu«,  supposeions  d'abord  que  Ton  connaisse  1'equation  liomogenc 
4111  lehe  les  cooidonnees  dti  plan  tangent 

0)  A",  f,  »',p)=  o, 

les  a\es  etant  lectangulaires   Le  point  de  contact  du  plan  tangent 
auiti  pour  coordonnees 


dp 


et  les  cosinuj,  directeuis  de  la  noiinale  secoat  proporlionnels  a  u, 
v,  u  Poui  obtenir  1'equation  differentielle  des  hgnes  dc  com- 
bine, il  suffna  done  d'apphquei  1'equation  (4)  du  n°  138,  ce  qui 
donnerd 


1 

du 


df    rdf 
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on,  sons  une  forme  plus  symetnque, 

df  ,  df  T 

-—          « —          it         ait 
die.  du 

df  .  df-  . 

-'—         a—          v         dv 
uv  uv 

df  df  ,1 

—^—         ft  —         n>        aw 
u\v  u\\> 

,  —          d~  o  o 

1  dp  dp  | 

II  importe  de  lemarquei,  en  VLIC  des  applications,  que  I'c'qua- 
tioii  precedente  consej  ve  encoie  sa  foime,  alois  meme  que  liqua- 
tion (i )  n'esl  pas  homogene,  pouivn  que  Ton  suppose  w,  r,  f^egauv 
aux  cobinus  diiecieuis  de  la  normaU-  et  he's  par  I'eqiiatioii 


Pour  le  demonlrer,  supposons  que  1'equation  (i)  ne  sou  pas  Jio- 
mogene  On  pent  Loujouis  laienclre  homogene  et  de  degre  /eio, 
par  example  en  diviaant  it,  c,  (V,  p  pai  la  quanlite 

//  =  ^u1  -+-  r2  -r-  (P2, 

qtn  cst  eeale  a  1'  unite.  Alors  il  fauclra  mettre,  a  la  place  de  'J-,  ~, 
10  3  -1  da     ()c 

^  dans  Tequalion  (  3  ), 

dj_       i)j_  u       df_       df  v        df       df  tv 
du        dli  Ii        dv        dh  ~h'      d(v        ~dh    h 

ce  qiu  equivaut  a  ajouter  auv  deux  premieies  colonnes  du  deter- 
minant (3)  les  deu\  dernieies  multiphees  par  dcs  coefficients  con- 
\enableinent  choisis,  et  nc  change  pas  la  valeui  du  deteimmant 

Io9.  Consideions,  par  exemple,  la  surface  de  qualneme  classe 
definie  pai-  1'equation 


ou  U)  c,  fv  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  ,  p  desjgne 
done  la  distance  de  Tougine  an  plan  tangent  En  icndant,  pour  un 
instant,  1'equation  liomogene  et  appliquant  les  formulcs  (a),  on 
tiouveia,  pour  les  cooidonne"es  du  point  de  contact  du  plan  tan- 
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gent,  les  valeurs 

(5)  x  =  (p  —  a)u,       j'  =  (p  —  ^v,        z  =  (p  —  c)«' 

et,  pour  celles  d'un  point  de  lanoimale  situea  la  distance  X  du  pied 
de  cetle  noimale, 

<6)     X  =  (p-+-t  —  a)  u,         Y  =  (/)-{-  X  —  &)  i',         Z  =  (p  -+-1  —  c)tr 

Les  points  oil  la  normale  coupe  les  trois  plans  coordonncs  corres- 
pondenl  aux  valems 


dontles  dilleiences  sont  constantes    On  a  done  deja  cclle  elegante 
pioposition 

Loisque  t/ois  points  d'  line  di  oile  nwai  table  elect  went  //ozs 
plans  J  eclangulaii  es  et  que,  par  consequent,  foil's  tc<i  auli  e& 
points  deci  went  des  ellipsoides,  la  dtoite  demeut  e  consLam- 
ment  nor  male  a  line  f  ami  lie  de  SLU  faces  pai  alleles  /  cpre^entee^ 
pai  line  equation  de  la  forme 

(gv  («  -1-  A<li«2-H(6  +  X)t'2H-(c-i-  Altvs 

i 

uti  k  designs  la  constwiie  qui  uai  ic  qiiand  on  passe  d'inie  sur- 
face a  la  MII  /ace  pai  allele  (  '  ) 

On  peut  d'ailleuis  obtenir  ties  aiscraent  line  consLractioii  par 
points  de  ces  surfaces  Cherchons  le  pied  de  la  perpendiculaue 
abaissee  de  1'ongine  des  coordonuees  sur  la  normale  La  valeur  X 
coirespondante  a  ce  point  sera  determinee  pat  1'equation 


qiu  donne,  en  apphquanl  les  formules  (b), 

l=p 
Soient  P  ce  point,  M  le  point  ou  la  normale  coupe  le  plan  des 


(')  G  DIRBOC\,  Sui  une  nouvelle  defimlion  de  la  su,  face  des  ondes  (  Comptes 
ndus,  t  XCII,  p  /|46,  iSSi) 


rendus 
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j  z  et  qui  correspond,  nous  1'avons  vu,  a.  la  valem  ")  =  a  — p.  Le 
milieu  du  segment  PJVI  correspond  evidemment  a  une  valeur  de  X 
qiu  est  la  demi-somme  de<;  valeurs  precedentes  et,  par  suite,  egale 

a  —  •  Celte  valeur  etanl  conslante,   le  milieu   du  segment  decnra 

2  '  a 

une  surface  parallele  a  la  proposee  Amsi,  si  I'on  considei  e  toutes 
ies  position*  de  la  dioite  invai  table  mobile,  le  milieu  du  seg- 
ment Jo?  me  par  le  point  oil  cette  dioite  coupe  Vun  des plans 
coo?  donnes  el  pa/  le  pied  de  In  pel pendiculaii  e  abaissee  dc 
Voi  igine  sui  La  di  oile  deci  it  I ' une  des  suijaces  noi  males  a  la 
di  oife  da?i<;  scs  dicer ses  positions  ( ' ) 

Proposons-nous  inamtenanL  de  deLci miner  Ies  Jignes  de  coiu- 
bure    L'equalion  (3)  prend  ici  la  forme 


u  du  a  du 
c  dv  b  J(> 
iv  fltv  cdw 


=  o, 


el  son  integrale,  que  I'on  tiouveia  aisement,  estdefime  par  1'equa- 
tiou 

II-  C2  (V- 


a  —  p        b  —  p        c  —  p          ' 

ou  p  designe  la  conslantc  arbitraire   Ceresultat  s'mteipicle  comme 
il  suit 

La  repi  esentalion  spJiei  ique  des  deux  families  dc  lignes  dc 
eourbwe  de  la  swface  est  donn6e  pcu  un  svsieme  d'ellipse^ 
i>pkei  tque^s  Jiomofocales  (2) 

160  Supposons  maintenaut  qu'etaut  donnce  une  surface  quel- 
couqne,  on  connaisseles  expiessions  des  coordonnees  tangentielleb 
en  fonction  de  deux  paiamelres  </,  (3  Les  coordonnees  du  point  df 


(')  Dans  un  ailicle  msuie  an  Bulletin  des  Sciences  mathemaliques  (je  sune, 
L  IX,  p  iSy,  iSS5),  M  iManaheun  a  letlou^e  Lous  ces  lesultats  pai  des  consideia- 
Uons  clc  puie  GLOtneLiie 

(-)  Nous  nc  voulons  pas  insisLci  sui  cctte  cUide  paiticuheie,  ct  nous  nous  con- 
Lentcjous  d'tnoncei  ici  los  deu\  piopositious  suivantes 
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contact  du  plan  tangent  salisfeiont  Cn°  96)  auv  trois  equations 

iix  -+-    vy   -\-   <rs  -+-  P   —o, 
du          dv          d<v        dp 

K1 h  y  -; h  -  ^ I--T-    ~°; 


du 


dv 


Consider 07is  I'ellipsoide  (E)  defim  pai  I'equalion 

a          i1        ~a 

— H  ~  ^  -  -  ~ ' 

«  6  C 

ZL«  tiansfoi  mation  homogiaphiqm,  dcfuiie  pai  Id,  for  mules 

L  \ 


/nzc  -r  /«        m  \/c 

on  m  et  n  designent  dein  constante-,  quehonqucs,  fait  con  c^pondi  e  auxnoi- 
males  de  (E)  celle*  dc  I'ellipsoide  (E,)  ayant  poui  equation 


ma  -+-  n       ml)  -+-  n       me  -I-  n 


I  on  pose 


ti.  i>i,  laiAsant  Is  fixe,  on  fait  ci  oil/  c  ?n  inchjinuncnt,  I'elhpsoidt  (E,)  sc  tians- 
/oi  fiic  en  line  tp/ie/e  dc   ties  gi and  iciyon,    ct  ic?  not  males  devienncnt  la> 
dioitci,  invar /allies  dont  tioits  points  decnvent  Ics  plans  dc   <tymelne  dc  (F) 
Ces  dioites,  dti  went  dcs  noi males  de  (E)  pai    la  tiansfoi mation  liomogi a- 
phitjue 


AX 


\'b 


AZ 
V  6 


qui  eit  compuse  comme  cas  I  mule  dans  lapie?niere  (a),  ct  s'en  deduit  lois- 
(ju'on  y  niti  oduit  les  hypotheses  faites  sui  m  et  i,iu  n 

La  sui  fare  eludiLC  dans  le  le\te  peuL  done  ctre  considnce  commc  tine  suifacc 
parallule  a  un  cllipsoide  donl  les  a\et>  ont  ^iandi  indermiment 

Si  une  sin  face  quelconque  joint  de  la  p/opnete  qu'd  existe  line  tians/OJ- 
matioji  liomogi  ap/uque,  tiantfonnant  ses  not  males  dans  lei>  not  males  d'une 
autie  sui  face  et  comer  va?it  le  plan  de  I'lnfuu,  les  lignes  de  com  bine  de  catte 
sui  face  peuvent  toujoius  etie  dete?  mmees  et  admcltent  pour  representation 
sphenque  un  systems  d 'ellipses  homojocales 


COOIIDONNEES    T  A.NGENTI.CLLES  Q.3f) 

Un  point  situe  sur  la  normale  a  la  distance  A  de  son  pied  am  a 
poui  coordomiees 

»X  ,,  rX  „  (P? 


(10)  X  = 

h  design  an  t  le  ladical 


7i  = 


Remplacons,  clans  les  equations  (9),  x,  j  ,  z  pai  leurs  expics- 
sions  tirees  des  foi mules  (10) ,  les  equations  amsi  obtenues 


ft      -+-   c      -1-   a  Z  -\-  p  =  7iA, 
d«           r)(>           dtp        dp  <M 

A h    I    — -    -+-  A  — 1 r—  =  A  5 

t)a  act  dj        da  O-JL 

du  dv  div        tip       .  dh 

A        "1"/''  ~ 


defimront  le  point  considere  dc  la  normale  Pour  iiouver  1'equa- 
tion  differentielle  des  ligncs  dc  courbine,  nous  ecmons  encoic 
qu'il  existe  xin  cldplacemenL  pom-  leqnel  le  point  corrcspondant  a 
une  valeur  convenablemenl  choisie  de  X  decnt  une  courbe  tangentc 
a  la  norjmale,  c'est-a-due  pour  lequel  on  a 

d\.       dX       dZ 


fK  etant  introdnit  pom  I'homogenoite 

Si  Ton  difTerentie  dans  ceLLe  hypolhese  les  formules  (12),  la  pre- 
mieie  donnera 


it  d\.  -+-  c  cl\  -4-  w  dZ  -+-  X  du  -f-  Y  dv  -+-  Z  chv  -4-  dp  =  X  dh  -j 
on,  en  tenant  compte  des  deux  biuvanles  et  des  iormules  (i3), 


la  difFereiiLiation    des   deux  dermeres  formnles  (12)  nous   con 
diura  alors  aux  deux  equations 


05) 


,     ,r)u       _.    ,dv       „    .dw 

X  d  —  -+-  Yr  d  —  H-  Z  d  — 

u-j.  oz  da. 

„    ,du       ,,    ,  dv       „    ,dw 


,dp       ,    ,  dh 

'.—  =  /  d~, 

da.  da 

,(Jp         ,    ,  dh 
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Enfiu,  I'elmimation  de  X,  Y,  Z,  \  en  ire  les  equations  (12)  el 
(i5)  nous  donnera  1'eqnalion  cherchee  sous  forme  de  deteimmanl 

1  du         OIL  ,dit  ,du 

it          —         -r,          d-r-          a— 7: 


(.6;  «P 

\j'j 

f     | 

,  dh         dh  dh  ,  dJi 

h          —         —Z         a —          a-Tjj 

|  OrJ.          ()\li  (Ja  yp 

161  Cette  equation  difieienlielle  oflre  la  pins  giande  analogic 
avec  celle  que  nous  avons  foimee  (n°  143)  pour  les  cooidonndes 
ponctuellcs  et  la  lepetition  des  laisonnemenls  employes  au\ 
ii°"  143,  144  nous  conduit  aux  propositions  suivantes 

Foi  mo/t<>  V  equation  linean  e  aux  dii  wees  par  lielles 

qui  admet  comme  solutions  pat  ticuheres  les  cinq  /auctions  it, 
*')  w)  Pi  I1  de  a  et  ae  P  Loi i>quon  I'aut  a  obtenue  d'une  manie?  c 
qiielconque,  les  caractemstiques  de  cette  equation,  dejiiues  par 
{.'equation  difjjei  entielle 

( 18  j  A  d$-  —  B  dy.  d$  -+-  C  da-  =  o, 

sei  out  les  lignes  de  com  bure  de  la  sin  face,  par  suite,  si  les 
coefficients  A.  et  C  sont  mils,  u  et  (3  set  ont  les  parameties  des 
lignes  de  cow  bare 

Cette  proposition  geneiale  entraine  comme  consequence  k- 
theoreme  suivant 

ElanL  donnee  V equation 


oil  A.',  B;,  C'  sont  des  fonctions  quclconques  de  u  et  p,  si  I'o/i 


COORDONNEES    T  \N&ENTIELLn  S  2^1 

en  connait  quatre  solutions  particiiheres  it,  v,  tv,   h}  liecs  pai 
la  relation 


la  surface  eiweloppe  da  plan 


H-       = 


ou  0  designs  line  solution  quelconque  de  I"1  equation  (iq),  *>era 
i  appoi  tee  cm  systeme  de  cooi  donnces  curvihgnes  (c/;  p)  foi  me 
par  ses  hgnes  de  cow  bw  e 

En  eflet,  I'equation  linuairc  de  la  forme  (17),  a  laqucHe  saLis- 
feronl  alors  les  cmq  quanliles  ;/,  <',  «',  /3,  A  iclaLivcs  \  ocLLc  =;m- 
face,  sera  1'equalion  (19)  ct,  par  consoqucnl,  v  cL  fi  scronl  les 
paramelres  des  bgnes  dc  courburc 

Nous  avons  monlid  (n°  98)  quc,  loi'squ'on  a  oblenu  sur  HDL; 
surface  un  sysleme  conjugue  quelconquc,  ]es  coordonnc'es  lan- 
genlielles  u,  t1,  fx»,  p,  consideiccs  comme  (oncLions  Jcs  paramelres 
a  et  (3  des  deux  families  conjuguecs,  doivenL  saLisfaire  a  unc 
equation  lineaire  de  la  forme  (19)  L'equalion  lineaire  re]  alive  an 
systeme  conjugud  forme  par  les  hgnes  de  courbure  se  distingue, 
on  le  voit,  de  toules  les  aulres  par  la  propnete  d'admcllic  on 
outre  la  solution 

h  =  \/  iL2-r-  r--+-  (f- 


2.  Les  the'oremes  precddenls  permetlonl  de  foiiner,  d'une 
nianiere  tres  simple,  1'equalion  auv  denvecs  partielles  dont  depend 
la  recherche  des  surfaces  qui  admelLcnl  pour  lepresenlalion 
splienque  cle  leurs  hgnes  de  courbmc  deux  families  dc  courbes 
orthogonales  choisics  arbilrairemenl  sin  la  sphere  dc  rayon  i 

Solent  en  effet  «,    p,  cv,  h  les  coordonnees  homogenes  d'un 
point  de  la  sphere,  qui  seront  liees  par  I'equation 


et  que  nous  supposerons  expnmi^es  en  fonction  des  parameUes  y,  ft 

des  deux  families  orlhogonales    Un  syslcmc  orthogonal  trace  sur 

la  sphere  e"tant,  par  cela  meme,  un  systeme  conjugue,  it,  v,  it,  h 

D.-l.  '  ,0 
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satisferoiit  a  une  equation  de  la  forme 

/  X  °-()  I       ^  T,      M 

(21)  -i-  A.  —  4-B-s  H-CO  =  0, 

^  0-J.OPj  iJy.  dp  ' 

equation  qu'il  sera  facile  d'obtenir  d'une  maniere  explicite,  puis- 
qu'on  en  connait  les  quaUe  solutions  paiticuheres  «,    c>,  (p,  Ii 
Cela  pose,  le  plan  tangent  de  la  suiface,  etant  parallcle  an  plan 
tangent   conespondant   de  la  sphere,    seia    represente   pai    unr 
equation  de  la  forme 

ztX  -+-  v\  -+-  «'Z  -+-/>  =  o, 


ou  /j  devra  salisfaire  a.  la  meme  equation  lineairc  que  «,  c,  iv, 
c'esL-a-due  a  1'equation  (21)  II  suffira  done,  pour  icsoudrc  li- 
piohleme,  d'mlegrei  1'equation  (21),  et  chaquc  solution  parti- 
cuheie  de  celte  equation  clonneia  une  solution  paiticuliere  du 
probleme  pose 

Supposons,  par  ex:emple,  que  Ton  se  propose  de  deternnnei  les 
suifaces  adinettant  pour  icpiesentation  sphcnqne  de  leurs  bgii("i 
de  combure  un  s^stemc  d'ellipses  splienques  liomofocales  ,  p,  p, 
designant  les  parametres  de  ces  ellipses,  on  aura  ici 


(a  —  b)(a  —  c) 

L'equation  a  laquelle  satisfont  it,  P,  n^  sera  la  smvante 
,  .    i)-ft         t/0        rfO 

2(0  —  pi)  _  _  --  !-  -  ---  r-  =  0, 
r       dpdpi  r)p  6»p, 

et  il  suffira  d'mtegrer  cette  equation   pour   obtenir   la  solution 
complete  da  probleme  propos^ 

La  surface  etudiee  an  n°  159  correspond  a  la  solution 

0  =  p  -+-  PJ 

Nous  anrons  1'occasion  de  revemr  sur  le  probleme  general  dont 
nous  \enons  d'mdiquer  uuc  solution 


163    Au  lieu  de  poursuivre  ces  applications  pailicuheres, 
allons  montrer  comment  on  determine  les  rayons  principaux  et  lo-* 
lignes  de  combure  quand  on  adopte  un  systeme  special  de  coor- 


COOIIDONNECS    TANGENT  IELLES  2^3 

clonnees  langentielles  qui  a  e'te",  avcc  plusieurs  aulies  systemes 
Lres  dignes  d'mtcret,  employe"  par  M  O  Bonnet,  clans  le  beau 
Memoir  e  ;>m  I'emploi  d'un  nouveaii  systeme  de  vai  tables  dans 
I1  etude  'des  pjoprietes  des  surfaces  com  bes  (Journal  de  Liou- 
ville,  2e  seiie,  t  V,  p  1 53-266,  1860)  Voici  comment  on  esL 
conduit  a  clioisn  les  variables  considerees  par  1'emment  geometre 

Lorsqu'on  etudie  la  lepresentation  spheriquc,  il  est  natuiel  de 
lechercher  la  definition  geometriquc  des  combes  de  la  surface  qui 
admettent  pour  representation  spheiique  les  differentes  genera- 
trices rectihgnes  de  la  sphere  Soit  d  1'une  de  ces  geneiatnces^ 
coapant  le  cercle  de  I'lnfmi  en  un  point  p  La  couibe  qui  lui 
correspond  sur  la  suiface  seia  cMdemment  le  lieu  des  points  do 
contact  des  plans  tangents  paialleles  a  d,  en  d'auties  termes,  ce 
seid  la  couibe  de  contact  du  cone  de  sommet  [>  cii consent  a  la 
surface 

Ces  courbes  de  contact  des  cones  cnconscrits  dont  le  sommet  se 
irouve  sur  le  cercle  dc  1'mfini  jouissent,  relativernent  aux  lignes 
de  courbure,  d'nne  propriety  unporUnte  que  nous  allons  signalei 
D'abord  il  en  passe  deux  par  cliaque  point  M  de  la  surface,  cai 
soient  A  et  B  les  points  ou  le  plan  tangent  en  M  coupe  le  ceicle 
de  1'infini  les  cones  circouscriLs  de  sommets  A  et  B  toucberont 
la  suiface  suivaut  deux  combes  passant  en  M  Les  deux  tan- 
gentes  a  ces  courbes  de  contact  auront  pour  conjuguees  les  ge- 
neiatnces  de  ces  deux  cones,  c'est-a-due  les  deux  droites  de 
longueur  nulle  du  plan  tangent,  MA,  MB  Oi  ces  deux  dioites  MA, 
MB  sonl  placecs  synietuquement  par  lapport  a  deu\  tangentes 
perpendiculaires  quelconques  etn  en  particuher,  par  lappoit  auv 
directions  des  lignes  de  couibure  11  en  sera  done  de  meme  de 
leurs  conjuguees  qui  sont  les  tangentes  aux  deux  combes  de 
contact  De  la  le  theorem e  suivanl 

Les  courbes  de  contact  des  cones  en  consci  its  a}  ant  leuis 
soiumets  sin  le  cei  cle  de  Vinfini  delei  minent  siu  la  Mitjace  un 
sj sterne  de  coordonnees  cuivilignes  admellanl  pom  image 
spkei  ique  le  sy&teme  des  grnei  atrices  ?  ectilignes  de  la  sphei  e 
Les  tangentes  aux  deux  coiubes  coordonnees  qui  passent  eiiun 
point  quelconque  de  la  suiface  admetlenl  pom  bissecti ices 
les  directions  des  lignes  de  com  bm  e 
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Par  consequent,  si  Ton  emploie  le  sjsteme  de  coorclonne'es  quo 
nous  venons  de  defina,  Feqnation  cles  lignes  de  courbure  pouna 
etre  lainenee  a  la  forme  simple 


-  C  d$n-  =  o 
et  ne  contienclra  plus  le  leime  en  ch  dfi. 


16i  Voici  comment  on  veiifiecet  important  resuHat  Designons 
ton  jours  pare,  c',  c"  les  cosmus  directeurs  de  la  norraale  en  un 
point  M  de  la  surface,  c,  c',  c"  sei  on  t  les  coordonn^es  clu  point  m 
qui  sert  de  representation  spherique  a  M 

Les  expressions  de  ces  cooidonnees  en  fonction  des  parametres 
-j,  p  des  generatrices  reclihgnes  de  la  sphere  ont  deja  6le  donnces 
(  n°  lo)  Elles  sont 


Nous  eci  irons  1'equation  du  plan  tangent  sous  la  forme 

ex  •+-  c'y  +  c"z  H  --  1_  =  o 

«-P 
ou  plus  simplement 

(i  —  «P)af-t-i(i  -+-»?)./  +  (»  -I-  J3)^-H^  =  0 
On  aura  done  ici 


L'apphcalion  des  formules  (9)  nous  donne  d'abord  les 
donnees  du  point  de  contact   On  tiouve 


coor- 
amsi 


3r+zv=^£ZLP-?         e 


P  et  J  designant  les  denvees  premies  de  ?  En  appelant  de  memo 
r,  5, 1  les  denvees  secondes,  1'equation  (,6)  des  Lgnes  de  courbure 
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devient  ici 

(  26  )  dp  dy.  —  dq  d$  =  7  dS-  —  t  d$*-  =  o, 

et  les  formules  ge'ne'rales  (12)  et(i5),  qm  font  connaitre  le  centre 
principal  et  le  rayon  de  courbure  correspondant,  nous  donnent 


(27)  aR  =  (s- 

X  —  iY  =  s  -+-  v/77, 


X,  Y,  Z,  R   designant  les  coordonnees  du  cenue  et  le  rayon  de 

t/8 
courbure    Dans  toutes  ces  formules,  on  a  pns  pour  -~  la  valeur 

/—  _  . 

t/  -;  en  sorte  que  y//  ^  est  mis  a  la  place  de 


165.  Les  foimnles  pr(5c6dentes  se  pr^tenL  a  une  foule  d'apph- 
cations  interessanles,  tanl  a  cause  de  leur  simphcite  que  du  choiK 
des  variables  auxquelles  elles  se  rapportent  On  pent  lenr  donnei 
une  auLre  forme  qui  oflre  quelques  a\antages  dans  certaines 
recherches 

Nous  avons  pns  pour  les  cosmus  duecteuis  de  la  normale  les 
expressions  (28)  Les  vaiiables  <y,  $  possedent  ce  grand  avantage 
de  se  transformer  par  la  meme  substitution  hneaire  quand  on 
efl'ectne,  soit  un  changement  d'axes,  soit  un  deplacement  de  la 
surface  Mais,  dans  certames  applications  ou  il  s'agit  de  surfaces 
leelles  'a  de'teimmer,  les  variables  complexes  a  et  (3  offrent  un 
inconvenient  ze'sultant  de  ce  qu'elles  ne  sont  pas  imagmaires  con- 
]ugu^ei5  Nous  avons  vu  que,  pour  tout  point  reel,  a  a  pour  con- 

juguee  —  g  Nous  changerons  done,  dans  les  formules  (a3),  ^  en 
—  gj  ce  qui  donnera  pour  les  cosmus  directeurs  les  expressions 
suivantes,  deja  employees  au  n°  3'1, 


H- 
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et  nous  piendrons  pour  1'equalion  da  plan  tangent 

(3o)  (a-t-p^-hztp-s;.}  -r-  («£  —  IJJ  -h  £  =  o  , 


£  sera  mamtenant  une  valuable  reelle  el  o,  (3  des  variables  imag]- 
naires  conjuguees  toules  les  fois  que  la  surface  sera  reelle,  ctquM 
s'agira  de  plans  tangents  reels 

Les  coordonnees  du  point  de  contact  clu  plan  tangent  auionl 
mamtenant  pour  expressions 


•—  jy  =  — 


I  -1- 


L'equation  differentielle  des  lignes  de  conrbure  sera 
(32)  dp  dx  —  dcj  d$  =  i  djfl  —  t  d^-  =  o, 


comme  dans  le  cas  precedent 

Et  enfin  les  foi  mules  faisaut  connaitre  le  centre  cL  le  raj  on  du 
coiubure  deviendront 


(33) 


2  R  =  \  ~  p  a  —  q  (3  -+-  (i  -f- 


, 

X  -+-  i  Y  =  —  q  -+.  a  (s  -H  v/77) 


Sous  cette  forme  on  reconnatt  nninediatement  qu'elles  four- 
inront  pour  X,  Y,  Z,  R  des  explessions  essentiellement  reelles. 

On  passera  d'ailleurs  du  premier  sysleme  de  formales  au  second 
en  faisantla  substitution  tres  simple 


Enfin  on  obtiendra  egalement  sans  difficult  liquation  differ 
tielle  des  hgnes  asymptotiques,  qm  estici 


eren- 


+ a* 
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et  1'expression  de  I'element  Imeaue 

(36)  ds*=(3tlx  —  dri')(xd$-+-dp), 

qui  se  presente  amsi  decompose  en  ses  deux  facteurs 

166  11  ne  sera  pas  mulile  d'exammer,  en  vue  des  applications 
ullerieures,  ce  que  deviennenl  les  coordonnees  cr}  (3,  £  qnand  on 
change  les  axes  coordonnes  ou,  ce  qiu  est  la  raeme  chose,  quand 
on  deplace  la  surface  Consideions  d'aboid  le  systeme  primilif 
dans  lequcl  1'equalion  da  plan  tangent  est 

(i  —  ocp)X-t-i(i-'-<yp)Y-i-(a+p)Z-t-£  =  o 

Quand  on  nnpiimera  a  la  suiface  ime  translation  de  compo- 
santes  1,  p.,  v,  il  faudra,  dans  1'eqtiation  prccedente,  icmplacer  X, 
Y,  Z  par  X  —  1,  Y  —  p,  Z  —  v,  la  nouvelle  valenr  £'  de  q  seia  done 


Imagmons  mamtenant  que  J'on  fasse  toiuner  la  siaface  autom 
de  I'ougine  des  coordonnees  Si  nous  remarquons  que,  d'apres 
leur  definition,  a  et  [j  sout  les  coordonnees  symetuqucs  du  point 
m  qui,  sai  la  sphere  de  rayon  i,  sert  de  representation  spherique 
an  plan  tangent,  il  result  era  des  propositions  developpees  (Livrel, 
Chap  III)  que  le^  nouvelles  valems  a,,  (3,  des  cooidonnees  a  [i 
s'obtiendiont  par  une  m^me  substituljon  hneane  eU'ecluee  sur  a 
et  sur  (3  On  aura 

(38)  « 


Designons  par  <-,  la  nouvelle  valeur  de  q   La  distance  de  1'on- 
gine  an  plan  tangent  n'ayant  pas  change,  on  aura 

(9)  - rs~   ~  7 ft 


ou,  en  remplacant  y,  §  par  leurs  valeurs 


La  question  proposed  esl  donccompleteruent  lesolue,  en  ce  qm 
concerne  le  premier  systeme  de  coordonnees 


2:{8       L1VRE   II    ~  CHAP      VII.  -   COORDONNEES    TANGIiNTIELLCB 

167    En  reprenanl  la  meme   methode  pour  le   second,  dans 
lequelle  plan  tangent  a  pour  Equation 

X(«  _  p)  -+-  iY(  p  -  </)  +  Z(ap  -  i)  -h  £  =  o, 

ou  en  passant  du  preimei  systeme  au  second  par  la  substitution 
(34),  on  verra  qu'ime  translation  (X,  p,  v)  de  la  surface  donne  la 
nouvelle  valeui  de  q 


ir)  t,  =  g 

Et  de  meme  une  rotation  autour  de  I'ougine  des  coordonnees 
definie  par  les  formules 


(42) 


a,,  [3|,  q,  designant  les  nouvelles  coordonnees    Si  la  rotation  est 
reelle,  on  pouira  prendrc  (n°  29) 

q  =  ?)10,        jj=—n0, 

MO,  tia  designant  les  imagmaires  conjuguces   de  in  ct  dc  n    Les 
equations  piecedentes  donneiont  alois 


_  m  ccj  +  n 


Ces  formules  nous  seront  utiles  dans    la  thdoric    des  surfaces 
minima 
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CHAPITRE  VIII. 

APPLICATIONS      DIVERSES 

Applications  des  foi  mules  relatives  au\  lignes  dc  combine  donnccs  dans  le  Cha- 
pitrc  precedent  —  Tiansfoimalion  dc  1U  Lie  dans  Liquelle  les  lignes  do  coui- 
buie  cl'une  suiface  coirespondent  au\  lignes  asj'mptouqucs  de  la  liansfoimee 
—  Transformation  par  clucctions  iLCipioijucs  —  Relation*  cnLre  les  elements 
coirespondanls  dans  ccltc  tianaloimalion  —  Dc  1'inveision  dans  le  systune 
de  coorclonnu.es  (a,  J3,  5) 


168  IN"ous  aurons  a  fa  ire  diffe'renles  applications  des  systemcs 
de  form  11  les  developpes  dans  le  Chapitre  precedent  Des  a  present, 
nous  allons  etudierles  suivantes,  el,  conmie  ils'agit  de  rechcrches 
generates,  nous  emploierons  de  pidference  le  premier  sysleme  du 
formules  etudie"  dans  les  n°s  IGi  et  166 

Remarquons  d'abord  que  1'equalion  diffet-enLiellt;  (26)  [p  a45] 
des  lignes  de  courbure  esL  idenlique  a  1'cq nation  diflfcicutielle  des 
lignes  as_ymptotiques  donnee  au  n°  110  De  la  ce  premier  resultat 

A  toute  sui  face  dont  on  connatl  les  hgnes  asymptotic] lies  on 
pent  faire  cot )  espondre  une  suiface  dont  on  saiu  a  detei  minei 
les  lignes  de  com  bin  e  et  vice  veisa  ( ' ) 


(')  Le  lapprocliement  des  foimules  donndes  au\  nos  110  el  IGi  nous  couduiL  au  i<5- 
sultat  suivaut  Deai^nons  pai  x,  j  ,  z  les  cooidonnees  d'un  point  de  la  suiface 
dont  oa  connalt  les  lignes  asymplotiqucs,  ct  pai  p  et  q  les  deiivees  de  z  consi- 
Jerces  corame  fonction  de  oc  et  dc  y ,  soienl  X,  Y,  Z,  P,  Q  les  quantities  analogues 
lelatives  a  la  surface  tiansformee  dont  les  lignes  de  combine  conespondcnt  au\ 
lignes  asyrnptotiques  de  la  pienneie  On  auia 

p  _  y  r  —  i 


q  —  3,  x  ~\-  q 


q  —  x  x  -f-  q 

z  _  px  +  qr 

q  —  x 
theone  des  transformations  de  contact  permet  d'ailleurs  de  deduire  toutes 
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Nous  avons  deja  signale  (nu  157)  cetlc  belle  propos.hon  du.O 
M  Lie,  nous  nous  conlenlerons  dc  rrmarquor  ic.  quo  dans  IV- 
qualion(Jo)  [p  MO]  dcs  hgncs  asymploliquos,  a  el  p  d«Ssj8iu«nl 
des  quantity's  reelles  pom  tout  pomtu'-cl  dc  la  surface;,  l.mdis  quo, 
dans  cello  dcs  lignes  de  courburc,  a  cl  P  son!  dc,  variable  com- 
plexes, memc  pour  im  point  reel  ,  pai  consequent  la  oom^pon- 
dance  fU'fimc  par  la  proposition  pit'cedcnlo  no  saurail  i-\isli'i 
enLie  les  elements  roels  dc  deux  surfaces 


169    Envisageons  mamlcnant  1'dqualion  diflcrcnliclk-  dcs  l^ncs 
de  courbuie 
(  ,  )  dp  dy.  —  dq  rfp  =  /  dtf  —/f/^-~n, 

elle  posscde  de  nombicuscs  pio])nc'tes  (jui  donncnl  loulci  naii- 
sance  a  des  tlieoremes  de  Geomdtiic. 

D'aboid  elle  ne  change  pas  dc  forme  si  Ton  rcnipl.icc  ;  pai    la 
nouvellc  variable 


A,  B,  C,  D  designanL  des  constanlcs  quclconqucs 

Pioposons-nous    dc   definir  gdomdlriqucmonl    cclto    li.iusfor- 
m  all  on 

On  pent  evidemmenl  1'obtenir  par  la  composition  dcs  dcn\ 

van  tes 


sin  van  tes 


La  premiere  equivaul,  on  le  reconnait  aisdmcnl,  a  nne 
lalion  dc  I'origme  des  coordonnees,  lasecondc  remplacc  Jabiiifaci' 
pai    une  surface  parallele  meuee  a  la  dislanci1  h  de  la  prcmictv 
On  sait  ca  effet  que,  sur  deuv  surfaces  parallelcs,  les   liyncs  dc 
courbure  se  correspondent    Ainsi  la  premiere  propriety  qui  so 
prebente  a  nous  de  1'equalion  diffdrentielle  dcs  lignes  de  courbure 


res  foimules  des  iclations 

\-*-zY^— -  c  —  xZ,        x(K  —  rt  )  =  /—  y, 
qui  contiennent  seulement  les  cooidonn^es  des  points  coriespondants 
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n'est  que  la.  Irad  notion  analytiquc  d'une  proposition  geometnque 
nnporlante,  mais  tres  conn  LI  c 

170.  Le  emplacement  le  plus  general  de  la  suiface  proposee  se 
traduirait  par  une  substitution  hneane  quelconque  eflectuee  snr  a 
et  sur  (3  Cela  nous  conduit  a  la  proposition  generale  snivanle  que 
Ton  venfiera  sans  difficulte  • 

Inequation  diffei  entielle  (i)  conserve  encore  saf  01  me  si  Von 
mbstitue  a  a,  (3,  <•  les  vai  tables  </',  (3',  %  definies  par  I'  une  on 
Vautre  des  substitutions 


a=Ca' 


ozi  A,  A,,        ,  PI  designent  des  constantes  quelconques 

Par  consequent  les  formules  (  3)  on  (4)  font  connaitre  une  trans- 
formation de  sui  faces  qiu  conserve  les  lignes  de  couibure  Nous 
laisserons  au  lecleur  le  SOID  de  demontrer  que  cetle  transformation, 
quand  elle  esl  reelle,  pent  loujouis  etie  obtenue  par  I'emploi  com- 
bine d'uD  deplacemeiit,  d'une  Iransformauon  homothetiqne  et  de 
la  suivante  qui,  an  premier  ahoid,  pouirail  paraitre  trop  parti- 
culiere. 

k  designantune  constante  quelconque,  pienons 

(5)  a'=l±-j  p,         p'  =  i=4,,         5'  =  € 

;  —  kr          r        i  -t-  L  ^       ^ 

Ges  formules  font  corresponds  an  plan  (P)dd(im  pai  1'equalion 

(r  —  «p)X-j-t(i  +ap)Y-H(a-t-p)Z-f-g  =o 
un  autre  plan  (F)  ayant  pour  equation 


Nous  voyons  deja  que  deux  plans  correspondants  se  coupent 
dans  un  plan  fixe,  le  plan  des  xy  Voici  comment  on  aclievera 
de  defimr  la  transformation 
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Associons  au  plan  (P)  de  la  premiere  figure  le  point  in  donL  les 
cooidonnees  sont  les  cosmus  chiecteurs  dela  noimale  au  plan. 


o  = 


i-t-aG 


Ce  point  se  Liouve  sur  la  sphere  de  rayon  i  et,  si  le  plan  (P)  en- 
^eloppe  une  suiface  (S),  il  est  la  representation  sphcTique  du 
point  de  contact  de  (P)  et  de  (S) 

Associons  de  meme  an  plan  (P'}le  point  m'dont  les  coordonnees 


sont 


et  dont  la  relation  a  (P')  est  la  meme  que  celle  de  m  a  (P)  Les 
iormules  (^5)  expiimenl,  on  le  ^enfie  sans  difficuUe,  quo  les  points 
w,  m'  sont  en  ligne  droite  avec  un  point  fi\e  situe  a  la  distance  L 
sur  l'a\e  des  z  De  la  resiilte  ]a  definition  gc'ometriquc  complete 
de  la  tiansformalion 

SoienL  (S),  (2')  deux  surfaces  cor  i  espondcuiLes  Les  plans 
tangents  aux  points  correspondent ts  se  coupent  dans  un  plan 
/nse(tt)  Lei  images  i>phei  iques  da>  point*,  coi  lespondants  bur 
la  sphere  de  i  en  on  i.placee  d'ane  manierc  quetconqiie  da/is 
I'espace,  sont  mm  ses  V une  de  Vautic  pai  i  appoi  t  a  an  point 
fixe  A,  situe  sur  le  diameti  e  de  la  sphere  qui  est  pei  pendicu- 
laue  au  plan  (H) 

Cette  proposition  permet  evidemment  de  constiuire  les  plans 

tangent,  de  (2)  quand  on  connait  ceax  de  (S)  En  cc  qu.  concernc 

es  points  de  contact,  nous  ajouteions  la  remarque  suivantc  que 

Un  pomra  ^nfier,   mais  qui   resulteia    aiissi   dcs    propositions 

etaljlies  plus  loin 

La  d,  one  qui  joint  les  deux  points  de  contact  cor?  espondants 
est  parallels  d  celle  qui  i  ehe  Les  images  sphei  iques  de  ces 
deux  points  J 

Les  relations  que  nous  venons  d'mdiquer  entie  les  elements 

correspondantssontevidemmentreapioqueset.parconsequenMa 
tlanSformation  est  involute    Cette  piopnet/la  rapproche   de 
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1'mversion,  M  Lagrierrc,  qui  1'a  etudiee  cl'une  maniere  delaillee, 
lui  a  donne,  pour  cetle  laison,  le  nom  de  U  ansjoi  maiwn  pen 
du  ec  Lions  jecipioques  (')  que  nous  adopterons  clans  la  suite 
Mais  la  conslruclion  prece"dente  donne  lieu  a  une  autie  rcmarquo 
essentielle,  la  transformation  n'cst  pas  u  11190  que  et  elle  fait,  en 
gt§neial,  coriespondre  a  line  surface  (2)  deux  surfaces  (5'),  on 
plutot  deux  nappes  difTerentes  d'une  meme  surface  En  effet,  si 
I'on  consideie  une  region  de  la  surface  (S)  pour  laqnelle  le  sens 
de  la  noimale  soit  paifaitement  defini,  chaque  point  de  cetle 
legion  aura  une  icprusentation  sphcriquc,  completement  detci- 
minee  par  le  sens  de  la  normalc,  et  la  construction  mdiquee 
plus  haut  fera  connaitie,  sans  ambiguite,  le  plan  tangent  de  la 
surface  conespondante,  mais  cettc  construction  donnera  cvi- 
demment  des  clemcnls  dilfcrents  si  J'on  change  le  sens  dc  la  nor- 
malc en  tons  les  points  de  (Sj  C'est  ce  que  demontrent,  du  zesle, 
Jes  forrnules  suivantcs,  equivalenles  aux  relations  (5) 

Soient 

u  c  H-  v}  -+-  wz  -+-  p  =o, 

u!  j?  -i-  v'y  -h-  (v'^  •+/>'  =  o 

les   equations    de   deux    plans   coirespondants  ,   designons,    pour 
abr^ger,  par  h  et  par  h'  les  radicau\ 

±  V/»-  -H  v-  -+-  (ij-,     i  \/H'-  -t-  v'-  -+-  w'- 
Si  nous  posons 

y  =  t(n-a  (3),         <v  —  'J  -+-  (3,       p  —  £,         h~y—$, 


les  formules  (5)  nous  donneront 


P'  -+-  h'  —   -~^—T(W  — 

'  —  h'  —  --       ( tv  H- 


La  presence  clu   radical  A   montre  bien   qu'a  xin    plan   donne 


(')   Lvoucnnr,  Su/    la  transformation  pai    directions  i ecipi oqaeii  (Complex 
icndits,  t    XCII,  p   71,  iSSi) 
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corresponclenL  deux  plans  diflerents,  qu'il  sera  impossible  de 
Sparer  analyliquemenl  LauL  quc  la  variable  //  ne  sera  pas  un  carre 
paifait 

171  Puisque  la  transformation  preeedentc  conserve  les  li^iuiu> 
de  combine,  clle  fera  corresponds  necessaimueul  uuo  sphcie  a 
tine  spheic  On  vcrifie  ceLlc  piO])osilioa  do  la  mamere  suivaulc. 

L'equaLion  LangcnUcllo  d'unc  sphere  donL  le  ia>on  esl  R  el  donl 
le  centre  a  pour  coorclnnndcs  #,  )',  z  esl 


fi  ayanL  la  significaLion  deja  donn.ee,  car  eelle  eqnalinn  e 
que  la  distance  du  centre  an  plan  tangent  esl  eonsLanle  Pour 
obtenirld  sin  face  con  espondantc,  clFcc  tuons  la  snltstilution  delinii.' 
paries  formulas  (6}  Nous  obticnrhonb  {'equation 


r  j  _j_  /L  .  _  / 

Y  -f-     —  -^  (IP'  —  //';  -|-  -     - 


1  -I-  h'  } 


on,  en  ordonnant  et  efiacant  let,  accents, 


c-v^- 
r      -4- 


Lette  equation,  de  meme  foune  quc  I'etfualion  (j),  represents 
une  sphere  dont  le  centie  (x!  ,  j  ',  ^')  et   le  iau>n   K'  soul  dulii 
par  les  formules 


(8) 

qui  donnent  aussi 

el,  par  consequent, 
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11  sail  de  U  qu'a  une  sphere  (S)  de  la  premiere  figure,  lepie"- 
sentee  par  1'equation  ponctuellc 

X2  -4-  \2+  Z'-  —  >#X  —  27  Y  —  2  5  Z  4-  tfS-t-  ?  2+  ^2_  R2  _  Of 

coirebpond  une  sphere  (S')  de  la  seconde,  ayant  pour  equation 

V  +  Y*-i-Z2—  arrX—  -2    Y— 


On  VOIL  que  les  deux  spheres  (S)  et  (S;)  coupent  le  plan  deb 
JET,  c'cst-d-diielc  plan  (II)  de  la  transformalion,  suivant  un  meme 
ceiclc 

Appelons  V,  V  les  angles,  dcfmis  par  les  foi  mules 


COS\   =  C03\'  = 


que  font  les  deux  spheres  avec  le  plan  (II)   Les  formules  (9)  nous 
donueut  entie  ces  angles  la  iclation 

i-t-cosV  _   /i-j-/:\2  i  — cosV 
i  —  cosV'  ~  \  i  —  k)    i-i-coaV' 

quo  1'on  peat  ramener  a  la  foime  simple 

V          V        \  —  k 
(10)  tang- tang— =  YTjTjr 

Supposons  que  1'un  des  deux  angles  soit  constant,  il  en  sera  de 
meme  de  1'autie,  de  la  resulte  un  moyen  nouveau  de  deterimnei 
la  smface  (S')  coirespondante  a  une  siuface  (2)  On  const/ uu  a 
les  spheies  (S)  tangentes  a  (S)  et  coupant  le  plan  (II)  sous  un 
angle  constant  a  Par  Vintei  section  de  chaijue  sphere  (S)  et 
du  plan  (H)  on  fera  passer  une  spheie  (S')  coupant  (II)  soui, 
un  angle  clonne  (3  L'enveloppe  des  spheres  (S')  donnei a  la 
sin  face  (S')  con  espondante  «  (S) 

Une  spheie  de  rayon  mil  doit  etre  considered  comme  coupant 
un  plan  ou  une  spheie  quelconque  sous  un  angle  infini  La  con- 
struction piecedente  contient  done  la  suivante  comme  cas  pai- 
ticuhei 

On  const?  uira  les  spheies  (S)  tangentes  a  (S)  et  coupant  le 
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plan  (Q)  sous  uit  angle  constant  ?,  (')  Les  spheres  de  lajon 
mil  passant  pen  Vintei  section  cfe  chaque  sphei  e  (S)  et  du  plan 
(II)  deaijont  une  sw/ace  (I')  con  espondanle  a  (S)  avec  con- 
set  vation  des  hgnes  de  coin  but  e 

Bien  anteneurement  aux  Etudes  rt5ccnl.es  surles  transformations 
qui  conservent  les  lignes  de  courhure,  cL  a  une  epoque  011  Ton  nc 
connaissait,  parmi  ces  transformations,  qne  1'mversion  eL  la  dila- 
tation  par  laquelle  on  passe  d'ime  surface  a  la  surface  paraliele, 
M.  0  Bonnet  avait  fait  connaitro  une  transfoimation  qui  esl 
corapiise  dans  la  pre'cedente  et  qui  correspond  au  cas  paiticuhcr 
ou  Tangle  y,  est  droit  (2) 

Mais  on  pent,  si  Ton  emploie  les  sphuies,  obtenir  une  con- 
stuiction  geometrique  encore  plus   simple  de  la  liansfoimation 
Les  formules  (9)  nous  montient  en  elTet  qu'une  sphcio  comcidcra 
avec  sa  transformee,  toutes  les  fois  que  Ton  am  a 


ou 


R  ~  7, 


Dapies  cela,  si  Von  considei e  toutes  les  spheres  (5)  tangenlcs 
a  une  surface  (2)  et  coupant  le  plan  (H)  sous  un  angle  CQJI- 

sfant.decosinus  egala-,  elles  envelopper ont,  en  rm'/ne  tempi, 

que  (S),   la  surface  (I!}  homologue  de  (S)  dans  la  ti  ansfoi - 
mation  consider  ee  (3) 


(')  Poui  obtenu  1'anglea,,  il  sufill  dc  fairo,  cldns  la  fo.mulc  (10),  tang-  =zfc 
On  a  amsi  - 


C)  Si  la  consume  A  est  plus  peme  que  l'nn,U>  les  apMpes  (  S  )  ne  coupeat  pas  ir 
Plan  (nj,  ma.s  le  rapport.  £  est  tonjours  constant  C'est  dans  celie  hypolhcse 
qu'esL  tracoe  la  fig  12 
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172  La  dei  mere  proposition  qne  nous  venous  d'enoncer  pcr- 
meL  de  donner  une  definition  geom.e'trique  simple  de  la  transfoi- 
mation  plus  generale  que  Ton  obtient  si  Ton  souinet  uue  figure 
eL  sa  tiansformee  a  une  meme  inveision.  A  toutes  les  spheres  uui 
coupaient  le  plan  (IT)  sous  nn  angle  constant,  1'mveision  fait  en 
efTet  correspondre  des  spheres  ou  des  plans  coupon  t  uue  spheie 
fKe  (S)  sous  un  angle  egal  et  constant 


Si  Von  const/  nit  tonics  Les  spheres  tangentcs  a  une  siuface 
(A)  et  coupant  une  spheie  fixe  (S)  sous  an  angle  constant, 
elles  enveloppet  ont,  en  meme  temps  que  (A),  une  siuface  (  \.') 
qui  coi  i  espojicb  a  «(A)  avec  consei  cation  des  lignes  de  com- 
bin  e 

Si  la  sphere  (S)  se  rediut  a  un  plan  (II),  on  retiouve  la  tians- 
lonnation  par  dnec  lions  reciproqnes. 

II  ne  sera  pas  inutile  de  demontrer  la  proposition  precedente 
d'une  niamere  lout  a  lait  elcmentan-e  Nous  exammeions  en  pre- 
mier lieu  le  cas  ou  Tangle  constant  cst  droit. 

Considerons  toutes  les  spheres  (U),  qui  ont  leur  centre  sur  une 
surface  (3)  et  qui  coupenl  a  angle  droit  une  sphere  (S)  de  ra^on 
II  Le  centre  0  de  (S)  ayantla  puissance  constante  R-  par  rapport 
a  toutes  les  spheres  (U),  les  axes  radicaux  de  trois  spheres  quel- 
conques  (U),  ct  par  suite  la  corcle  de  contact  de  chaque  spheie 
avec  son  enveloppe,  viendront  passer  par  le  point  O  De  la  resulte 
la  construction  siuvante  de  1'  enveloppe 


Les  deux  points  de  contact  de  la  sphere  (U)  de  centre  M 
son  envetoppe  se  tj  ouvent  a  I'  intei  section  de  cette  ipheje  et  de 
la  pei  pendiculaire  abaissee  du  centie  0  de  (S)  sat  le  plan 
tangent  en  M  a  la  surface  hen  des  centres  (S). 

Soient  [j,  \jJ  ces  deux  points  places  symetriquement  par  rappoit 
du  plan  tangent  de  (S)    On  aura  e  vide  mm  en  I 


R.  designant  le  rayon  de  (S),  et,  pai  consequent,  les  deuv  nappes 
de  I1  enveloppe  seront  inverses  1'une  de  1'aulie  par  rapport  au 
point  O 

D  —  I  17 
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M  Moutard  a  donne  le  nom  tfanallag  matiques  ( * )  aux  sin  faces 
qui  ne  cliangent  pas  quand  on  les  souinet  a  une  jnveision  cleter- 
mmee  Les  deux  nappes  de  1'enveloppe  pre"cedenle  consiituent 
done  une  surface  qni  est  anallagmatique  par  lapporl  an  pule  0, 
et,  recipioquement,  il  seiait  aise  de  le  in  on  tier,  ionic  sin  face 
anallagmatique  pent  etre  obtenue  par  la  gent-ration  pieccdcnte 
D'ailleuis,  comme  les  deux  nappes  de  Fenveloppc  sonL  inverses 
1'une  de  1'autre,  les  Jjgnes  de  couibure  Lracocs  sur  ces  deux 
nappes  se  conespondent  une  a  une 

Etudions  mamtenant  le  cas  general  011  les  spheics  variables  (U) 
coupent  la  spheie  fixe  (S)  sous  un  angle  constant  qui  n'est  pas 
dioit  Nous  commencerons  par  etablir  le  Icmnie  sin  van  t  . 

Si  des  sphei  es  vai  tables  (U)  coupent  une  spheie  fixe  (S)  sou? 
un  angle  constant,  different  de  zero  et  de  TC,  on  pent  toiijoiu  <>, 
en  ajoiitant  une  constante  a  tons  lew s  i  aj  ons,  les  ti  ansjni  mcr 
en  de*  sphe) es  (U;)  qui  coupent  a  angle  droit  une  tpheicJiXQ 
(S')  concentnque  a  (S) 

Soient,  en  efiel,  p  et  R  les  rayons  des  spheres  (U)  el  (S),  d  la 
distance  de  leurs  centres,  a  Tangle  constant  sous  lequcl  clles  sc 
coupon t,  on  aura 

d1—  p2+  R2 —  2pR  cos  a, 
ou  encore 

d-  =  ( p  ~  R  cos  a )-  -f-  R2  sin  -  a 

Par  suite,  si  J'on  ajoute  la  quantite"  constanle  — Rcosc/  au 
rayon  p  de  (U),  ce  qui  donnera  une  spheie  concentnque  (U'), 
cclte  sphere  (U')  coupera.  a  angle  droit  la  sphere  fixe  (S7)  concen- 
tnque a  (S)  et  de  lajon  Rsma 

Ce  lemme  etant  etabli,  si  nous  envisageons  toules  les  spheics 
(U)  qui  dependent  de  deux  parametres  et  coupent  (S)  sous  un 
angle  donne,  elles  envelopperont  une  surface  a  deux  nappes  (A), 


(')  MOUTVHD,  Note  sur  la  transformation  par  rayons  vccteu/s  lecipioques 
(Nouvelles  Annales  de  Mathematiques,  2'  sdne,  t  III,  p  3o6,  iSGJi  ) 

Sur  les  surfaces  anallagmatiques  du  quatneme  oidie  (nifime  Recucil,  I  III, 
p  53G, 


Lignes  de  courbure  d'une  classe  de  surfaces  du  quatneme  ordi  o  (Comptes 
rendus,  t    LI\,  p    243,  1864  ) 
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(A')  Les  spheres  concentuques  (U'),  qm  coupenL  a  angle  droit  la 
sphere  (S'),  envelopperont  une  smface  a  deux  nappes  (B),  (B') 
respectivement  paralleles  a  ^A),  (A'),  cL,  comme  les  hgnes  de 
courbure  se  correspondent  sm  les  deux  nappes  (B),  (B'),  qm  sont 
inverses  Pane  de  1'antre  par  rapport  au  ceutie  commun  des 
spheres  fixes  (S),  (S'),  il  en  seia  de  meme  en  ce  qui  concerne  les 
deux  nappes  (A)  et  (A7)  La  proposition  que  nous  avions  en  vue 
se  trouve  amsi  etablie  dans  toute  sa  generalite 

Soumettons  la  figure  precedente  a  une  inversion  dont  le  pole 
soil  sur  la  sphere  (S).  Cette  sphere  se  transformer  en  un  plan 
(II)  ,  les  dens:  nappes  (A),  (A7)  se  IransfoimeronL  en  deux  nappes 
(C),  (G'),  qiuseionil'emeloppe  commune  <T  une  famillc  de  spheres 
(U")  transformers  des  spheies  (U)  et  coupant  pai  consequent  le 
plan  (II)  sous  un  angle  constant  En  d'auties  termes,  les  nappes 
(C)  et  (G7)  se  deduuont  Tune  de  1'autie  au  nio^en  de  la  transfer 
niation  par  dnections  recipioques  la  plus  generale  Or  on  pent 
passer  de  (C)  a  (C')  en  eflectuanl  les  transfoimations  smvanles  : 
iu  une  inversion  qm  transforme  (G)  en  (A),  2°  une  dilatation  qui 
Uausiorme  (A)  en(B),  3°  une  inversion  qui  tiansforme  (B)  en(B'), 
4°  une  dilatation  qm  transforme  (B')  en  (A'),  5°  une  inversion 
finale  qui  transforme  (A')  en  (C;)  Ce  lesultat  est  conforme  a  ime 
proposition  generale  de  M  Lie  (')  d'apres  laquelle  toutes  les 

(')  Dans  le  JVkmoire  diijA  cile,  msere  au  I  V  des  Mathcmatische  Annalen, 
M  Lie  a  fait  counailie  touLes  les  tiansfoimalions  dc  contact  qui  conser\eut  les 
Iignes  de  couil)uie,  il  a  meme  signale  (p  iSC)  le  cas  paiUcnIiei  de  la  liansfm- 
mation  par  cluecLions  recipioques,  mais  celle  tiansioimatiou  avait  etc  dqa 
donn^e  clans  difTeicnls  tiavaux  de  M  Ribaucoui  You  ,  en  paiLiculier,  Rrciucoun, 
^ote  sui  la  defoi  mation  des  surfaces  (Cornptei,  lendus,  t  L\X,  p  33^ 
,870) 

Sous  une  foime  dirferenle,  elle  d  dlel'objet  des  eludes  de  1'auteui  publiees  dans 
les  Noles  \  et  IX  du  Memou  e  sw  une  classe  lemaiquable  de  com  Ues  et  de 
sui  faces  algebriques,  1878 

Les  tiansfoimations  geneiales  consideiees  par  M  Lie  dans  sou  Memoire  peuvent 
cue  d^finies  cl'une  maniere  616ganle  si  Ton  emploie  les  six  coordonne'eb  de  la 
hphcre  icliees  par  I'equalion 

6 


et  ddfinies  au  n°  156  II  suffiL,  poui  les  oLtenn,  defaue  conespondre  a  uuespheie 
de  cooidonn^es  nii  la  nouvelle  spheie  dont  les  cooidonnccs  ?n't  se  deduisent  des 
precedentes  pai  uae  substitution  lme"aue  oithogonale  a  coefficients  constants 
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transformations  de  contact  qui  conseivent  les  lignes  de  courbure 
se  ramenent  a  des  mveisions  et  a  des  dilatations 

173  Revenons  aux  resultats  que  nous  avons  ohtenus  relalive- 
ment  a  deux  spheres  qm  se  correspondent  dans  la  iransfoimalion 
par  directions  leciproques  Us  vont  nous  peimeltre  de  compiler 
les  consti actions  precedentes  et  de  faire  connaitre  de  nouvelles  le- 
lations  entre  les  elements  correspondants. 

Fig      12 


Considerons  dans  la  premiere  figure  une  surface  (S)  et  pienons 
pour  plan  du  tableau  (fig  12)  le  plan  mene  par  un  point  quel- 
conque  M  de  cette  surface  perpendiculaire  a  la  fois  au  plan  (IT)  de 
la  transformation  et  au  plan  tangent  en  M  a  (1}  Soit  MC  la  trace 
dece  dernier  plan,  sinous  constiuisons  la  sphere  (U)  tangeuteenM 
a  (S)  et  coupant  le  plan  (II)  sous  un  angle  constant  dont  le  cosmus 

soit  yj  nous  savons  qu'elle  enveloppe,  en  mdme  temps  qne  (2), 

h. 

la  smface  (S')  qui  correspond  a  (S)  Soit  M'  le  point  de  contact 
avec  (S;),  le  plan  tangent  en  M'  a  (S')  et  le  plan  tangent  en  M  a 
(S)  de\ant  coupei  le  plan  (II)  suivant  la  meme  droite,  le  point  M' 
bera  dans  le  plan  du  tableau  et  on  1'obtiendra  en  menant  du 
point  C,  ou  la  droite  MG  rencontre  le  plan  (II),  la  seconde  tan- 
gente  au  cercle  suivant  lequel  la  sphere  (U)  coupe  le  plan  du 
tableau.  II  suit  de  la  que  le  cercle  decrit  du  point  C  comme 
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centre  avec  CM  pour  rayon  passera  par  le  point  M'  et  coupeia 
normalement  les  surfaces  (S),  (I7)  en  M  et  en  M'.  Amsi,  si  I'on 
construit  tons  les  cei  cles  normaux  a  la  fois  a  (^}  et  an  plan 
(H),  la  sw  face.  (S')  coupera  tons  ces  ceicles  a  angle  dj  oil 

D'ailleuis,  comme  les  deux  plans  tangents  CM,  CM'  se  corres- 
pondent clans  la  transformation,  011  pourra  leur  applique**  la  for- 
mule  (10)  etahhe  potir  deux  splieies  coirespondantes  quelconques 
et,  si  Ton  designe  par  V,  V  les  angles  de  ces  deux  plans  avec  le 

plan  (IT),  on  aura 

V          V        i  —  k 

lan-  tan—  = 


2        °  a         in-/. 

Si  Ton  tient  compte  clu  sens  des  normales  aux  deux  plans,  on 
aura 

V  =  T\ICS,        V  =  lirc§  =b  7t 

et,  par  consequent, 

M'GS       A-4-i          MCS 
tang  -  =  -7  -  tans;  - 
0      ;>  A.  —  i       n     2 

Cette  equation  qin  deTinit  le  point  M',  qiiand  on  connait  le 
point  M,  exprirae  que  le  rapport  anliarmonique  foime  snr  le 
cercle  par  les  quatre  points  M',  M,  S,  S'  est  constant  et  egal  a 

•  .-  _     •  On  obtient  done  le  theoreme  suivant,  qui  est  du  a  M   Ri- 

baucour  et  qui  est  compris  comme  cas  particulier  dans  une  pro- 
position gene"rale  sur  laquelle  nous  aurons  a 


JEtant  domiee  une  surjace  (S),  on  construit  tons  les  ceicles 
normaux  a  la  fois  a  la  sin  face  et  a  ILJI  plan  fixe  (II)  Ces 
cercles  sont  normaux  a  une  famille  de  sw  faces  (S')  tjui  sont 
deftnies  de  la  mamei  e  suivante  '  Pour  cliacune  d'elles,  le 
rapport  anliarmonique  du  point  ou  elle  coupe  chaque  cei  cle 
normal  a  (S)  et  des  trois  autres  points  ou  ce  meme  cercle  est 
coupe  par  (S)  et  par  (II)  est  un  nombre  constant  Les  surfaces 
(S')  sont  celles  qui  derwent  de  (S)  dans  les  differentes  trans- 
formations par  directions  recipi  agues  qui  admettent  le  meme 
plan  (El) 

On  pent  signaler  encore  d'autres  relations  gdometriques.  Si,  du 
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centre  P  de  la  sphere  qui  enveloppe  a  la  fois  (S)  ct  (S7)  on  abaisse 
une  perpendiculaire  PR  sur  le  plan  (II),  elle  coupe  le  ceicle  en  un 
point  Q  qui  decriL  une  siuface  normale  au  cercle,  comme  il  est 
aise  de  le  dementi  er.  En  effet,  la  tangente  en  Q  et  la  hgne  MM' 
coupant  l'a\e  SS'  en  un  meme  point  H,  on  a,  en  verlu  cl'une  pro- 
position*de  Geometric  elementaire, 

,t5cs*  MGS          I\TC5; 

tang-—  -  =  tang-  -  tang  - 


ou,  en  tenant  compte  de  la  forniule  donne"e  plus  haul, 


QCS       t  //cHr-i          MGS 
tang- —  =  I  /  -= tang 


le  rapport  anharmomque  des  points  Q,  M,  S,  S'  etant  constant 
en  vertu  de  cette  equation,  la  surface  deciile  par  le  point  Q  est 
bien  normale  au  cercle  et  elle  correspond  a  (5)  avec  conserva- 
tion des  hgnes  de  conrbure  On  a  d'aillenrs 


=  MQ  x  MQ'  =  PR2  -  RQ2 


ou}  en  remarquant  que  MP,  PR  sont  lie's  par  liquation  (i  i), 


on  obtiendra  done  la  surface  lieu  du  point  Q,  en  rdduisanl  dans  le 
rapport  de  y/i  —  k-  a  i  les  ordonnees  perpendiculaires  au  plan  (II) 
de  la  surface  lieu  du  point  P.  De  la  le  the"oreme  suivant  . 

Si  Von  consider  e  toutes  les  spheres  (U)  dont  les  centi  es  de- 
cnvent  une  surface  (S)  et  qui  coupent  un  plan  (II)  sous  mi 

angle  constant,  de  cosmus  egal  a  j,  elles  enveloppent  une  sui  - 
face  a  deux  nappes  (S),  (S')  dont  les  hgnes  de  courbure  coi  res- 
pondent point  pai  point  a  celles  de  la  surf  ace  (S;)  obtenue  en 
reduisant,  dans  le  i  appoi  t  de  \Ji-~k*  a  i,  les  oj  donnees  de 
(S)  perpendiculaires  au  plan  (II). 

Si,  par  e^emple,  la  surface  (S)  est  du  second  degie1,  ce  theoreme 
permettra  de  determiner  immediatement  les  hgnes  de  courbure 
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des  dexix.  nappes  (2),  (2'),  elles  correspondront,  en  eflet,  aiiK  lignes 
de  courJoLire  de  la  surface  (S')  qni  sera  ici  du  secoad  degre. 

174.  Nous  aliens  mamtenant  cherchei  ce  que  devienneat  lea 
formulas  relatives  a  la  transformation  pai  rayons  vecteurs  leci- 
piocjues,  quand  on  emploie  le  systeme  de  coordonnees  (a,  [j,  £) 

Solent 

-  =  -=--          k~ 

so        y        z  ~ 


les  fornrtiles  de  la  transformation   Au  plan 
(12)  wX-t- pY-t- «>Z -t-/7  =  o 

correspondra  la  sphere 

use  •+-  vy  •+-  w  z  •+•  y-,  ( %  -  -4-  j2  -f-  z- )  =  o 

n.~ 

Clierclions  IMqnation  tangentielle  de  cette  spheie,  c'est-a-cljie 
la  condition  pour  que  le  plan 

u'  so  -+-  v'y  -i-  w' z  -\-  p'  =  o 

lui    soit     tangent;  1'application  des  methodes   elementanes   nous 
conduit  a   3 'Equation  cherchee 

-+-  uu'  -+•  vv'  -+-  ww'  ±  \/u--+-  p--t-  w-  \/u'2-\-  v'--\-  w'-  =  o 


Introduisons  les  cooidonnees  ^,  a,  (3  a  la  place  de  u,  v,  w,  p  et 
£',  a',  P'  a  la  place  de  u1  ',  P',  w1,  p'.  L'dquation  pr^cedente  prendia 
la  forme 


En    prenant   successivement  le  signe   -+-  et  le  signe  —  ,  nous 
aurons  les  deux  Equations 

(13)  ^=_/l2(a-a')^-p'), 

(14)  «'=-^(P-«')(«-P"), 

qiu  realisent,  en  quelque  sorte,  le  dedoublement  de  1'mversion 
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Ges  formules  se  rameneut  1'une  a  1'duUe  quand  on  echange  a  el  (3  , 
ol  cet  echange  nc  modifie  en  nen  1'equation  d'un  plan  dans  In 
sysleme  (a,  (B,  £),  nous  pourrons  done  nous  borner  a  con- 
siderer  une  seulc  des  deux  equations.  Nous  choisirons  la  lor- 
mule  (i3) 

Quand  le  plan  dcfmi  par  liquation  (12)  enveloppe  une  surface 
('S),  £  est  une  fonction  donnee  de  v  etde  [3,  et  la  sphere  definie  par 
1'equation  (i3)  en  0',  (3',  !•'  enveloppe  la  surface  (SO  coirespondanle 
a  (S)  Poui  avon  le  point  ou  plutot  le  plan  de  contact  de  cclie 
sphere  aArec  son  enveloppe,  tl  faut  apphquer  les  prmcipes  generanx 
de  la  theone  des  enveloppes  et  jomdre  a  1'equation  (i3)  ses  deu\ 
denvees  pcii  rappoit  a  a  et  a  [3,  £  e"tant  consideree  comme  une 
fonction  de  a  et  de  (3  En  appelant/?  et  q  les  derivees  piemieres 
de  £,  on  trouve  amsi  le  systeme 


qui  determine  a',  (3',  £'  en  fonction  de  a  et  de  (B 

Si  Ton  diflferentie  mamLcnant  la  premiere  equation  (i5;,    en 
tenant  compte  des  deux  autres,  on  trouve 

£  <%  =  AS(P  —  p")  rfa'  -f-  /.Ha  —  a')  rfp' 

On  aaia  done,  en  d^signant  par  /?',  ^  les  derivees  de  ^  pai 
rappoit  a  a',  [3', 

(  5/j'  =  7,5(6—  S'), 


Les  foimules  (i5),  (16)  defimssent  toutes  les  iclations  enlre  les 
elements  correspondants  des  deux  surfaces  Elles  fonrmssent  le 
tableau  suwanl  : 


?    __        c 

7-  ~  ~  > : 

(,7)  a'  =  a-^'     ?'  =  7'      7=-|j 

j- 
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cTou  1  °n  dedmt,  par  un  calcul  facile, 

dp'  da.'  —  dcj'  d$  =—  —  (  dp  fh  —  drj  d$  I 

CetLe  equaLioa  etablit  de  nouveau  que  Tinversion  conserve  les 

h  ernes  de  courbuie 
o 

II  importe  d'ctabln  neltement  ce  qui  distingue,  au  point  de  vue 
geome'trique,  les  forimiles  (i3)  el  (i4)  Quand  on  echange  a  el  fi 
1'equation  du  plan  tangent  ne  change  pas  el,  par  consequent;  on  a 
toujouis  la  me"me  surface,  mais  le  sens  positif  de  chaque  normale 
esl  evidemmcnt  change  Ccla  rcsnlte  cles  expiessions 


des  cosinus  direcleuis  de  la  noimale  Par  consequent,  les  foi  mules 
(i3)  on  (i4)i  ciul  se  dddiusenL  Tune  de  Fautrc  pai  1'echange  de  a 
et  de  [3,  font  bien  correspondre  a  nne  suiface  (S)  la  raeme  siuface 
(S7),  mais  a  tin  sens  determine  d'une  normale  A  la  surface  (5) 
conespondionl  des  sens  opposes  de  la  normale  a  la  surface  (S') 
s  in  van  I  qu'on  adoptera  la  formulc  (i3)  on  (i4)  Pour  caracteriscr 
au  point  de  vue  ge'omc'trique  chacune  de  ces  foi  mules,  il  sufflia 
done  de  donner  la  relation  entrc  les  sens  positifs  des  deux  nor- 
males,  qui  correspond  par  exemple  a  la  for  mule  (i3)  Pom  cela 
considerons  deux  surfaces  homolognes  (S),  (S'),  et  deux  points 
correspondants  M,  MA,  sur  ces  deux  suifaces  A  nn  point  de  (S) 
decuvant  une  conrbe  infimmenl  petite  autour  de  M  dans  un  sens 
determine*  correspondra  un  point  de  (S')  touinant  egalement  dans 
un  sens  determine  autour  de  M',  attnbuons  aux  deux  normales  un 
sens  tel  que  les  deux  courbes  paraissent  etre  parcourues  en  sens 
contraire  autoui  de  leurs  normales  respectives,  on  ama  amsi  la 
correspondance  entre  le  sens  des  normales,  defrnie  pai  la  formule 
(i3)  et  par  cellcs  que  nous  en  avons  d^dmtes 

Pour  le  demontrer,  il  suffit  de  consider  er  la  sphere  (S)  de 
rayon  R  ayanl  pour  centre  1'  engine  des  cooidonnees  et  dont  1'e- 
quatroii  est 


Les  formules  (17)  nous  donnent  poui  la  sphere  correspondante 

p' =  a,          «' =  P,          £'  =—  7r(a'  ~~  P) 
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Les  deux  premieres  forinules  montrent  que  le  seas  positif  de  la 
normale  se  trouve  change  etlapi oposition  precedente  se  ve"rifie  dans 
ce  cas  pailiculier  Cela  suffit,  car,  sil'on  defoime  progressivement 
la  sphere  (S)  de  mamere  a  I'amener  a  comcider  avec  une  suiface 
quelconque  (S),  la  proposition  ^tabhe  pour  la  sphere  (S)  doiL  oe- 
cessairement  se  conserver,  en  vertu  de  la  conlmuile,  pour  la 
surface  5 
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LIVRE  III. 

LES  SURFACES  MINIMA 

CHAPITRE  I. 

R  t  S  U  M  £      HISTORIQTJE 

L'equation  au\  denvdes  paiLielles  clc  Lagrange  —  Memoue  de  Meusmei  sur  la 
couibuie  de*  suifaces  —  Piermeres  lechciches  dc  Monge  —  MeLhode  ngou- 
icuse  de  Lcgendie  —  Deleiimnalion  de  quelques  suifaces  minima  nouvelles, 
par  M  bcheiK.  —  La  siufacc  minima  i6gl£e,  le  theoieme  de  M  Calalan  — 
Rechciches  geneiales  sui  la  Lhdone  par  MM  0  BonneL,  Catalan  ct  Bjoihng 

17o.  Avant  de  contmuer  1'exposition  des  tlieoues  generales, 
notis  aliens  faire  une  application  etendue  des  metliodes  et  des  re- 
sultats  developpds  dans  les  deux  Livres  precedents.  Nous  avons 
choisi  les  surfaces  minima  dont  I'dtude  presente  un  mteiet  veri- 
tablement  exceptionnel,  car  elle  louche  a  la  fois  au  Calcul  des  va- 
nations,  a  la  Physique  malhe'malique  et  a  la  Theone  moderne  des 
fonctions 

Dans  le  celebie  Memoire  mtitul6  Essai  d'une  nouvelle  mt- 
thode  pour  deiei  minei  les  maxima  et  les  minima  des  fonnule^ 
m tegi  ales  mdefiiiies,  qui  est  msere  dansle  t  [I  des  Miscellanea 
Taitrinensia,  ann^es  1^60-61  ('),  etqui  contientles  puncipes  de 
!>on  Calcul  des  va?  lations,  Lagrange,  apres  avoir  generalise  les  re- 
sultats  obtenus  par  Euler  lelativement  aux  integrales  simples,  se 
piopose  de  montier,  dans  1'Appendice  I,  que  sa  mdthode  s'apphque 
aussi  aux  integrales  doubles,  et  il  choisit  comme  exemple  celle 
qni  expnme  1'aire  d'une  portion  de  siuface  rapport(5e  a  des  coor- 
donnees  rectangalaires 

J'f  dx  dy  /i  +  p-  -+-  q2 
(')    Von  aussi  QEuvies  de  Lagiange,  t   I,  p.  335 
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II  trome  amsi  que  la  surface  minima  passant  par  un  contour 
donne  doit  satisfane  a  1'equalion 


«  Le  probleme  se  reduit  done,  dit-il,  a  chercher  p  et  q  par  ces 
conditions  que 

,  ,  p  cly  —  q  d-v 

pdi-^iidy    et     J     J        '  _ 

J  -L         J  /  »  > 

\J\  +  />--!-  q- 
"lOient  des  clifferentielles  exactes 

»  II  est  d'aboid  clan  qu'on  salisfera  a  ces  conditions,  en  faisant 
p  et  q  constantes,  ce  rjm  donneia  un  plan  quelconquc  pour  la  sm- 
lace  chcichue,  mais  ce  ne  sera  la  qu'un  cas  parLiculier,  car  la 
solution  neneiale  doit  etie  telle  que  le  peiimetie  de  la  surface 
puisse  etie  choisi  a  volonte  « 

Lagiange  se  contente  des  remarques  precedentes,  car  le  but 
unique  de  son  admirable  Memone  etaitla  formation  des  equations 
diflerenhelles  anxquelles  donent  salisfaire  les  courbes  et  les  sur- 
faces qiu  donnent  la  solution  des  problemes  poses,  etil  termine 
1'Appendice  consacie  aux  integrates  doubles  en  donnantFequation 
auv  denvees  partielles  de  la  suiface  clout  1'aiie  est  minimum  parmi 
cclles  crui  circonscrivent  des  sohdes  eaaux 

L  o 

La  theone  si  simple  et  si  feconcle  que  Lagiange  avait  substitute 
auK  methodes  d'Eulerne  fut  pas  immediatement  acceptee  par  tons 
les  g^ometres  En  1  767,  Borda  fit  impnmei,  dans  les  Memoir  es  de 
r  Academic  des  Sciences,  un  travail  intitule"  Eclan  cissement 
sur  les  methodes  de  trouvei  les  cow  bes  quijomssent  de  quelque 
piopnete  de  maximum  ou  de  minimum,  et  il  crut  faire  une 
oeuvie  utile  en  denionlrant  par  une  voie  nouvelle,  et  sans  rien  lui 
ajouter,  le  lesultat  de  Lagiange 

176  C'est  dans  un  beau  Memoire  de  Meusmer  (')  qu'est  com- 
mencee,  et  de  la  maniere  la  plus  heureuse,  1'etude  de  1'equation 


(')  Memone  sw  la  cow  bin  e  des  su  if  aces  par  M  fttcusNtcn,  Lieutenant  ea 
premiei,  surnumeraue  au  coips  lojal  du  Gen.e,  Conespondant  de  1'Academie,  la 
les  ,4  et  2[  i^ner  i77G  (Memoues  des  Savants  et,  angers,  t  X,  p  kll,  1786) 
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aux.  denvees  partielles  deLagrangc  Ce  U avail  conLienL  une  tlieone 
nouvelle  cle  la  courbure  qui,  a  tons  egards,  aurait  meiite  d'etre 
conservee  a  cote"  de  celle  d'Eulei  ,  Meusmei,  apres  avoir  lappele 
qu'Euler  avail  publie  en  1761,  dans  le  Recueil  de  1'Academie  de 
Berlin,  le  Memoire  qui  conLient  les  propositions  devenues  clas- 
siques  sui  la  courbure  des  sections  uormales  faites  en  un  point 
donne  d'ime  suilace,  ajoute  que  «  1'on  pent  piesenter  ia  question 
sous  mi  autre  point  de  vue  en  la  faisant  dependre  d'une  propiiete 
interessante,  s avoir  qu'il  existe  une  generation  qui  convient  a  tout 
element  de  surface  » . 

La  generation  dont  ^^eut  parler  Meusnier,  ct  qu'il  developpe  avec 
piecision  dans  le  cours  de  son  travail,  est  la  suivante  on  peut,  en 
negligeantseulement  les  muniment  peli  ts  du  troisieme  orche,  consi- 
deier  tout  element  de  surface  dans  le  \oismage  d'un  point  donne, 
comme  engendru  par  la  rotation  infiniment  petite  d'un  petit  aic 
de  cercle  autour  d'un  axe  situe"  dans  son  plan  et  parallele  an  plan 
tangent  de  cet  element  II  nous  est  aise,  aujourd'hui,  de  letiouver 
le^  propositions  de  Meusnier  et  de  nous  rendre  compte  cle  sa  me- 
thode  Si,  en  effet,  on  consideie  (Jig  18)  un  point  quelconque  M 
dc  la  surface  et  les  centres  de  courbure  prmcipaux.  C,  C'  relalifs 
a  ce  point,  toute  surface  aura  en  M  un  contact  du  second  ordie 
avec  la  proposee  si  elle  admet  en  M  les  memes  directions  prmci- 
pales  Ma?,  Mji',  et  si,  de  plus,  elle  a  les  memes  centres  puncipaux 
correspondants  aux  deux  directions  puncipales  Si  clone  on  veut 
obtenir  un  tore  ayanl  un  contact  du  second  oidre  avec  la  sphere 
donn<5e,  ce  tore  devra  admettre  comme  ceicle  gdneraleur,  soit  le 
cercle  principal  de  centre  G  et  de  rayon  CM  client  dans  le  plan  CMz, 
soit  le  cercle  de  centre  G'  et  de  rayon  C'M  decrit  dans  le  plan 
G'Mj  De  plus,  si  Ton  considere,  par  exemple,  le  pienuci  cercle  1 

ddcnt  clans  le  plan  CM.£,  le  second  centre  cle  courbure  principal  i, 

devra  se  trouver  sur  l'a.ve  du  tore.  Cet  ax.e  sera  clone  a^sujetti  a  \ 

la  double  condition  de  passer  par  le  point  C'  et  de  se  trouver  dans 
le  plan  CM x  En  raisonnant  de  meme  pour  le  second  centie  de  , 

courbure,  on  reconnatt  qu'il )  aura  deux  seues  de  tores  osculateuis  : 

en  M,  tons  les  tores  d'une  meme  serie  auront  un  memo  ceicle  ge- 
ne"rateur,  decrit  dans  Tun  des  plans  prmcipaux  ayant  pour  centre 
le  centie  de  courbure  relatif  a  ce  plan,  leurs  axes,  tons  neces-  | 

sairement  situ^s   dans  ce   plan,   passeiont  par  1'autre  centre  de  1 


2-0  L1VRE    lit     —   CHAP      I 

courbuie  Le  mode  de  geneidtion  considers  par  Meusnier  revienl 
asubstituer  a  la  surface  dans  le  voisinage  du  point  M  le  lore  oscu- 
lateur  paiticuJier  dont  1'axe  est  parallels  an  plan  tangent,  les  axes 
des  deux  tores  qu'il  obtient  amsi  sont  les  droites  D  et  A  quc 
M  Mannheim  a  letrouvees  et  introdiutes  recemment  a^ec  succes 
dans  la  theoiie  de  la  combine  des  suifaces  On  s'evphque  aussi, 
pai  les  remaiques  precedenles,  comment  Metisnier,  en  partant 
d'un  point  de  MIC  tout  a  fait  different  de  celui  d'Euler,  est  con- 
duit neanmoms  a  considerer  les  memes  elements  ge'ometnqiies 


Coin  me  application  de  sa  methods  g6n<h  ale,  Meusnier  determine 
d'une  mamere  ties  e\acle  la  surface  dont  tons  les  points  sont  des 
ombilics  et  il  clierche  a  etablir  par  la  Geomdtrie  1'equation  aux  de- 
nvees  parlielles  des  surfaces  minima  Par  des  laisonnements,  qm 
sont  a  la  vente  pen  satisfaisants,  il  est  conduit  &  cette  condition 
que  la  somme  cles  layons  de  conrbure  principaux  doit  etre  iiulle  en 
chaque  point  de  la  surface  C'est  done  dans  le  Me"  mo  ire  de  Mens- 
nier  qu'cippaiait  pom  la  pieimere  fois  J'mteipretation  geom^triquc 
de  1'equation  de  Lagrang-e 

Pour  trouvei  des  surfaces  satisfaisant  a  cetle  equation 

(0  (i  -+-q-}  i  —  2/?#s-i-(i-}-Jp2'u  =  o, 


Meusnier   remaique   que,    d'apres  un    resullal    d6ja   donne   par 
Monge,  Tequation 


q^7  —  ipqs 
celle  des  surfaces  engendrees  par  une  dioite  parallele  au  plan 


RTSUME 
es  zj     En  I'adjoignant  a  1'equation  (i),  ce  qiu  clonne 


n  aura,  s'll  en  existc,  les  sin  faces  minima  engendiees  par  nne 
toite  parallele  a  un  plan  L'mlegialion  simultanee  des  equa- 
on^  (2)  et  (3)  conduit  amsi  1'auteiu  a  1'liehcoide  gauclie  a 
Ian  duecteur 

Enfin  Meusniei  deieinnne  la  smface  minima  de  i  evolution,  et 
demon  Lie  qu'elle  esL  engendre'e  pai  la  lolalion  d'une  chainette 
LiLoui  de  sa  base  On  voit  que  son  Li  avail  a  fait  connaitre,  en 
leme  lemps  que  I'mlerpre'taLion  gdomelnque  de  1'equalion  de 
.agrange,  deux  surfaces  minima  qui  sont,  anjourd'liui  encoie, 
LI  nombie  des  plus  intcressantes  et  des  plus  simples  La  methocle 
«n  laquelle  esl  oblenu  1'helicoide  est  feconde  et  a  cte  souvent 
pphquee  a  la  lecherche  de  solutions  parlicuheres  des  equations 
LI\  denvees  partielles 

177  C'est  dans  son  Memoue  sur  le  calcul  mtegi  al  des  equa- 
ons  aux  differences  pai  tielles  (Memoii  es  de  V  Academic  Roy  ale 
es  Sciences  pour  1784,  p  1  18)  que  Monge  s'est  occnpe  pour  la 
remierefois  des  surfaces  minima  et  de  Tmtegiation  de  1'equation 
i\  denvees  pai  tielles  de  Lagrange  Monge  commence  par  m- 
•gier  exactement  Tequation  diff^rentielle  des  caiacteiistiques,  ce 
in  est  le  pomtessentielj  mais  ilcommet  ensuite  quelques  eneuis 
siaisonnement  qui  le  conduisenta  presenter  la  solution  sous  une 
it  me  inacceptable  ,  car  les  coordonnees  rcctangulanes  a?,  j'  ,  z 
>nt  expnmees  en  fonclion  de  deux  parametres  «,  a'  par  des  qua- 
atures  dc  la  forme 


i  M,  N  sont  des  fonclions  de  a  et  de  a'  ne  satisfaisant  pas  a  la 
>ndition  d'mtegrabilite". 

Les  erreurs  commises  par  Monge  pouvaient  etre  facilenient 
iriig^es  et,  en  efTet,  dans  un  beau  Memoue  sui  I'integi  atwn 
?  quelques  equations  aux  denvees  partielles  (Jlfemoues  de 
Academic  des  Sciences,  1787^  809),  Legendre,  apres  avoir 
°nale  les  objections  que  Fon  doit  adiesser  a  la  methode 
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primitive  de  Monge,  ajoute  ces  quelques  mots  Depius  «  ses 
recherches  1'ont  conduit  a  la  viaie  mlegrale  qu'il  a  bien  voulu  me 
communiquei  avec  le  piocede  qu'il  avait  SHIM,  mais  ce  piocede 
tenant  a  quelques  pimcipes  metaphysiques  dont  les  gcometies  ne 
conviennent  pas  encore,  j'ai  e"te  cuneux  de  cherchei  la  meme 
mlegrale  park  voie  oidmaue,  et  j'j  ai  ete  engage  par  M  Mongc  lui- 
meme  On  vena  que  j'y  suis  paivenu  fort  simplement  par  un  chan- 
genient  de  variables  qui  pent  etre  utile  dans  d'autres  occasions  et 
que  j'appliquerai  nieme  a  des  equations  plus  geneiales  » 

Les  «  pimcipes  metapliysiques  »  dont  il  est  question  dans  ce 
passage  sont  sans  doute  les  idecs  de  Monge  sur  la  generation  des 
surfaces  pai  la  methode  des  enveloppes,  idees  qu'il  a  dcseloppees 
d'une  mameie  sjstematique  dans  I1  Application  de  V  Analyse,  a 
la  Geornetne  Nous  avons  peine  aujouid'luu  a  les  comprendre, 
smon  dans  leur  espnt,  au  moms  dans  leur  enchamement  et  dans 
leurs  details  II  ne  faut  done  pas  s'elonner  quo  le  procedo  nouveau 
de  Mouge,  qui  coincide  saus  doute  avec  celui  qu'il  a  fait  con- 
naitie  plus  tarcl  dans  son  Ouvrage,  ait  clonn^  naissaoce  a  de 
serieuses  objections  (') 

178    La  niethode  de  Legendre  est  elegante   et  iirepiocbable 
Elle  consiste  a  remplacer  les  variables  x:  j  ,  z  par  p,  q  et 


en  consideiant  v  comme  unc  fonction  de  p  etde  q,  ce  qui  icvient, 
suivant  une  remarque  de  M  Cliasles,  a  sub^tituer  a  la  suiface  ^a 
polaire  rccipioque  par  rapport  a  un  paraboloide 

Legendie  efiTeclue  la  tiansformation  de  variables  d'une  mamcie 
tres  elegante   II  substitue  aux  deux  expiessions  dc  Lagiange 

,  ,         q  di  —  p  dy 

pdx-^-qdy,     -\  J  , 


(')  Si  nous  nous  icpoitoQs  a  une  indication  donnee  en  iS3a  pai  Poisson  dans 
une  Note  tres  comte  que  nous  citons  plus  loin  [p  276],  ces  objections  auiaicut 
Lte  toxmulees  pai  Laplace  et  auiaient  donue  naissance  a  de  Jongues  discussions 
cntre  les  deu\  grands  g^ometres 


RESUME    HISTORIQUE  278 

i  doivent  etre  des  differentielles  exactes,  les  suivantes 

x  dp  -r-y  dq  —  dv, 

P 


.         •/      i     / —        , 
h</V  \Vi-t-q2 

G  t   tout  se  rediut  a  ecnre  que  1'expression 

I  i>v       /  q  \        dv     ,  /  p 

/  (>P      \\/i-\-p--^-q-J        ^(1       \'v'\-Jr-p- 

-s 

est    une  difFeientielle  exacte    On  a  ainsi  1'equatjon  lincaire 
,    f)2v  rf2P  ,    fPv 


jointe  aux  suivanles, 


y  dv  <Jv 

-r>  T  >         ^  —  P  --r  -^  fl  ^  -- 

dp  dq  l    Op        J  dq 


suff  3t  a  deLerimner  complctemenL  la  surface 

L'equalion  (4)  est  de  cellcs  qu'il  est  possible  tTjntcgrei  [>ar 
1*  application  des  mcthodes  regulieies,  on  pent  oblcmrles  cquahODi 
en  teiracs  finis  des  caiacteiisliques  cLapphquer  cnsuiLe  la  melhode 
de  Laplace  Mais  Legendie  abrege  beaucoup  les  calculs  eu  f<n- 
naarat  1'equation 


. 

h(t  -l-rt^  )  -—  -(-  zp~  --  h 
^         *    '  L 


,  --  -—  --          ~ 

Op-          *  *  dpdq        ^         *    '  dq-          L   dp 

a  3a.C£iiellc  satisfont  x,  y:  z  consideiees  comme  fonctions  de  p  ct 
de  cf  ;  on  pourralue  I'evposition  complete  cle  ceUc  methode  dan^, 
le  grand  Traite  de  Calcul  dijjei  entiel  et  integral  de  Lacioix, 
(  ae  edition,  t  II,  p.  626) 

Noub  devons  remarquer  qne  Legendre,  apres  avou  donne  les 
forxiiules  dont  il  devait  la  connaissance  a  Mongc,  fait  connaitie 
cle  nouvelles  foimules  entierement  debarrassees  de  tout  sirrne  cl'in- 
togz-ation,  etqiu  auraient  pu  servn  de  base  a.  une  elude  fructueuse 
des  sui  faces  minima. 

1*79    La  methode  d'mte'gration  clonnee  par  Monge  dans  V  Ap- 
plication de  I'  Analyse  a  la  Geometric  n'est  pas  la  scale  que 
D  —  F  18 
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nous  lin  devious,  le  Tiaite  de  Lacroix:  en  conlient  line  aulie  qin 
lepose  sui  une  idee  lies  inge"nieuse  et  Ires  feconde  elle  consists 
a  tiansfomier  une  equation  aim  denvees  pailielles  en  consideianl 
les  tiuis  cooidonnees  x,  y,  z  comme  des  fonctions  de  deux  paia- 
nielres  a  et  b  L'equation  des  surfaces  minima  prend  amsi  la 
foime 


(6) 


dx  da, 


+ 


Oa  db       Oa  db       Ja  i'6/\     dadb  Oadb          datlb 

dz  V~|/\  tf~r  ,rd3)' 

T            X  T^    -r-  Y  -^ 

06  /      \      t'rt-  t>aj 


X,  1 ,  Z  etant  les  cosmus  dnrcleurs  de  la  noimale  dclermmes  pai 
les  equations 


dc  0)  1)5 

\-. r-  \  -r-   —  Z  =  0, 

Oa          da          oa 
dr  dy  dz 

-\  T/-    -+-    1   -7    -+-  Z  — r    =  0  , 
(Jt)  L/6  (JO 


el  Mouge  lemaique  qu'on  peut  y  satishnre  en  pienanl 


(81 


^/   '  \ob    ^(M  >  -Oi 


/  f.  )  _  —        J      .  —  __  _.  ,, 

Oadb  ~~    "' 


ce  qui  clonne 


^  =   Ag  -+-  63, 


A,,  Ai,  A,  etant  des  fonctions  de  a  et  B,,  Bi,  B3  des  fonclions 
de  &,  assujetties  a  verifier  les  conditions 

j  rfA2-f-flJ 


Mai  ill  est  clair  que  celte  methode  si  elegante  est  encore  sujelle 
deh  objections,  cai,  sil'on  prend  pour  a  et  b  les  parametres  des 
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hones  cle  longueur  nulle,  1'equalion  (6)  clonnc  simplemeul 


+Y. 


<)a  Ob          da  ob          da  db 
ct  non  les  tiois  equations  (9) 

180  La  mcthode  cle  Legcndre  ct  celle  d'Ampere  donnee  en 
1 8^0  clans  le  XVIir-  Cahiet  &VL  Journal  de  lf  E  cole  Pol  v  technique 
ont  etc  pendant  longtemps  les  seules  conduisant  sans  objection 
possible  A  1'inlegrcilc  dont  la  decouverte  conslitue  un  des  plus 
beaux  titles  de  Monge  a  notre  admiration 

Si  on  Lnsse  de  cote  certamcs  suifaces  imaginaires  liouvccb  par 
Poissou  (h,  on  n'a  connu,  dcpius  1776  jusqu'cn  i83o,  quc  le^ 
deux  surfaces  minima  obtenues  en  premier  lieu  par  Mcnsnicr 
Pendant  longtemps  on  n'a  fait  aucun  usage  dc  I'mtegralc  dc 
Mongc  et,  dans  un  aiticle  de  deux  pages  qui  n'etait  pas  de  nature 
a  enconrager  les  geometies  (-),  Poisson  declarait  en  iS3a  cjtie 
<c  malheiueusement  onne  saurait  luer  aucun  parti  de  cctte  mtcgralc 
qui  se  trouve  compbquec  de  quanlites  imaginaues  et  cxpnmee 
pai  le  s>steme  de  tiois  equations  entie  deux  variables  auxilianes 
ct  les  coordonnc'es  com  antes  de  la  sin  face  » 

Deuxans  apres,  eu  iSS^,  paraissait  dans  le  Journal  de  Ci  elle 
nn  tia\ail  de  M  Seheik(3J  qui  ajoulait  des  resultats  importants  A 
la  theoiie  des  suifaces  minima  et  contenaitles  premiers  cxemplcs 
de  surfaces  minima  deduites  de  1'mtegiale  cle  Mongc  ct  dc  Le- 
gcndre 

L'autcur  lentie  d'aboid  dans  la  voie  ouvcrle  par  Meusnicr,  il 
decompose  l'ec[iiation  aux.  derivees  partielles  de  Lagrange  en 
deux  auties  cjui  auront  des  solutions  communes  C'est  ainsi  cju'en 


(')  Poibsov,  Remai ques  sur  line  classe  pai  ticuhci e  cVequations  aux  cliffs- 
i  ejices  paitielles  a  tiois  variables  (Cat  i  espojidance  de  I'Ecole  Poly  technique, 

t         II;      ]3         f\lQ,      l8l3) 

(*)  POISSOIN,  Note  sw  la  siuface  dont  I'au e  est  un  minimum  ent/e  des  h- 
rmtes  donnees  (Journal  de  Cielle,  I  VIII,  p  36 1;  iS3a) 

(3)  H  -F  SCIICRK,  Jjemei Kungen  ubei  die  Idemste  Flache  innei halb  gegebenei 
Gr enzen  (Journal  de  Civile,  I  XIII",  p  rS5)  Ce  tiavail  cst  la  siule  eL  le  com- 
plement d  un  Memone  iouiomn<i  pai  la  Societe  des  Sciences  de  Leipzig  et  insure" 
dans  le  tome  IV  des  AUa  Societ  Jablonoviance,  p  204-280 
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supposant 

*  =  0, 

il  est  conduit  a  la  suiface  clcfime  par  I'equation 


s     '  cos  ay 

En  pienant  les  coordonnees  semi-polaircs  r,   p,  0  eL  en   sup- 
posant 

d?M  =  °' 

il  obtient  tons  les  hebcoides  qui  sont  des  surfaces  minima,    iK 
sont  detei  mines  pai  1'equation 


(12)     z  =  b  log[v/p-H-  «2  -+-  i/p2 — i2]  -+-«  aictang 


v  P-- 


a  \/p- —  i- 


oil  «,  i,  c  sont  Lrois  constantes  qnclconques  ('y),  el  ils  com- 
prennenl  ccfmme  cas  parliculiers  a  la  fois  1'alysseide  et  1'helicoide 
apian  dnectem,  qui  conespondent  respecli\emer)Lau\lnpolliese>5  ' 

a  =  o  et  b=o    L:autenr  monlre  quelles  valeurs  on  de\ia  attn-  f 

buei  au\  fonctions  arbi trail es  qui  eiiLieut  dans  les  foi mules  do  ; 

Monge  pom  retiouver  les  surfaces  prececlenles     Maib   de  plus,  [ 

et  c'est  la  1'un  des  pimcipaux  mentes  de  son  travail,  il  dccluit  pai  } 

Pumque  emploi  de  ces  formules  des  surfaces  nouvelles,  assez 
compliquees  mais  leelles  A  la  fin  de  son  e*tude,  il  se  propose, 
mais  sans  y  reussir  completement,  de  determiner  toutes  les  suifaces 
minima  engendrees  pai  le  mouvement  d'une  ligne  dioiLe  Cette 
question,  dont  nous  avons  deja  donne*  une  solution  (n°  11),  a  ete 
icsolue  pom  la  premieie  fois  par  M.  Catalan  (-)  qui  a  pro  in  e  que 


(')  En  apphquant  les  mLthodes  clu  n°  73  a  ces  hdhcoides  on  tlou^e  que  leur 
(.kment  Imeaito  a  pour  expicssion 

rfA2  =  du*  -+-  (  u?  •+•  a'  •+-  b* )  ^0= 

Tous  ceux  pour  lesquels  la  sorame  &3-H  b*  est  la  m6me  sont  clone  apphcables  les 
uns  sur  les  autres 

(2)  CAT\LVN,  Sw  les  surfaces  reglees  dont  I'aire  est  un  minimum  (Journal 
de  Liouville,  i"  suie,  t  VII,  p  208 ,  1842)  Voir  aussi  J -\  SCRRCT,  A'ote  tin- 
fa  surface  itgl  ee  don  les  rayons  de  courbure  pimcipaux  sont  egaux  et  di- 
i  iges  en  sens  contiaue  (Jouinal  de  Liouville,  t  XI3  p  fi 


RLSUME    IIISTORIQUE  277 

Ja  seule  surface  minima  reelle  engendie'e  par  le  mouvement  d'une 
ligne  droite  est  I'helicoide  apian  directeur  On  peat  la  rattachei 
d'ailleuis  a  line  proposition  plus  generale  obtenue  ulterieurement 
pai  MM  Belli  ami  et  Dim  (')  et  d'apres  laquelle  les  seules  sur- 
faces reglees  pour  lesqnelles  il  cxiste  une  relation  entre  les  deux 
rayons  dc  courbure  sont  cles  hehcoides 

181  Nous  laisseions  de  cote  diffeicntcs  lecherclies  que  nous 
auions  I'occasion  de  signaler  an  cours  de  cette  etude  et  nous 
passerons  mimediatemenl  a  une  conrte  Note  de  M  0  Bonnet 
inseiee  en  i853  dans  les  Comptes  i  endus  (2)  ct  qui  conlient  des 
re'sultats  de  la  plus  haute  importance  pour  la  theoiie  des  suifaccs 
minima  L'emment  gdomelre  y  indique  un  systeme  nouveau  dc 
formules  relatives  a  la  theoiie  generale  des  surfaces  On  pent  ca- 
ractenser  la  melhode  de  M  0  Bonnet  et  en  mime  temps  xendre 
compte  des  avantages  qu'elle  presente,  en  remai quant  que  les 
variables  employees  pour  la  representation  analytique  de  la  sur- 
face constituent  un  systeme  de  coordonnees  tangentielles  Or  les 
dcveloppements  donnes  dans  le  Livre  piecedent  nous  montrent 
que,  si  les  cooidonne'es  tangentielles  jouent  le  meme  idle  que  les 
2oordonnces  poncluelles  dans  la  theone  des  systemes  conjugues 
3t  cles  lignes  asymptotiques,  elles  donnent  naissance  a  cles  calculs 
3t  a  des  propositions  plus  simples  dans  1'^tude  des  questions 
^elatives  aux  lignes  de  courbure  Les  variables  choisies  ))ar 
\\..  Bonnet  sont  les  suivantes  :  Ltant  donnas  une  siuface  (2)  et  un 

\         / 

joint  M  de  cette  surface,  le  plan  tangent  est  de"teimme  par  sa  le- 
>r6sentation  sphe"nque  m  sur  la  sphere  de  rayon  i  et  par  sa  dis- 
ance  au  centic  de  cette  sphere,  quant  au  point  m  de  la  spheie, 
1  est  d^tennind  par  sa  longitude  <p  et  sa  colatitude  9  L'ecjuation 
u  plan  tangent  s'^crit  alors 

3j  XsinO  coscp-f-  YsmO  smcp-hZ  cosO  -+-  o  =  o 


(')  BELTII  un,  Risoluzwne  di  un  problema  relative  alia  teoria  delle  super - 

^e  gobbe  (Annales  de  Tor  tolim,  t  VII,  p    io5,  i865) 

DINI  (U  ),  Sidle  superficie  gobbe  nelle  quali  uno  dei  due  raggi  di  cuiva- 

ra  principale  e  una  funzione  dell'  altro  (m6me  Volume,  p    ^o5) 

(  =  )   0   BONNETJ  Note  sur   la  theone  generale  des  surfaces  (Comptes  r endus, 

XXXVII,  p   =129,  i853j 
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mais  rauteui  Lransforme  celle  equation  on  mlrnduisanl  .'i  l.t   jil.u  «• 
Je  f)  et  de  a  les  variables  isothcrmes 


et  elle  prend  alors  la  forme 

(141  X  coso?  -i-  \  sini?-t-  Zi  snuj'  —  3 

Ce  ne  sont  pas,  on  le  voil,  les  van.ihlos  qur  nous  SIMMI-,  i  nn- 
sideiees  au  GLap  VIIcluLivie  pit'ccclcnl  ,  niais  Lisuilr  d<-s  c.ilruN 
ameue  le  savant  auteura  introduce  ces  enables,  Irrs  VOIMIM-S  df> 
precedentes,  an  moms  dans  cerLames  applications  On  pouriM 
consultei,  en  parliculicr,  le  Memoue  sin  l\>u\j>lot  c/V/>  nnttwnti 
ysteme  devanables  dans  I'etude  fJet  projn  u'it'\  c/f.v  MM  fin  f\ 
coiubes  msere  en  1860  dans  le  t  V  ('>K  s('-uc)  du  Juttinttl  tit- 
Liouville,  qui  conLiem  le  dcveloppcmcnl  eoinpld  d  s\sicm,iii(jtir 
de  la  methodc  de  M  BonnoL  cL  ]'on  Lrouvcia  a  la  j),^',-  i  «S,}  ,I0  (  ,. 
beau  ti  avail  1'eqnaUon  des  hgnes  dc  courburc  ranu-niV  A  l,i  form.- 
simple 

r  dj?—  td$*=o 

Les  reclierches  de  M.  BonneL,  avant  dT-irc  dovclopprcs  d,,ns  1,. 
Memoire  qne  nous  venons  de  cilcr,  onl  ('•!/•  .ndu,.,,-^  .I'u,,,. 
mamere  tres  nette  dans  la  NoLc  de  i853  cL  dan,  Lro.s  a.n,  c,  Nnl,  , 
mserdes  aux  Comptes  rendus  (')  Ellcs  out  rcalis,',  <„,  ,1(Mit  I, 
dire,  un  progres  decisif  dans  la  ikdonc  des  .urfarc,  mi 
Elles  ont  donne  1'equaLion  mldgiale  sous  une  fount-  .,,,i  a 
mis  dobtemr  toutes  les  surfaces  rdollcs  el  un  nnmbn-  d 
de  smfaces  algebnques,  eUcs  onl  fan  connatirc  sur.oi.L  un  Kr,,n,| 
nombre  depiopuetes  geoinetnqacs  communes  a  ionics  u-s  s,,rf,uu-s  - 
elles  ont  enfin  foarm  la  solution  complete  du  j^.hlr-n,,  sun.u,,' 
qui  eat  fondamental  .  Detenmner  la  s^facc  nununn  ,,„,„,„„ 


P   53=,  ,85  '    " 


RESUME    II1STOIUQUE  279 

pen  une  courbe  quclconquc  et  admettant  en  chaque  pouit  de 
cette  combe  un  plan  tangent  donne.  Nous  complelcions  d'ail- 
It-urs,  clans  notre  exposition,  ces  indications  rapides 

La  methode  de  M  O  Bonnet  est  dnecte  cL  indcpendante  de 
1  mtegrale  de  Monge  Dans  un  Lravail  ( ')  public  par  cxliaits  dans 
les  Comptes  i  endus  en  iS55,  M  Catalan  a  fait  connaitre  difTe- 
rentes  transformations  de  cetlemtegralc  et  de  1'equation  aim  den- 
•sees  paitielles,  cjui  1'ont  conduit,  en  particulier,  a  un  sysleme  de 
formules  entierement  dcbarrassees  d'imagmanes  11  a  aussimchque 
Je-j  mojens  d'obtenir  un  nombrc  illimite  de  surfaces  algcbnques. 

182  Dans  ces  dermers  temps,  M  Lie  a  appele  I'attcntioii  des 
geometrei-  sui  des  iccheichcs  qui,  malgie  1'inleret  qu'elles  pre- 
sentent,  etaient  lestees  ignorees  En  i844i  E  -G  Bjuihng,  pro- 
fesseur  a  1'Universitc  d  Up^al,  a  mscre  clans  les  Archives  dc 
Gi  itnei  t  (t  IV,  p  ppo)  un  Memoire  devingt-cmq  pages  inlitulu 
Jn  nitegt  atwnem  cequaiioms  de/  iv alarum  pai  Ualiatn  super- 
/iciei  cajus  in  p unc to  unoquoque  pi  incipales  ambo  radii  cm - 
vedmis  cequales  siinl  signoquc  conti  ario  Cc  travail  mcule  une 
analyse  detaillee  L'autenv  y  roprend  d'abord  la  methode  de 
Legendre,  mais,  en  choisissant  des  vanables  nouvelles,  il  est  con- 
duit a  1'equation 


qui  est  plus  simple  que  celle  de  Legendre  el  cju'il  nitegre  par  Tap- 
plication  rcguhere  de  la  methode  de  Laplace  II  oblicnt  cnsuite 
des  expressions  ties  simples  des  coorcloanees  x,  j  ,  z  en  fonction 
des  deux  vanables  a  et  [3,  et  de  deux,  fonctions  arbitranes  Pins  ii 
indique  comment  on  determine  ces  fonciions  arbitiaires  de  telle 
maiiieic  que  la  suiface  paisc  par  une  courbe  donnde  et  y  achnette 
en  chaque  point  un  plan  tangent  donne.  La  solution  de  ce  deimer 
piobleme,  que  Bjurlmg  a  eu  le  mente  de  posei  el  de  resoudre  le 


(M  Unc  rcclatLion  developpde  des  lerherches  cle  M    Catalan  a  paru  en  i85S 
le  X\\MP  Cahiei  clu  Join  nal  de  I'Ecole  Poly  technique  sous  le  lilie  sui\ant 
Menion e  &iu    les  sit/ faces  dont  les  i  ayons  de  combine  en  Uiaque  point  sonf 
egaujc  et  de  si^nes  cont/cu/es 
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premiei  sans  en  appreciei  peut-etre  loutel'importance,  estrameuec 
dans  son  Memoue  a  la  determination  d'une  fonction  donL  la 
dei nee  troisieme  est  connue 

Bjoiling  examine  ensuite  quelques  autres  problcmes  qu'onpeuL 
rattacliei  au  precedent,  par  excmple  le  suivant  Delei  miner  L<t 
sin  face  minima  qui  coupe  line  Mil  face  donnee  suivant  line 
com  be  telle  qa'en  chacim  de  ses points  p  et  q  soient  des  fonc- 
twnsdonnees  a  Vavance  de  x,y,  z 

Le  reste  du  Memoire  ne  contient  uen  de  uouveau 

183  Les  importantes  lecheiches  de  M  Weieistrass,  pubhees 
en  1866  ('),  reposent  sin  1'emploi  des  foi mules  de  Monge,  mises 
sous  une  foime  evtiemement  elegante,  el  qiu  parail  la  plus  com- 
mode dans  les  applications  M  Weierstrass  a  resolu,  le  premiei, 
plusiems  questions  essentielles  il  a,  en  parlicuher,  domic  Je 
moyen  de  liouvei  toutes  les  surfaces  minima  leelles  et  algt- 
hiiques  Ses  foimules  etablissent  de  la  manieie  la  plus  clane  Jo 
hen  qui  existe  enlie  la  theorie  des  fonctions  d'une  variable  ima- 
ginaue  et  cclle  des  surfaces  minima,  puisqu'elles  montrent  qu'a 
loute  foncLion  de  1'aignment  nnaginaire  correspond  une  surface 
minima  leelle  Mais,  comme  nous  ierons  connaitre  les  recherches 
de  cet  illustie  geometre  ainsi  que  les  prmcipaux  travaux  publics 
depuis  1867,  nous  arreteions  ici  cet  expose  bistorique  en  signalant 
toutelois  im  Memoire  de  M  Belli  ami  Sulle  piopneta  generali 
delle  supeificie  d' at  ea  minima,  ins6ie  en  1868  dans  le  I  VII 
des  Me  mo  u  es  de  VAcademie  des  Sciences  de  Bologne  (ae  sene) 
Ce  beau  travail,  sur  lequel  nous  auions  a  revemr,  contient  une 
Notice  lnstoiique  tres  etendue  qui  nous  a  permis,  du  moms  nous 
1'esperonSj  de  n'oublier  aucun  travail  important  publ)6  sur  notie 
sujet  avant  1860  On  consultera  aussi  avec  le  plus  grand  piofit  le 
Memoire  de  M  Schwarz  intitule  jtfiscellen  cms  dem  Gebiete  dei 
Ulimmalflachen,  insere  au  tome  LXXX  du  Jouinalde  Crelle 
(p  280,  1870) 


(')  WEIERSTRASS,  Ueber  die  Flachen  dei  en  mittleie  Kiummung  ubei  all  gleich 
Null  ist  (Monatsbei ichte  dei  Berlmei  Akademie,  pp  6:2,  855,  1866)  Uebci 
eine  besondeie  Gattung  von  Mmimaljlachen  (miimc  RLCLICI!,  p  5u,  1867) 
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CHAPITRE   II. 

LfS     SURFACES    MINIM  V.    EN    COOllDONNLES    PONCTUELLES 

Piemicre  condition  ft  laquelle  doit  satisfaue  la  suiface  minima  passant  pai  un 
contoui  doune  —  Inlegialion  de  I'ujuaLion  aux  denvecs  pai  tiellcs  —  Foimules 
dc  Monge  —  Formules  de  Legeiuhe  ne  contenant  aucun  signe  d'uitLgiation  — 
Double  S}  steme  de  foi  mules  donnc  par  M  Weicistiass  —  DUcrmmation  clc 
toutes  les  sui faces  minima  algebuques  et  reelles  —  Relation  entie  la 
modei  nc  dcs  fonclions  et  celle  clos  sui faces  minima 


18 i  Conside'rons  une  suiface  quclconque,  ou  plutot  une  poi- 
tion  continue  de  surface  (S)  limile'e  par  un  conloui,  etproposons- 
nous  de  Lrouver  la  vauation  de  1'aire  quand  on  passe  a  une  surface 
infimmenL  voisme  Soient  #,  j  ,  z  les  coordonnees  d'un  point 
de  (S),  c,  c',  c'7  les  cosmus  cliiecteurs  de  la  noimale  en  ce  point 
Nous  prendions  pour  cooidonndes  curvilignes  net  pies  paiametreb 
deshgnes  de  combure  de  la  bin  face  Alois,  si  Ton  designs  pai  R, 
IV  les  deux  rayons  de  combine  an  point  consiclere,  les  foi  mules 
d'Olmde  llodngues  nous  donneiont 

[    dor  dc  dv  dc1  dz         _  dc" 

H-R—  =o,  -f--t-R—  =  o,  -r-*-R —  =  "' 

i  on  Ou  Ou          on  du          t)u 

(') 


civ          '         Ov  dv          '          dv             dv 

On  a  d'ailleurs 

dc   dc        Oc'  dc'  dc"  dc"  _ 

du  dv        du   Ov  du    d\> 

di  dx       dy  dy  dz   dz 

du  Ov        du  Ov  du  dv 

Nous  poseions,  pour  abre"gei, 

i  ~          /  C/C     \  ** 


(3) 

du 
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on  auia  evideminent 


el  1'on  obtiendra  pour  1'element  bneane  de  la  surface  (S)  Ye\- 
piession 


Cela  pose,  considerons  une  suriace  (5')  infmimeiH  voisme  de  (5), 
la  normale  en  un  point  M  de  (S)  zencontie  (S;)  en  un  point  M' 
Dfc-signons  par  A  la  distance  MM',  la  suriace  (Sf)  sera,  evidemment, 
delinie  si  1'on  donne  Xen  fonction  de  it  et  de  p,  et  les  coordonnecs 
X,  Y,  Z  d'un  po/nt  de  (S')  seront  deteriniuees  par  les  foimulcs 


qui  donnenl 


_  R\~   7  )  _  R'    ^£ 

<J«  t)p> 

_,        ,.        _.    dc'  7  _ ,   dc' 

Y  =  (_  X  —  R )  —  du  -+-(}--  R' ; . — - 1 


=  ()  —  R)  —  rfzt  -t-(  X  -  R'  )  — 

'  OIL  Ov 


OQ  en  cleduit,  pour  1'element  hneaire  de  (S'j,  1'expicssion 
(G)  ds.'i=(\  —  RY-e*  du 

et,  pour  1'element  supeificiel, 


eHX-R)J       ^(X-R1)2 

18o  Supposons  mamtenant  qne  1'on  considere  nne  portion 
de  (5j  limilee  pai  un  contour  (C)  et  que  1'on  veuillc  comparer 
1'aire  de  cette  poition  a  celle  d'une  surface  infiniment  voisme  (S') 
passant  par  le  meme  contour  Alors  )  devra  etie  Line  fonction 
infiniment  petite  s'annulant  en  tous  les  points  de  (C)  L'aue  dc 
(5')  seia  lepiesentee  par  1'integiale  double 


-  ~ 

/       c          rCrrf         ^M  ^\(  \fa  \dvj  ,      , 

(;)S=  /    /  EG    i  —  —   (  i  —  -57   \/     i+       x      J  --  h  '         ditdv, 

JJ         \        R/\        -R/V  c2(A  —  R;i      g\f,~KY 
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e"tendue  a  tontes  les  valenrs  de  u,  v  coiiespondanl  au\  points 
de  (S)  situe?  a  1'inie'neur  de  (C) ,  et  cette  aire,  developpee  suisant 
les  puissances  de  laquantite  mfmimcnt  pelile  qui  entre  en  facteur 
dans  )>,  pourra  s'ecrire 


(8) 


s  = 


, 
^ -~    clu 


les  teimcs  negliges  etanldu  tioisieme  oidie  seulemenl  Si  L'oii  fail 
)s=  o,  on  troave  1'aire  dc  (S)  L'acci^oissemenl  du  1'aire  quand  on 
passe  de  (S)  a  (5')  scia  done  determine  par  Id  formule 


(9) 


au  meme  ordre  d'approximation  que  preccclcmment 

II  lesulte  immcdiatcment  de  la  qa'il  faut,  pour  qu'une  surface 
soit  minima,  que  la  somme  dc  ses  radons  de  courbiue  pnncipau\ 
soit  nulle  en  chaque  point  En  elTet,  supposons  qu'il  en  soit  autie- 
ment  etprenons  pour  7.  ime  expiession  de  la  fuiine 


o  etant  nne  fonction  de  u  et  de  v  qni  devra  s'annuler  en  tons  le^ 
points  du  contour  (C)  et  in  une  constante  infimment  petite  L'e\- 
pression  (9)  de  AS  prendra  la  forme 


J  les  termes  negliges  dtant  de  1'ordre  de  m-   L'integ-iale  pieccdente 

n'est  pas  nnlle,  pmsque  tons  ses  elements  ont  le  meme  signe    On 

pent  done  prendre  m  assez  petit  pour  que  les  termes  negliges,  qui 

f  !=ont  de  1'ordie  de  m-:  soient  plus  petits  que  le  precedent  et,  pai 

j  consequent,  pour  que  chaque  element  de  AS  ait  le  signe  de  —  m 

En  dormant  a  m  le  signe  positif,  on  trouvera  pour  AS  une  valeur 
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negative,   on  obtiendra  clone  une  suriace    dont   1'aire  sera  plus 
petite  que  celle  de  (S) 

Ainsi  la  piemieie  condition  pour  que  1'ane  de  (S)  soil  Ja  plus 
petite  possible  est  que  la  somme  des  rayons  de  courbure  pnn- 
cipaux  soit  nulle  en  chaque  point  de  la  suiface,  on,  ce  qni  est  la 
meme  chose,  que  I'mdicatrice  soit  partout  une  hyperbole  dqui- 
Jateie  L'usage  a  pievalu  d'appeler  surfaces  minima  toutes  celles 
qui  satisfont  a  cette  condition,  mais  la  methode  qne  nous  avons 
siuvie  montre  bien  quo,  si  elle  est  necessane,  elle  ne  sera  pas 
toujouis  suffisante  Faisons  en  efifet  R'  =  —  R  dans  la  forraule  (9), 
I1  expression  de  AS  deviencha 


r  r        ,      \r)iij      \  <)v )     ,    , 

(  10  )  AS  =  /    /  e?    —  X2-^ ^ t- 7-     £/«  <r/r, 

t/  ./         _  it:-  2.?-    _ 

Jes  termeb  negliges  etant  du  troisieme  ordre  pai  rapport  a  ), ,  et  il 
faudra  que  1'mtegrale  double  qui  figure  dans  le  second  membrc  dc 
cette  formule  soit  positive  quand  on  y  substitueia  une  fonction 
quelconque,  assujettie  seulement  aVannuler  en  tons  les  points  du 
contoiu  de  (S)  Nous  reviendrons  plus  lorn  sur  cette  condition 
supplementane  et  nous  nous  attaclierons  d'abord  a.  la  determina- 
tion des  siuhicespour  lesquelles  la  somme  des  rayons  de  courbure 
est  egale  a  zero 

186  Nous  venons  de  voir  que  Ton  pent  les  defmu  encore  en  le- 
marquant  que  Tindicatiice  esL  une  hyperbole  e"quilatere  on  que 
les  hgnes  asymptotiques  se  coupent  a  angle  droit  11  y  a  avantage 
a  enoncer  la  propnete  caracteristique  des  surfaces  minima  sous  la 
foime  smvanle  Les  deux  families  de  hgnes  de  longueiu  nulle 
ti  acees  sin  la  MU face  doivent  former  mi  reseau  conjugue  On 
sait  en  effet  que  1'hyperbole  equilatere  est  la  senle  conique  ad- 
mettantpour  diamelres  conjugues  les  deuxdioites  de  coefficients 
cingulaires  -\-  i  et  —  i  ' 

Ce  point  etant  admis,  prenons  comme  vanables  mdependantes  a 
et  [3  les  parametres  de  ces  deux  systemes  de  hgnes  de  longueur 
nulle  Puisqu'elles  formenL  un  rdseau  conjugu^,  les  coordonndes 
lectangulaires  x}  i  ,  z  seiont  trois  solutions  particulieres  d'une 


equation  de  la  forme 


On  aura  done 
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£°__A^_B*J  =  o 


280 


_  A        _  B     -  -  o 

da  0>  ~ 


et  de  plus,  par  suite  du  choix  pariicnlier  de  a  el  de  [i, 


Les  formules  (n)  et  (12)  expriment  evidemment  toutes  les  con- 
ditions resultant,  ct  de  la  definition  de  la  surface,  et  du  clioix  des 
cooidonnees 

Oi,  si  1'on  difference  la  premieie  des  equations  (12)  par  lappoil 
a  (3,  la  seconde  par  rappoit  a  </,  et  que  Ton  remplace  les  deiivee^ 
seconcles  par  leurs  valeurs  tirees  des  equations  (n),  on  trouveia 

/  dx  dx  dy  dy  dz  dz 
\c)y  dj3  da.  d$  da  dfi 
dx  dx  dy  dy  dz  dz\ 

-. TT.     •+•    T~     — n     -I-     T-      TT-Ji>::=:0 


Comme  on  ne  pent  avoir 


dr  dx        dy  tiy       dz  dz  _ 


sans  quoi  Fare  de  toute  courbe  tracee  sur  la  surface  seiait  mil,  il 
faut  que  A  et  B  soientnuls,  les  equations  (i  i)  se  leduiront  aux 
suivantes 


Cl-'C 
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dont  Tin  Itration  est  immediate  et  nous  donne 


n3i 


Mais,  pour  que  les  equations  (12)  soienl  satisfaites,  il  faut  que 
Ton  ait 


Les  formules  (i3)  nous  montienl  que  les  surfaces  minima 
appailiennenL  a  la  gran  tie  classe  des  surfaces  que  nous  avons 
dt'jii  consideiees  (Liv  I,  Cli  IX)  et  qm  peuvenL  etre  engendrees 
de  clen\  mameres  diffe'ientes  par  la  translation,  d'une  courbe 
JNous  reuendions  plus  loin  sur  cette  interpolation  geometiiquc 
des  foi  mules  (i3)  et  nous  mdiqueions  tout  le  parti  qu'en  a  tire 
M  Lie 

187  Comme  on  pent,  sans  changer  le  systemc  de  coordonne'es, 
aiibitituer  a  v  et  a  [3  des  fonctions  quelcoaques  de  ces  variables, 
on  pout  i  a  toujours  supposei 


On  decluira  alors  des  formules  (i4) 


el,  si  1'on  supprmie  les  indices,  les  formules  (i3)  prendront  la 
forme 

X  —  0.-+-  fi 


=  1J   V'-r-/'Ha)^HhZt/  /I-hcp'2 

qui  est  due  a  Monge  (f) 


(';  -4/za^e 'applique*  a  la  Geoniefrie,  p    2II    La  methode  par  lacruelle  nous 
ajons  obtcnu   es  cqual.ons  Hn.os  de  la  surface  minin,a  la,,  de'  c6*,Tomm    la 

S  ;lne  ,C  "  qm  °nL  6n  CmpI°yeeS'  k  ^  cvcePl»^l  ou  les  deux  system*, 
de  ffnea  de  longueur  nulle  soni  confondus  dans  loute  1'dtendae  de  la  surface 
*lou  uous  I  asons  deja  vu  („•  HG))  la  suiface  sexa  une  developpable  imagmaue 
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Legendie  et  Monge  out  aussi  developpe  une  autre  mameie  cle 
lesoudie  les  equations  (i4)  Supposons  que"  Ton  ail  oblenu  six 
funcLions  saLisfaisanl  a  ces  equations  et  posons 


ce  qui  donneia 


Si  1'on  prend  comme  nouvelles  Aanables  <x,  et  [3,,  on  pouria 
Loujours  donncr  a  /,'(£/  ),  «p',i  [3)  les  formes  sun  antes 

4  i  f  ,,\  —  in,  „    >  "ai  ,,i  / 

Ji(rJ-)  —J  (  a'  '  ^7'        TiU- 
el  les  formules  (i3)  dcviendionl  alors 


II  y  a  encore  des  quadratuies  a  effecluer  Aroici  comment  Le 
gendre  les  a  fait  disparaitre   En  mtegiant  par  paities,  on  a 


Si  done  on  pose 
et  de  meme 


les  formules  seront  debarrass^es  de  tout  signe  d'lntegrauon    On 


caconbcule  an  ceicle   de   1'mfini,    cllc   doit  dtie  coosideiee  comme  une  suiface 
minima,  car  elle  satisfaiL  a  1'cquaLion  du  piemiei  oidie 

i+/>2+  q"  =  o, 
et,  par  suite,  on  le  vihificra  aisement,  a  liquation 


qiu  caiacLuise  les  sui  faces  minima 
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les  trouvera  clans  le  Memone  cle  Legenche  etdansle  Tiaite  de  l--^~ 
cioix(t   II,  p    627) 

188  Mais  la  solution  la  plus  elegante  des  equations  (i/\)  osl 
celle  qui  a  etc  indiqnee  pai  M  Ennepei  (')  eL  compldiement  <:lt5- 
veloppee  pour  la  premieie  fois  par  M  Weierstrass  dans  lei  ailiclo*» 
de]a  cites  [p  280]  des  Monatsbei 

Posons 


la  premiere  des  equations  (i  \)  nous  donneia 


ct  par  suite  les  rapports  des  trois  dc-rivees  /,',  /',  j\  seronl  clc 
mmes  par  les  foi  mules 


I  —  U-  1(1-^-  ft2)  1LI      ' 

u  est  evidemment  une  fonction  de  </  Nous  pouvoas  p<n  con 
sequent,  en  ecartant  le  cas  evceptionnel  ou  u  seiait  nne  constaii  I  c; 
representer  la  valeur  commune  des  rappoits  piececlents  par 


-  J1  (   U  I  -7- 

2  '  f/y 


Nous  auions  alors 

/i (a  i—  -/'([  —  u-)3(u)du, 


On  trouveiait  de  meme,  en  posant 

06)  »U' 

(    } 


(')  ENNEPCR  (A  ),  Analytisch-geometnsche  Unteisuchungen  (Zeitschiift 
Matheinalik  und  Physil,  t   I\,  p    107,  1864) 
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et  on  suivant  une  nielli  ode  analogue  pom  ce  qui  concerne  [3, 


?j(p)=          / 
Les  fonnules  qui  defimssent  Li  suiface  beront  alors 

=  ^  I  (i  —  u-}$(ii 


7  =  -  /  U  -i-  «2)-f  (. 
j=       /  u^?  (it)  da 


-  /  (I-+-  ?/[)  J' 
/  iii  ' 


II  suffira  dcremplacci-  rl'(M)  pai  la  deuvc'e  tioisieme  d'une  fonc- 
(z^)  de  «,  ct  de  mcmc  $\(u\]  par  la  derivee  tioisietne  d'uae 
lonclion  /i  («i  )i  pour  obtenir  les  formules  suivantes,  debanassees 
dc  toute  quadrature, 


^  y=._  l\-J^.f"(l^  —  laf'(u}^-if(ii] 

2i 


\    J  =  ltf"(it)—  f  (11)^11 

qui  ont  ele  donnees  par  M  Weierstrass 


189  Avant  de  pours  uivrc  1'dpplicalioti  des  formules  prececlenles, 
nous  reniarquerons  qu'elles  laissent  de  cote  le  cas  ou  1'une  des 
quanut(5s  «,  ^^  dcfmies  pai  les  foi  mules  (ID)  on  (16)  ne  pourrait 
etie  choisie  comine  variable  independante  et  se  reduirait  a  une 
constanLe  Supposons,par  exemple,  que  u  soit  constante.  On  aura 
alors 


= 

I  —  U-          l(l  -r-  II-)  'Hi 


D    -  I 
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et,  si  Ton  designe  par  -6'(°0  la  valour  commune  de  ces  rapports,  il 
faudra  substituer  aux  formules  (17)  les  suivantes 


y  = 


"  0(a)—  l-  I  (i-t-  uD 

2t/ 


Z  =  U§(V )          -+-         I    «i  , 

Les  courbes  ii)  =  const  seiont  des  droites  paralleles  allaut  ren- 
contier  le  cercle  de  I'mfmi  La  surface  correspondante  sera  done 
un  cylmdie  imaginaire  (  ' ) 

Si  it  ct  «,  etaient  toutes  les  deu\  constantes,  la  siuface,  on  le 
reconuaitra  aisemcnt,  se  redunait  a  un  plan 

190  Apres  avoir  signale  ce  cas  exceptionncl,  levcnons  au\ 
foimules  (17)  et  (18)  Nous  allons  incliquer  d'abord  comment  on 
en  deduit  toutes  les  sin  faces  algebiiques 

Si  les  fonctions  designees  par  /(«),/,(«, )  dans  les  foimules 
(18)  sont  algebiiques,  la  surface  minima  correspondante  le  sera 
aussi  Nous  allons  dtimontrei  la  proposition  leciproque  etprouvei 
que  la  surface  minima  ne  pent  etre  algebrique  que  si  les  fonctions 
/(«).  f\(u\]  sont  al°ebiiques 

J     \       /  '  J    '  \       '  /  O  1 

Les  foimules  (17)  nous  donnent  les  relations 


dy  d&  dv 

_  __  .    _i      »  _  £_ 


dont  les  premieis  membres  peuvent  etre  calcules,  car  ils  se  rap- 
portent  a  des  deplacements  effectues  suivant  les  hgnes  de  lon- 
gueur nulle  de  la  surface,  p  et  q  designant  les  denvees  partielles 
de  z,  les  equations 

dz  =p  dx  +  q  dy, 

dx-  -4-  dyz   -i-  dz*-  =  o 


(20) 


(')  Les  surfaces  de  cette  nalme  sont  celles  qui  ont  did  signalizes  pai   Poisson 
dans  le  tome  II  de  Ja  Co/  lespondance  sin  I' E  cole  Poly  technique    You  p    275 
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deteimment  deux  s^stemes  difFerents  de  valeurs  pour  les  chffereii- 
tielles  dx:  cl}  ,  dz   Soient 


OX,    Q}  ,    OS,       ox,       'j',    o   Z 

ces  deux  s>stemes  differents,  u  et  u\  seront  tSvidemment  defims, 
soit  par  les  formules 

or  —  z  or  r>'  y  -4-  i  o'r 

(aO  -  -,N  =—u,  „     —  =—««,, 

QZ  0  ^ 

soil  pat  les  suivanlcs 

&'  x  —  lo'y  oj  -4-  z  3y 

(22)  -  s^;  -    =—ll,  -  ^  -    =—  Hi, 

0  ~>  0»j 

et  seronL  par  consequent,  dans  Ie  cas  qiu  nous  occnpe,  des 
fonctions  algcbiiques  de  x  el  de  y  Reciproquement  x,  }  et,  pai 
suite,  z  seront  ties  fonctions  algebriques  de  u  el  de  ut  Soit 


l'e\pressjon  de  1'une  quclcouque  des  coordonnees,  on  aura  une 
relation  algebrique 


IL  resulle  de  la,  ^videmment,  que  r?(it)  et  <fi(f/i)  seront  cles 
lonctions  algebnques,  car  si,  dans  1'equation  piecedcnle,  on 
donne  a  ut,  par  evemple,  une  valeur  numcuquc  quelconquo, 
?'("')  prendra  une  valeur  constante  et  il  restcia  une  equatiou 
algebuquc  dd'terminant  <p(«) 

En  appliquant  cctte  proposition  aux  trois  coordonnees,  nous 
\oyons  que  Jes  paities  de  Jems  expressions  qui  nc  dependent  que 
de  a 


sont  des  fonctions  algebnques  de  «,  il  en  seia  done  de  meme  do 
la  combmaison 


2Q2  LIVRi:    III     —    CH»VP     II 

Comme  le  laisonnement  s'apphque  egalement  a  la  fonction 
/,(«i),  la  proposition  de  TM.  Weieisliass  est  completemcnt  de- 
mon tiee 

191  Recherchons  mamtenant  a  quelles  conclilions  la  surface 
represented  pai  les  equations  (17)  ou(iS)  seiartielle  Considerons 
d'abord  les  for  mules  (17),  si  Ton  y  piend  pom  3(u),  3t(u)  des 
fonctionb  imaguianes  conjugates  et  si,  de  plus,  les  mtegralcs  re- 
latives a  u  et  a  u\  sont  prises  suivant  des  chemins  imagmaircs 
conjugues,  les  expiessions  des  differentes  cooidonnccs  scronl 
evidemment  leelles,  cai,  a  cliaque  element  de  1'mlcgralc  relative  a 
it,  on  pouira  faire  coirespondre,  clans  chacune  des  trois  foi  mules, 
un  element  imagmaire  conjugue  de  1'autre  mtegialc  Nous  allons 
montier  que  ces  conditions,  qui  sont  sulfisantes,  sont  aussi  n6- 
cessanes 

Repoi  tons-nous  en  effet  aux  formulcs  (20)  a  (22)  Pour  tout 
point  reel  d'une  nappe  rcelle,  on  poiuia  supposer  quo  les  dcu\ 
sjstemes  de  lapports  ox,  ojf,  oz  ,  o'r,  o'jr,  o'j  defmis  par  les  ior- 
niules  (20)  se  deduisent  1'un  de  I'aulie  par  le  changement  de  i  en 
—  z  Par  suite  les  \aleuis  de  u  et  de  u\  deduitcs  de  1'uu  ou  Tautic 
des  systemes  (21),  (22)  seront  imagmaires  conjuguees 

On  deduit,  d'autie  part,  des  formulcs  (17)  les  suivanlcs 


x  v        .?,    . 

i  —  if-  =#(10, 

du         du 


dx  dv 


Comme  les  premieis  membres  de  ces  relations  sont 
conjiigues,  il  en  sera  de  meme  des  seconds  Les  fonctions  3(ti), 
$i(iii)  doivent  done  etrc  imagmaires  conjuguees,  amsi  que  les 
arguments  «,  u\ 

II  resulte  de  L\  que  les  nappes  reelles  de  la  surface  minima 
seront  icpiesentees  paries  equations 


le  signe  til,  deja  employe  (11°  126),  indiquant  que  1'on  preud  scu- 
lementla  partie  reelle  de  la  fonction    Les  deux  variables  rdelles 
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dont  depend  la  position  da  point  sont  alois  la  partie  reelle  ct  la 
pailie  imagmaire  de  1'aigument  it 

En  ce  qui  concerne  la  recherche  des  sin  faces  leelles,  les  foi- 
mules  (18)  piesentent  une  legcre  difficulte  II  cst  clair  que,  si  Ton 
y  subslitue  pour  J(u),  A(M,)  deux  fonctions  iniagmaires  con- 
juguees,  la  surface  correspondanle  a  in  a  des  nappes  reelles  que  Ton 
obtiendia  en  dormant  a  u  et  a  ut  des  valeuis  iinagniaires  con- 
juguees, mais  la  proposition  iccipioque  n'est  pas  exacte  Pour 
que  la  sin  face  minima  soit  reelle,  il  n'est  pas  necessaire  que 
f(u)  et  /i  (MI)  soient  des  fonctions  imaginaires  conjuguees  Eu 
effet,  les  e\piessions  dc  j",  Y,  z  ne  changeut  pas,  on  le  venfie 
aisement,  si  Ton  y  rcmplacc  /(«),  f\  (u\  )  respectivement  par 

y(zi)-4-  A(i  —  u"-)  - 


A,  B,  C  de'signanl  des  constaules  quelconques  En  admettanc 
meme  quo  f(u)  et  f\(u\]  soient  des  fonctions  imaginanes  cou- 
juguecs,  la  mome  propnele  ne  saurail  appaitenir  aux  fonctions 
cp(«),  '^)|  (MI)  pour  toutes  les  valeurs  des  constantes  A,  B,  C  Mais 
on  pent  dtjmonlier  que,  dans  le  cas  ou  la  surface  minima  est 
reelle,  parmi  ton  les  les  deteimmalions  possibles  du  systeme  des 
deux  fonclions  /(M),/,  (MI),  il  en  evisle.tonjours  une  infinite  pour 
lesquelles  les  deux  fonctions  sont  imagmaiies  conjuguees 
En  effet,  les  Equations 


(  2  i  )  y  =  S\i[(i  •+•  zi*)/  (  z«)  -  2  uf  (  u)  -f-  a/(  Ml], 


icpiesentent    eviclemment    une    surface    reelle,    et    pour    toute 
function  f(u)  satisfaisant  a  1'equation 


les  diffeieniielles  des  coordonnees  deduites  des  formules  (24)  sont 
irlentiques  a  celles  que  Ton  obtient  an  moyen  des  lornmles  (a3), 
par  consequent  les  Equations  (a3)  et  (24)  repiesentent  deux 
nappes  reelles  que  Ton  pouna  toujoins  fane  coincider  par  une 
simple  translation  irnprimee  &  Tune  d'elles  Ce  point  etant  admis, 


1C)\  LIVBC   III     —   CHAP     II. 

subslituons  A  la  place  det/(«),  clans  les  fonnules  (2/1);  1&  fonction 
plus  geneiale  qui  satisfait  encore  a  1'equation  (a5) 


Les  expressions  de  #,  JK,,  5  s'y  Liouveront  augmentces  lespecti- 
vement  de 

—  4,5)10 


Oa  pourra  disposer  des  paiLies  reelles  des  constantes  A,  B,  C  de 
manieie  a  rendre  idenLiques  les  deux  surfaces  icpiesentees  par  les 
foi  mules  (20)  et  (a4),  quant  aux  paities  imagmaues  de  ces  con- 
stantes, elles  demeureiont  entierement  arbitraires  On  pouira 
done,  sans  changei  la  suiface,  substiluci  a  la  valeui  obtcnue  pour 
J(u]  1'nne  quelconque  des  fonctions  composes  dans  1'expiession 
generale 

ai(\  —  it2)  -4-  6(1  -+•  u"~)  •+-  cm, 


ou  cf,  b:  c  sont  tiois  constantes  ;  eelles  quclconques 

192  Revenons  aux  formules  (28)  Elles  ctablissent,  comme  1'a 
lait  remaiquer  M  Weierstrass,  Ic  lien  le  plus  etioit  entre  la 
theone  des  fonctions  imagmaires  et  celle  des  suifaces  minima  En 
elTcl,  a  toute  fonction  $(u}:  ces  formules  font  corresponds  une 
surface  minima  reelle  dont  les  differentes  propuctes  donneiont  la 
lepiesentation  geometnque  la  plus  parfaite  ct  la  plus  elegante  de 
toutes  les  lelalions  anal)tiques  auvquellesla  fonction  donne  nais- 
sance 

Cette  surface  minima  est  plemement  determm^e  de  forme  et 
d'orientation,  mais  elle  peut  lire  deplacee  parallelement  a  elle- 
meme,  si  Ton  ajoute  des  constantes  quelconques  au\  mtegraleb 
qui  figurent  dans  les  formules  (28)  On  peut  done  dire  qu'a  une 
fonction  3(u)  de  Taigument  imaginaire  correspond  une  seule  sur- 
face minima,  mais  la  proposition  reciproque  n'est  pas  vraie  en 
geneial.  11  suffit,  pour  le  leconnaitre,  de  remarquer  que  les  for- 
mules (21)  et  (22)  du  n°  190  nous  conduisent  a  deux  sjsleines 
diffeients  de  valeurs  pour  u  et  u(  et,  par  consequent,  a  deux 
valeurs,,  differentes  en  geneial,  pom  la  fonction  rf(w) 

On  arnve  au  meme  r^sultat  par  le  raisonnement  suivant  Re- 
prenons  les  formules  (17)  et  cherchons  si  Ton  peut  leur  substi- 
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luer  d'autres  foimules  semblables,  ou  u  et  u^  soieot  remplacees  par 
yet  PJ  et  $(  M),  ,.?,(«,)  par  d'autres  fonctions  £(t>),  £,(>,)  Les  pa- 
ramelies  u  el  u\  etant,  comme  v  et  ^,  ceux  des  lignes  de  longueur 
nulle  de  la  surface,  il  faudraque  9  soiL  fonction  de  u  et  v\  foncLion 
de  ut}  ou  bien  que  v  soit  fonction  de  z^,  et  vt  fonction  de  u  La 
pienneie  hypo  these  nous  donneiaiL  evidemment 


La  seconde  se  tradmra  par  Ics  equations 


(t  —  Z«2)rf,(K1)C?M1=         fl- 


—  fn-  t»2)g(p)  clt>, 

u$Mi)du      ~  PI  ffi 

"l  ^1  (  «1  )  C?Z«1  =  P 

qni  donnent 


Si  Ton  se  borne  aux  surfaces  rcclles,  on  voit  qu'a  une  meme  sm- 
face  minima  on  pent  fane  couespondre  les  deux  fonctions 

,f(u)    ct     --L^f-iV 


qui  soul   dilferentes  en   general    Nous  ainous  a   revenir  sur  ce 
point  tres  important,  pour  1'etudiei  d'une  mamere  detaillee. 
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CHAPITRE   III. 

LES    SURFACES    MIIflAU    EN    COORBOWNEES    TANGEWTIELLES 

Formulas  relalnes  au  plan  tangent  cL  a  la  noimale  —  Nouvelle  mcthode  d'mU- 
giation  de  liquation  au\  dcinees  paitielles  des  smfaces  minima  —  Equation 
de  ces  sui faces  en  cooidonnees  Ungentielles  oidimmcs  —  DLtcimiuation  des 
foncLions  f(u),  /,(",)>  &(")>  ^,("1^  quand  la  suilacc  esL  doniiLC  seiilcmcnl 
pai  son  equation  en  cooidonnces  tangenliclles  —  Ligues  de  couibuiecl  lignos 
asymptoliques,  llu-oieine  de  RI  Michael  Rnbcils  —  TunsfoiniiiLion  que  aiibis- 
sent  les  fonclions  /(«)>/,(",)>  3(u),  X\  (z«,)  quand  on  eTertue  un  changemcnl 
de  cooidonnces  —  Deter mination  de  loutc^  les  sui faces  minima  qui  sont  cle-s 
sin  faces  de  iLVolulion,  tics  lichcoidcs  on  cles  surfaces  spnales 


193  Apics  avoir  mdique  les  foi  mules  qui  d^finissenL  les  points 
de  la  suiface  minima,  nous  alloiis  eludier  cclles  qui  concernent 
le  plan  tangent  et  la  normale 

Soienl  c,  c',  c"  les  cosinus  direclcurs  de  la  noimale  Us  seronl 
dciinis  par  les  equations 


I        ^ 
\     c- 

]  OIL 

dr          ,d 
/\    ** 


,  ,, 

l-c-r-    +c—    —  o, 

OIL  (hi 


Si  1'on  remplace  les  denvees  de  x,}',  z  par  leurs  valeurs  tirees 
des  foi  mules  (17)  [p  "289],  on  trouvera,  en  altnbuant  unsens  de- 
termine a  la  noimale, 


,     ^  It  -4- 

(2)  C= 


I  -t-  lllll  I  -t-  UUi  I  -r-  UUl 

Si  Ton  ecnt  1'equaLion  du  plan  tangent  sous  la  foi  me 

(3)  (Zi-f-  ZfijX-T-  l(lli  —  ll)\r  -r-dllli  —  l)Z  H-jj  =0, 

on  am  a 


—  q 
En  substiLuant  a  la  place  de  x,  }  ,  z  leurs  valeurs  dedmtes  des 
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mernes  foi  mules  (17)    on  aura 

/"  /»«i 

(u—o)(\-±-a.Ui}$('JL)dy-+-  I      (iii  —  ci.])(i~[-u,1ii[)Jl(y.i)djil 

les  mtegiales  lelalives  a  a  et  i  </,  de~sant  etie  puses  suivant  les 
memes  chcrams  que  celles  qui  se  rapporlcut  a  it  el  i  «(  Si,  pom 
ne  pas  avoir  de  quadiatuie,  on  emploie  les  foi  mules  (18),  on  Liou- 
vera 

(5)  §  r=azf,  /(«)+  a«/i(  «0  —  (i  —  "«!)[/(  w)-t-  y!("i  )J 

19-i  Les  vanables  w,  z/,,  £  constituent  ce  systeme  paiticulici 
de  coordonnees  tangcntielles  que  nous  avons  etudie  an  Cha- 
pi  ire  VII  du  Livre  pi^ccedent  Avant  de  continuei,  nuns  monlie- 
rons  que  IPS  founules  elablies  (n°  165),  lelativement  a  ce  systeme 
de  cooidonnees,  permcLlent  de  delenmnei  toutcs  les  suifaccs  mi- 
nima par  une  methode  qui  re\icnt,  an  fond,  a  cello  de  Lcgendre 

Reprenons,  en  efrel,  ces  equations  en  y  lemplacant  a  par  «,  [3 
par  Ui  D'apres  la  piemiere  cles  formules  (33)  [p  246]  qui  fait 
counaitzc  les  layons  de  couibure  de  la  surface,  nous  recon- 
naissons  immediatcmcnt  que  liquation,  aux  deuvees  paitielles 
des  surfaces  minima  seia 

<"6)  q  —  pu  —  f/iii  H-(T  —  z«ij  )A  =  o, 

p,  q,  s  dcsignant,  suivant  1'usage,  les  denvees  de  ^  GeLle 
equation  aux.  denv^es  partielles  s'integre  par  les  precedes  ictju- 
heis  et,  en  paiticulier,  par  la  melhode  de  Laplace,  mais  on  ]>eiit 
encoie  opeiei  comme  il  suit 

Pienons  la  derive"  e  seconde  du  premier  membrepar  rappoil  a  it 
et  a  u\  ,  nous  trouvcrons 

.        ()2? 
(l  -f-  lilli}-  -  r—   =  O, 

v  ' 


s  sera  done  la  somme  d'uue  fonction  de  u  etd'une  fonction  de  z/|. 
D'ailleuis,  en  differentiant  Tequation  (6)  par  rapport  a  u  ou  par 
rappoit  a  u\,  on  obtieut  les  deux  Equations 


f)s 

—  ' 

il  /  Oil 

i  \  Os 
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<J 

qui  permettent  de  calculer  /'  et  t  quand  s  est  connue  Oa  pourra 
clone  trouver  p  el  q  par  1  'integration  de  deux:  difieientielles  a 
deux  variables 

Ecnvons  s  sous  la  forme 


(8)  i  =  f'(u)—  «/  I 

nous  aurons,  en  vertu  des  equations  ('7  ), 

(  r  —  ~(i  -r-  z/zz-i )  f'"(u}, 

I     t.  —  — (_  I  -t~  Ziiii  )/i"("l  I 

et,  par  consequent, 

—  I  (  T  du-r  s  du{ } 


do) 

=  J\sdu 


II  est  inutile  d'ajouter  aux  valeurs  de  /?  et  de  ^7  des  constantes 
que  1'on  pent  toujours  supposer  leunies  df(i()  et/i  (z/i)  Si  1'on 
porte  ces  valeius  de  /^  et  de  ^,  jointes  a  celles  de  5,  dans  1'equa- 
tion  (6),  on  ictiouve  piecisement  la  valeur  de  ^  donnee  pai  la 
forinule  (5) 

19o  L'equalion  (5)  doit  etre  legardee  comme  liquation  de  la 
surface,  ecnte  dans  un  systeme  paiticuliei  de  coordonnees  tangen- 
tielles,  mais,  si  1'on  piend  1'equation  du  plan  tangent  sous  sa 
forme  la  plus  geneiale, 


on  pent  aussi  obtenu  la  relation  entre  U,  V,  W,  P,  qiu  caiacte- 
i  ise  les  surfaces  minima 

Enidentifiant  1'equation  preccdente  avec  la  suivanle 


X(Z4  -t-  Hi)  -H  iYl'z^!  —  ll) 

on  ti  ouve,  en  eflTet, 

U       _          V         _       W       __  P  _  ±. 
—  u)       uiil  —  i  ~  i-  ~ 
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et,  par  consequent, 

_  y_±_lY  _  u~  lV         f  -     aP 

"  -  H  -  W'         Ul  ~  H  -  W'        ?  ~  iT=~VV' 

H  designant  le  radical 


Portons  ccsvaleuis  clans  1'equation  (5),  nous  trouverons 


Si  1'on  suppose  la  surface  reelle,  les  fonctions  /  et  y,  seronl 
imagmaires  conjugu^es   Posons 


FI  et  F2  etant  la  partie  reelle  eL  la  pailie  imagmaire  de  /     On 
obliendia,  par  nn  calcul  facile,  1'equalion 


d'ou  les  imagmaires  ont  completemeat  disparu    On  pent  aussi 
employer  la  foime 

' 


P  =          ,      2,  -  a  -t-  -  -  ™     , 


cjui  a  <§te  donnf^e  par  M   \Veieistrass  (article  cit6,  p    6a5) 
Supposons,  par  exemple, 


on  aura 

3_»  _ 

s  "" 


(H  —  W|3     J 

r  U2-v2  i  =  -w-4H(U2_V2, 

LH(H  —  W)2J       (II  —  \V;2^ 
Pour/(z^)  =  um,  on  aurait 
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196  Nous  piesenterons  encore  une  remaique  sur  1'equalion  en 
coordonnees  langentielles  des  surfaces  minima  Ecnvons-Ia  avcc 
les  variables  «,  «„  5,  les  foimnles  (9)  nous  pcrmcttront  sans 
difficult  d'obtenir  les  fonctions  tf  («)»  ^(z/,)  lelalivcs  a  la  sin- 
face  On  din  a 


il  suffira  done  de  calculer  les  denvees  secondes  i    ct  £  eL  d'ch- 
nuner  ?  an  moyen  de  Tequation   de  la  suifacc  pour  ohlcnir  les 
equations  qiu  donnent  les  deux  fonc Lions  rf(?^),  J\(ti\] 
Consider ons,  pai  evemple,  riiehcoidc 


r 
z  =  aic  tang  —  3 


dont  1'equalion  en  cooidonnees  langentielles  e^L 

P  U 

~r  =  ai clang  yj 

si  Ton  remplacp  U,  V,  W,  P  par  leurs  expressions  en  fonclion 
des  variables  u,  u\,  £,,  elle  deviendra 

11-+-  Z/,  f/Z<[  —  I      .     / 

c  =(uu\  —  i)  aic  tangt =  iM 

^        V  °     Zi—  MI  2  \ 

On  aura  icr 

*(i-f-  z««i)          4       —  i(r 
/  =  ?        t  = 

211-  U 

et,  par  consequent, 


La  determination  des  fonetions  f(u)7  f\(u\}  coirespondanlcs  a 
une  surface  minima  donnee  pent  aussi  etre  oblcnue,  mais  d'une 
maniere  moms  simple 

La  conibmaison  des  foi mules  (5)  el  (10)  nous  donne  la  relation 
nouvelle 

q  (i  +  uui )  -  t  M  =  a/(  M)  —  a  zt«/i  ( z*i ) 
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Si  1'on  donne  a  u{  nne  valeur  conslante  quelconque  at,  le  second 
menibre  devienl  cgal  a  2/(z^)  augtnentt'  d'un  polynome  du  second 


degie  en  u    On  <una  done 


P  designant  un  polynome  da  second  degre  en  u 
De  me"  me,  on  pourrapicndre 

L  ,       FT^'H-  ii"\.  >—  £"i  i       i> 
yi(«i)=  ,     q         -Hpji 

L  •*  J  u=a 

fieri  vons  P  ct  PI  de  la  maniere  sin  van  Le 


En  snbsLilnanL  Ics  expressions  de/(«)  el  dey,  (^,)  clans  l'e\pies- 
sion  de  £  donnee  pai  la  foimulc  (j),  on  Liuiucia  un  resultat  de  la 
(or  me 

Ofji,  z<1;  a,  d\)-==  2f  A  -t-  A]  )(;«  -+-  z«j  ) 

-t-  a  (IB  -r-  B!  ;t(  z^  —  u  )  -+-  2  (  C  -+-  COi'  «;/t  —  i  ), 

ou  le  premiei  mcmbic  scia  complelement  connu  Cettc  idenLilc 
permel  eMdemment  de  determiner,  autariL  tju'elles  peuvent  I'elic 
(n°  191),  les  conslaiiles  A,  A|,  ..  et  par  suite  les  fonction^  /(«), 
/i(tii)  S'll  s'agil  d'ime  biirfaco  reelle,  on  pound  siipposei  a  el 
a\  nnagmaiics  conjugues  eL  piendie 

A,  =A,         B1  =  B,         CL  =  C, 

les  valours  de  A,  B,  C  seront  alors  reelles 

En  apphcjuanl  celte  methode   a  1'helicojdc,  on  obLiencha  les 
expiessions  suivantes 


pour  1'un  des  systemes  de  valeuis  de/(?^)  et  de/,  (itt} 

197  L'equation  en  coordonnees  tangentielles  obtenue  pom 
les  suifaces  minima  conduit  a  la  deteimination  la  plus  simple 
deb  hgnes  de  courbure  et  des  lignes  asymptotiqucs  de  ces  surfaces 
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Lorsqu'on  emploie  les  variables  u,  u\,  <-,  1'equalion  differcnl>ielle 
des  lignes  de  couibuie  prend  la  forme  (n°  165) 

/  dit~—  t  du\  =  o 
Remplacons  /•,  t  pai  leurs  valeurs  (g)  et  nous  aurons 

3 ( u  )  du-  —  $ i  ( iii )  du\  =  o 

Les  lignes  de  combure  s'obtiennent  done  pai  des  quadratures 
et  onl  pour  equation 

04  l  ./  v'jf  ii)da±J  \/3>i(iti)du1  =  const 

Si  1'on  eciit 


celie  equation  dctermmeia  le  signe  qu'il  faut  allnbuer  au  radical 
pour  chacunc  des  lignes  de  combine  el  les  foimules  (33)  |]p-  24^] 
nous  donneionl  les  coordonnees  X,  Y,  Z  du  cenlie  de  courljure 
et  le  rayon  principal  R  coriespondanl  a  la  ligne  de  courburc  consi- 
derec  On  a  ainsi 

2.R  =  i  I-H  u  UL  )-\'  3  (it )  -7 1  ( i/ i ;, 


X—  lY  =  7?  —  ZJ-f-  Ujf 

X  -1-  A'  =  r  -(-  z/  -+•  u  (\  -+-  uuC)\/$(ii) 

£,  j',   s  eLant  les  coordonnees  leclangulaires  du  poinl  de    la  sur- 
face 

L'equalion  diflferenlielle  des  hgnes  asympLoliqueb  s'obtient 
egalement  sans  difficulle,  soil  avec  les  coordonnees  ponctuelles,  soft 
avec  les  cooidonne'es  Langenlielles  Si  Ton  emploie,  par  exemple, 
1'equation  (35)  que  nous  avons  donnee  [p  246]  relalivement  au 
systeme  («,  «,,  q) 


=  o 


le  coelTicieni  de  dudu\  sera  nul  en  verlu  de  1'equalion  aux 
nvees  paitielles  de  la  sinface,  et  il  restera 

du\  =  o 
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On  von  que  les  hgnes  asymptotiques  se  determinent  encoie  par 
des  quadratures  (  '  ) 

On  a  pour  leur  equation  en  lermes  finis 

(16)  J  \/3(u}du±  ij  \/rTj(z*i)  flit  i  =  const  , 

et  les  quadratures  sont  cclles  qui  figment  deja  dans  l}  equa- 
tion des  hgnes  de  com  bin  e 

Pour  obtenn  des  surfaces  minima  algebnques  dont  les  hgnes 
de  coin-blue  et  les  lignes  asymptotiques  soient  algebuques,  il 
sufllra  done  de  connaitre  deux  fonctions  algebriques  J(ii],  fi(tt\) 
telles.  que  les  quadratures  suivantes 


/V/7'VTj  du,        '/v 

soient  aussi  alge'briques 

Loisque  la  surface  eslie"elle,  les  equations  des  ligues  de  com- 
bine peuvcnt  s'ecrae 


3(u)  du  =  consl  ,         ^ij  V/cT1  («)  du  —  const  , 
et  celles  des  lignes  asymptotiques 


~     V  i>$(ui  du  —  consL  ,        c..    y—  t$(u)  du  =  const 

198  Les  formules  relatives  aux  coordonnees  tangentielles  per- 
mettent  de  resoudre  simplemeiit  une  question  essenlielle  et  de 
icconnaitie  comment  se  transforment  les  fonctions  f(u),  /!(«,), 
$(u),  3\(u\]  quand  on  efTectue  un  changement  de  coordonnees 
ou,  ce  qui  est  la  meme  chose,  quand  on  deplace  la  suiface  en  con- 
seivant  les  axes 

Supposons  d'abord  que  Ton  soumette  la  surface  a  une  transla- 
tion dont  les  composantes  soient  \  [J.,  v  Liquation  du  plan 


(')  La  cl(5LcHnmation  des  Iignes  de  courbure  et  des  hgnes  asymptotiques  est  due 
a  M  JMicliael  Roberts  qiu  1'a  Jonnde  dans  un  Meinoue  Sur  la  sui face  dont  les 
iciyons  de  couibure  sont  egaux,  man  diuges  en  sens  opposes,  insure  en  i840> 
au  Join  tied  de  Liouville,  t  \I,  i"  sdne,  p  3oo  Ce  beau  tiavail  cuntient  aussi 
des  lechciclies  sur  1'aue  de  la  suiface  ajnsi  que  sui  la  surface  minima  re"glee 
laplus  geneiale 
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(it  -\-  Zti)X  -i-  l(Ui  —  ll]  Y  -+-  (ill/ 1 —  l)Z  -i-  ••  —  O 

deviendia 


<•'  a}  ant  pour  valeui  (n°  107) 

.—  U)  —  't(Ulll—. 


On  obliendia  cette  nomelle   valeui'  cle   q'  en  substitnant  au\ 
,     \ii[    les  siuvantes 


0:)        ,  , 

_  /  /  >  \     "j         i      *iii 


cjiu  sontimaginanes  conjuguees  siy(«),  /,(«,)  le  sonL  aussi  Les 
valeui  sclcs  ioncLions  £?(«),  rT,(w,)  ne  serontpas  chanyrcs,  coiuinc 
cela  etait  evident  a  pi  101  1 

Imaginons  niaintenant  que  Ton  imprime  a  la  surface  unc  iota- 
lion  quelconrjuc  auloui  de  Tong-ine  des  coordonnees  Un  point 
qutlconquc  M  de  la  surface  viencha  occupei  une  ceitainc  position 
M'  Sou 

(  V  -+-  PI;\-+-  *(('!—  V)\   -r  (  f'P1!  —  I  iZ  -I-;'  —   O 

I'equalion  du  plan  tangent  en  M'    On  am  a  (n"  167) 


('9) 


Si  Ton  designepar  0(0),  5,  (c-1,  )  les  fonctions  analogues  df(it 
/i'(z«,)et  lelatives  a  la  surface  d^placde,  ^  aura  pour  e\piession 


et  Von  aura  a  deteimmei  «-(P),  £<  (f,)  par  la  condition 
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Pout  cleduire  de  cetie  Equation  Ics  expressions  des  fonctions 
g(c),  g\  (v\  ),  onpouriaiLapphquerlamelhode  generale  du  n°196, 
mais,  avec  quelque  attention,  on  apercoit  la  solution  suivanle 


ou  o  designe  le  determinant  de  la  substitution 


et  que  Ton  veriliera  aisenient    Si  Ton  remplace  u  et  u\  par  leurs 
expressions  en  v,  v\,  on  aura 


(  20  ) 


,    ,  _  (mo—  7infO2  ,.f  mv  -+-  n 
^ 


199  La  question  que  nous  nous  e  Lions  proposde  est  ainsi  coin- 
pletement  resolue,  car,  pour  obtemr  les  resultats  relatifs  an  dd- 
placenient  le  plus  gdneral,  il  sufiira  de  considdrer  ce  deplacement 
comme  resultant  d'une  translation  cjuclconque  eL  d'une  lotalion 
ant  our  de  1'origme  des  coordonndes,  et  d'appliquer  succcssivement 
les  foimules  (17)  et(ao)  II  nous  leste  seulement  acxammei  ceque 
deviennent  lesfonclions  #(«),  ^  (z/,)  apiesle  ddplacementle  plus 
gendral  et,  pour  cela,  il  suffira  de  differentier  trois  fois  par  rapport 
a  v  ou  a  v\  les  dquations  prdcddentes  (20)  On  obticnt  ainsi,  endd- 
signant  par  £(t>),  ^(t'O  les  denvdes  g"f(v}:  ^'"(;'i)j  ^es  equations 
suivantes 


qiu  font  conuaitre  de  la  maniere  la  plus  simple  la  forme  nouvelle 
des  fonctions  $(u):  $\(u^  II  est  aise  d'en  dediure  quelques  re- 
lations qiu  seiviront  de  Yenfication  a  nos  calculs 

D  —  I  20* 


3o5  i  i\  RE  in  —  CIIVP    rn 

Si  i'on  Lient  compte  clc  1'ulenlite 

o(  r  -t-  ('<>]  ) 

]  -4-  U  II  i  = 

(  mu  —  «0c>)(/>i 
on  dedmra  des  formules  precedentes  la  relation 


que  nous  aurions  pu  ecrue  a  pi  ion,  puisquc  chacun  des  deux 
membies  doit  representer  qualie  fois  le  carte  du  ra^on  de  com- 
bine principal 

D'aulie  part,  on  a 

tin  _  5  Jul  _  o 

dv        (m$~  n^v)-  dvi  ~~  (m  — 


pai  consequent  les  ionnules  (21)  condiusent  aux  relations  sui- 
vantes 

et  Ton  leconnaiL  ainsi  que  les  equations  djfferentzelles  (14)  el  (16) 
des  lignes  de  courbuie  et  des  ligncs  asjmploLiques  ne  subissent 
ciucim  changeinent  de  forme  lorsqu'on  effectue  la  transformation 

200.  Nous  aliens  donner  une  application  des  resultats  precd- 
dents  en  chei  chant  toutes  les  surfaces  minima  qni  sont  en  meme 
temps  des  helicoides  ou  des  surfaces  de  revolution.  Jl  suffira  ^vi- 
demment  d'expnmer  qu'il  existe  un  cl^placement  hdlicoidal  con- 
tmu  dans  lequel  la  surface  cherchee  ne  cesse  pas  de  comcider  avec 
elle-mcme  Pienons  poui  axe  des  z  1'axe  de  ce  displacement  qui 
est  aussi  celui  de  1'helicoide  Si  I'on  fait  tourner  la  surface  d'nn 
angle  fini  9  autour  de  cet  axe,  les  formules  (18)  prendront  ici  la 
forme  ties  simple 

u  =  ve-M         iii  ~  fje'0, 

qui  convienta  ce  deplacement  (n"  28j  et  Ton  ama 


En  subslituantces  \aleurs  des  constautes  dans  les  formules 
on  irouvera 
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•et  ces  expressions  de  (](v),  (n  (f'i)  ne  seiont  pas  changees  si  Ton 
iinpnme  a  la  surface  dans  sa  nouvelle  position  la  translation  pa- 
rallele  a  1'axe  des  z  qui  1'amcne  a  coincider  avec  sa  position  pri- 
mitive On  devra  done  avoir 


par   suite,   ^((')j    ^i(<'i)    duvronl   satisfaire   rcspcclivemenl    aux 
•equations  fonctionnellcs 


et  cela,  pour  toules  Ics  valours  do  6 

Ces  equations  expriment  quo  les  produits  v-$(v)}  ^^(PI)  de- 
meuient  nrvanables  quand  on  y  remplace  P,  vt  rcspectivement 
par  ^e~'°,  Cie*°  et  sont,  pai  consequent,  constants.  On  pourisi 
<lonc  posei 

lie"3-  j.   .  ae~ia- 

(24)  P^t  « 


^4  et  !7  d^signant  deux  constantcs  qui  seront  ]'eelles  si  la  surface 
^st  reelle 

Les  liehcoides  qui  correspondent  A.  ces  valeuis  de  $(u),  $t(u{) 
sont  ceux  qui  ont  et6  obtenus  par  M  Sclierk  et  dont  nous  avons 
donne  1'eqnation  an  n°  180  Nous  Jes  relromerons  plus  loin  La 
•surface  minima  de  revolution,  qui  est  1'alysseide  deja.  <5tudiee  an 
n°  66,  coirespond  a  la  valeur  o  de  a,  I'hclicoidc  gauche  a  plan 

diiectenr  correspond  (n°  196)  a  la  valeur  -  de  la  meme  constante 

201  Clierchons  encore  toutes  les  surfaces  minima  qui  rentrent 
•dans  la  classe  des  surfaces  spu  ales  signalees  au  n°  89  et  decou- 
vertes  par  M  Maurice  Levy  Ces  sui  faces,  nous  1'avons  vu, 
jouissent  delapropnete  de  reprendre  leur  position  initiate  si  on  les 
fait  tournei  d'un  angle  qnelconque  6  autour  de  leur  axe  et  si  on 
les  soumet  ensiute  a  une  transformation  homoth^tique  dont  le 
pole  est  sur  cet  axe  et  pour  laquelle  le  rapport  de  similitude  est 
^£z9,  a  de'Signant  une  constante  Si  1'on  a  pus  pour  axe  des  z  1'axe 
de  la  surface,  il  faudia  done  que  la  fonction  {^(P)  lelative  a  la  po- 
sition nouvelle  que  prend  cette  surface,  apres  la  rotation  d'angle 
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6,  soit  e«ale  a 

° 


En  appliquant  ici  les  formules  (a3),   on  aura  1'eqiuiLion  fonc 

lionnelle 

e«6^(p)  =  5?(^e-'0)e-2'0 

Posons 


on 


Si  done  on  prend 

7)1  =  Z  —  «t, 

vjendra 


et,  par  consequent,  X(P)  sera  une  constanLc 
On  a  done 

(25)  J>(c)  =  (4  +  Bz)«'"a-|-fll, 

on  tiouveia  de  meme 


Nous  Jaissons  an  lecLeurle  soin  de  verifiei  qu'.'i  ccs  expressions 
des  fonclions^j  ^  coircspond  une  suifacc  qui  joint  o  (Tec  Live  me  uc 
cles  piopnetes  qne  nous  avons  reclierchees  Sj  Ton  suppose  a  =  o, 
onretrome,  comme  il  falJail  sy  altendrc,  les  Iiclicoidcs  du  nn- 
mero  precedent 
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CHAPITRE  IV. 

•RnPIll'-SCNTATIONS    COWFORMES    DES    SURFACES    MINIM  V 

Element  lnieaiie  de  la  sin  face  minima  et  de  sa  icpiosentation  sphuiqiie  —  La 
icpusenlaLion  sphuique  icalise  un  tiace  geogiaplnque  de  la  suilare  minima 
sui  la  spliuc  —  Pioblunc  de  Minding  —  Trace  googiaplnque  sui  lc  plan  dans 
lequel  IPS  li§ncs  do  combine  sont  lepitsenLccs  pai  les  dioiles  paiallcles  aux 
axes  —  Tlicoicme  de  Boiu  —  Recherche  des  surfaces  minima  a  lignes  de  coui- 
buie  planes  —  Sin  face  de  M  0  Bonnet  —  Suiface  de  M  Ennepci  —  Foimcs 
diveisi's  de  1'dumcnl  linuaue  — Repicsentatious  planes  de  la  suiface  indiquc.es 
pai  Riemann 


202  Les  resultals  oLtenus  Jans  les  CIiapiLres  precedents  cou- 
duisent  a  un  giand  nombie  de  consequences  Nous  aliens  deve- 
lopper  d'aboui  celles  qui  concernent  les  diffeientes  representa- 
tions de  la  sin  face 

Les  formules  (17)  [p.  289]  nous  donnenl  d'aborJ  pourTelement 
lineaire  de  la  suiface  I'expression  sun  ante 

(r)  ds~=  (n- 


ti  lacfuelle  nous  joindrons  celle  qui  determine  1'element  Imeaire 
de  la  representation  sphenque 

(2)  d^ 

^ 

La  comparaison  de  c6s  formules  met  en  evidence  une  proposition 
du  plus  haul  mte"r<!t,  due  a  M  O  Bonnet  .  La  representation  sphe- 
nque de  la  surface  minima  realise  une  representation  con- 
joi  me,  un  ti  ace  geographique  de  la  surface  sur  la  sphei  e 

II  est  aise"  de  demontrei  que  cette  propriete  caracterise  les  sur- 
faces minima  Toute  surface  auti  e  que  laspheie,  poui  la- 
quellc  I1  angle  de  deux  couibes  est  egal  a  celui  de  leurs 
lepresentatwns  sphet  iques,  est  necessau  ement  une  surface 
minima  Cela  resulte  imme'diatement  de  la  proposition  dnoncee 
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au  n°  1-42  Nous  avons  vu  que,  si  Ton  considere  une  courbc 
passant  en  un  point  M  de  la  surface  et  y  admettant  une  lan- 
gente  MT,  elle  a  pour  representation  spheriqiie  une  coiube 
qui  passe  au  point  m,  image  de  M,  en  y  admettant  pour  tangentc 
une  choite  perpenchculaire  a  la  tangente  conjuguee  de  MT  II  suil 
de  li  que,  si  deux  combes  issues  du  point  M  y  admettent  les- 
deux  langentes  MT,  MT',  Tangle  de  leurs  lepiesentalions  sphe- 
riques  en  in  sera  egal  a  celui  des  tangentes  MU,  MU'  consignees- 
de  MT,  MT'  L'mdicatuce  de  la  surface  cherchee  doit  done  etre 
une  courbe  telle  que  Tangle  de  deux  qnelconques  dc  ses  diameties 
soit  egal  a  celui  des  diameties  conjugues  Cette  piopricte  n'appar- 
tient  qu'au  cercle  et  a  1'liyperbole  equdateie,  la  suiface  cheichce 
ne  pent  done  etre  qu'nne  sphere  on  une  surface  minima 

Plus  generalement,  s'll  existe  sui  une  suiface  un  systeme  or- 
thogonal admettant  pour  lepresentation  spherique  un  sssfrine 
orthogonal  et  ne  se  confondant  pas  a\ec  celui  qui  est  forme  par 
les  bgnes  de  combure,  on  aim  era  a  la  me  me  conclusion  Car 
1'hypeibole  equilateie  est  la  seule  comque  pour  laquellc  deux  dia- 
meties  recLangulaires  ne  sc  confondant  pas  avec  les  axes  puissent 
admettre  comme  conjugues  deux  diametres  rectangulaires 

203  Imaginons,  d'apres  cela,  qu'6tant  doun^  un  systeme  or- 
thogonal (S)  quelconque  trace  sur  la  sphere  de  layon  i,  on  pro- 
pose de  trouver  toutes  les  surfaces  (S)  telles  que,  si  Ton  effectue 
leur  representation  spherique  sin  la  spheie  precedente,  les- 
courbes  de  la  surface  qui  coi'iespondent  a  celles  du  systeme  sphe- 
nque  oithogonal  (S)  forment  un  systeme  (S')  ^galemcnt  ortho- 
gonal Le  piobleme  amsi  pose  sera  susceptible  d'unc  double  so- 
lution ou  bien  le  systeme  (S')  sera  forme  des  lignes  de  combure 
de  la  surface  et  alors  la  question  sera  ramene'e  a  la  suivante  sur 
laquelle  nous  avons  d(^ja  donne  quelques  indications  (n°  162)  . 
Ti  Oliver  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbiu  e  admettent 
pom  image  spherique  les  com  bes  cVun  systeme  oithogonal 
donne }  ou  bien  le  sjsteme  (S)  ne  sera  pas  forme  des  bgnes  de 
courbure  et,  dans  ce  cas,  la  suiface  devia  etre  une  suiface  mi- 
nima qui  sera  d'ailleurs  quelconque 

Les  remarquesprecedentesexpliquentcei  tains  resultats  obtenus 
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par  Minding  dans  un  travail  (')  public  en  1802  Ce  savanl  geo- 
metre  commence  par  gene"ialiser  et  elendrc  a  une  surface  quel- 
conque  la  noLion  des  meridiens  et  des  paralleles  Les  .mendiens 
sont  les  courbes  pour  lesquelles  la  normalc  a  la  surface  est  pa- 
rallele  a  un  plan  veitical  fixe,  les  paralleles  sonl  les  courbes  pour 
lesquelles  le  plan  tangent  fait  un  angle  constant  avec  le  plan  ho- 
rizontal En  d'autres  termes,  dans  la  representation  splienquc  de 
la  surface,  les  meridiens  et  les  paialleles  dc  la  surface,  tels  qne 
nous  venons  de  les  deTinir,  correspondent  aux  mendiens  et  aux 
paralleles  de  la  sphere  Minding  se  propose  de  lechercher  touteb 
les  surfaces  sur  lesquelles  les  me'ridiens  et  les  paralleles  forment 
un  systeme  orthogonal,  et  il  obtient  deux  classes  bien  distinctes 
de  surfaces  satisfaisant  aux  conditions  posees  Les  uncs  sont  les 
surfaces-moulures  deja  ctudiees  par  Monge,  les  autrcs  sont  Ics 
huifaces  minima  Ces  icsultats  sont  une  consequence  directc  des 
remarques  qui  precedent,  etnous  pouvons  ajouter  quc,  sur  loule 
surface  minima,  le  lescau  foime  par  les  mendiens  et  les  paralleles 
sera  to  uj  ours  jsolhermc,  car  il  correspond  d  un  systeme  isothcrmc 
de  la  J  sphere.  C'est  ce  que  les  formules  (2)  [p  296]  nous  per- 
mettent  d'ailleurs  de  venfiei  Les  parall6les  seiont  definis  par 
1'equation 

c"  =  const          uu         mil  =  const  , 

etles  mendiens  par  1'equalion 

c  u 

—  =  const  ou         —  =  const 

c  iii 

Si  done  on  fait 

u  =  pelu>,        uL—pe-1^, 

1'dlement  hn^airc  de  la  surface  aura  pour  expression 


Les  courbes  p  =  const  sont  les  paralleles,  les  courbes  co=:  const 
les  mendiens  de  la  smface,  et  1'expression  de  1'element  hneaue 


(')   MINDING,  Uebei  eimge  Giundjoimeln  cter    Geodasie  (Jownalde  Ciclle, 
t   XLIV,p   66,  iSJj) 
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montre  Lien  que  ces   deux  families  de  courbes   constituent  un 
sy  steme  isotherme 

En  particular,  si  1'on  a 


1'  element  Imeaire  deviendra 


la  suiface  sera  applicable  sur  nne  surface  de  revolution,  les  me- 
iiJiens  et  les  paralleles  se  correspondant  respectivement  sin  les 
deux  sin  faces 

20  i  Nous  allons  mamtenant  faire  connaitre  d'dutres  lepre"- 
sentations  conformes  de  la  surface  minima  qm  ont  etc  mdiquees 
par  Rjemann  dans  un  Memone  important  sur  lequel  nous  aurons 
a.  icvenii  ('  ) 

Faisons  correspondre  au  point  (u,  u\}  de  la  surface  le  point 
d'un  plan  dont  les  coordonnees  rectangulaircs  x\,  j'{  sont  deter- 
mnices  par  les  formules 


i-ri  = 
(  &1  —  V'i  =  J  \l'i 

II  resulte  immediatement  des  formules  (22),  etabhes  au  n°  199, 
que  cette  coirespondance  est  mdependante  de  1'orientarion  de  la 
surface  C'est  ce  que  metlront  d'aillems  en  evidence  les  propo- 
sitions que  nous  allons  obtenir 

L'element  Ime'aire  de  la  surface,  determine  par  la  formule  (i), 
prendia  la  forme 


(4)       ds'-=       (l 

R  designant  le  rayon  de  courbure  principal  d^termmd  par  la  pie- 


( ' )  RICMANIN,  Ueber  die  Flache  vom  hlemsten  Inhalt  bei  gegebenei  Begi enzung 
(OEuvres  completes,  p  aS3,  et  t  XIII  des  Memoues  de  la  Societe  Boy  ale  do 
Gcettingue,  1867) 
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miere  foiniule  (i5)  [p    802]    L'element  hneane  ds  de  la  lepre- 
sentation  spheiique  aura  de  me"  me  pour  expression 

(5)  da*=^(dx\-+-d}\) 

La  premiere  de  ces  deux  formules  demon  tie  la  propiiele  quc 
nous  avons  aunoncee  La  repiesenialion  de  la  siuface  minima  sur 
le  plan  constitue  un  trace  geographique  de  la  surface,  et,  si  11011  = 
nous  zepoitons  aux  equations  (i4)  et  (16)  du  Chapitie  precedent 
[p  3oa  et  3o3],  nous  reconnaissons  mimediatement  que,  dans  ce 
tiace  geographique  de  la  suiface  minima,  les  lignes  de  eouibuie 
sont  represenl^es  par  les  dioites 

KI  =  const  ,        Yi  =  const  , 

paralleles  aux  axes,  et  les  lignes  asjmptoLiques  par  les  dioites 
sci  -r-y\  =  const  ;        dCi  —  j'i  =  const  , 

paralleles  aux  bisseclrices  de  ces  a\cs. 

Les  formules  (4)  ct  (5)  mettent  encore  en  evidence  tine  propo- 
sition mteressante,  que  1'on  pent  d'ailleurs  lattaclier  a  celles  qui 
concernent  le  Liace  geographiqne  de  la  suiface  minima  sui  ta 
sphere  Les  lignes  de  combine  qui  Joi  ment,  sin  lasu/Jace, 
un  svsteme  isotliei  me,  admet  lent  pour  i  epresentation  sphe- 
}  tf/ue  un  systeme  qui  est  aussi  isotliei  me  Mais  celle  propnete, 
prise  dans  son  enonce  le  plus  ge'ne'ra],  ne  caiacterjse  nullement 
les  surfaces  minima,  elle  appartient  aussi,  par  exemple,  aux  sur- 
faces de  revolution  et  aux  surfaces  du  second  degre  (n°  12 


205   On  obtient  d'autres  propositions  qui  men  tent  d'etre  signa- 
lees  en  mtioduisant  dans  les  formules  les  deux  fonctions 


(G) 

On  aura  alors 


a  =2-1  H-r>i, 


_. , 
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A',  B'  desiynant  les  denvees  des  fonctions  A  et  B,  et  les  elements 
hneaues  ch  et  rh  aiuont  pour  expressions  nouvelles 


(  i  -t-  AB  V  dr,  dQ  ,  ,       4  V  B'  rfa  rfS 

,  V;D,      >     ^  =        VD  , 

4  \  B'  (1-t-A.B)1 


De  la  resulte  le  theorems  suivani 

Si  I'on  a  mis,  d'une  incuuei  e  quelconque  •,  V  element  hneau  e 
de  la  sphei  e  sous  la  foi  me 


V  element  linean  e 


dsn-  = 


set  a  celui  d'une  surface  minima  pour  laquelle  v  +  ft  et  a.  —  ft 
set  out  les  pai  ameti  es  des  hgneis  de  com  bin  e, 

qiu  a  etc  enonce,  pour  la  premiere  fois,  pai  Bonr  (  '  )  et  qui  lesulte 
aussi  des  belles  recherches  de  M  Wemgarten,  snr  lesquelles  nous 
aurons  a  levenir,  poiu  les  exposer  dans  tons  leurs  details 

Introduisons  clans  les  formules  de  1M  Weieistiass  les  notations 
nouvelles  definies  pai  les  equations  (6)  et  (7),  ces  foi  mules  se 
changeront  dans  les  suivantes 


(y) 


([in,  sous  cette  foiine,  ont  ete  donnees  parEnnepei  en  1864,  dans 
1'article  cite"  pins  haut  (-)  Si  on  les  lapproclie  du  tbeoreme  dc 
Boiu ,  elles  permetten t  de  determiner  les  surfaces  minima  admettant 
pour  representation  sphenque  de  leurs  lignes  de  courbine  un 
53- steme  ibOthcrme  donne  de  la  sphere  En  effet,  si  ce  sjsteme  iso- 


(')  BOHR,  Thcone  de  la  deformation  des  surfaces  (Jouinal  de  I'Ecole  Poly- 
tec/Ltiique,  \\VIV  Caluer,  p  118-119,  1862) 

(J)  Elles  se  tiouvent  aussi  sous  une  foime  legeiemeiU  diflTerente  cl.ins  le  Me- 
Jiione  clc  Ricinanii  (GEuviei,  completes,  p  ^92) 
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iherrae  esl  donne  de  forme  et  de  position,  on  connaitia  les  fonc- 
tions  A  et  B  et  les  foi mules  precedents  donncront  la  suiface 
minima  chercliee  Les  sin  faces  homotlietiques  s'obtiendront  en 
lemplacant  a  et  [3  pai  mv  et  /?z(3,  in  etant  une  constante. 

206  Proposons-nous,  par  exemple,  dc  tiou^erles  surfaces  mi- 
nima admcttant  pour  representation  sphenque  les  systemes  iso- 
thcimes  composes  de  deux  families  de  cercles  Le  pkib  geneial  de 
ces  systemes,  dans  lequel  les  cercles  de  chaque  famille  passenL 
par  deux  poinls  distincts,  correspond,  avec  nn  choix  convenable 
des  axes,  aiiK  valours  suivantes  de  A  el  de  B, 


/i -A  a  _  A  —  A  (3 

A  =  I  / .-  Laii:}-,         B  —  1  / —  tangJ-, 

y/    i  -+-  A        ^  i  \i-r-h        D  2 

/i  designant  une  constante  reellc  mfe'iienre  a  i  Les  formal  es 
precedences  nou^  donneiont  alors 

i 

v  —        [A(  y.  -+-  S)-t-  sinx  -f-  sin  8], 

2  v/  i  —  A2 

(10)  r=        [a — 8 -4- A  ism  a  —  sinS], 

\          /  »/  //i1-1  ' 

2/1  —  A- 

j  = [  cos  a  H-  cos  8], 

\  2 

L' element  hneaire  de  la  suiface  seia  delermme  par  la  form  ale 

T        T       a-p        .         a-r-P]2  /     /a 

f/52  =  r-     cos -H  A  cos ay.  dp 

i  -  A2  1_  2  2.     J 

Si  Ton  pose 

a  =  X  -f-  tfJL, 

B  =  X  —  i[x, 

"),  et  [/.  seront  les  paramelres  des  lignes  de  courbure  Multiplions 
pai  \j'~i  —  h- ,  les  expressions  des  coordonnees  prendiont  la  forme 
suivante 


00 


x  =  AX  -+- 

y  = —  [a  +  hi  sin  z  [Ji  cosX, 

^  =  \/r  —  A2  cofeX  cos[j.j, 
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et  1'ele'mcnt  liueaire  aura  pom  valeur 

(12)  (h-  =  [cOSi(J.4-/lC05Xp(rfA2-|-f/|J(.2) 

Ces  formules  ont  ete  donnees  par  M    0    Bonne L  ( ' ) 

La  surface  pi ecedente  n'a  pas  encore  ete  etudiee,  croyons-nous 
Pauni  ses  piopnetes,  nous  signalerons  les  suivantes 

La  section  pai  le  plan  des  xy  se  compose  d'un  nombre  ilhmiLc 
de  chainctles  toutes  dgales,  ayant  leurs  bases  paialleles  a  1'axc 
desj  Ces  cliainettes  sont  des  lignes  de  courbnre  planes  de  la  sur- 
face Pai  celle  propnele  d'avoir  pour  hgne  de  courbuie  une  chai- 
nette,  qiu  suffirait,  nous  le  verrons,  a  la  determmei,  la  sin  face  se 
lapproche  de  1'alysseide  qui  conespond  a  1'hypo  these  h  =  o 
Mais  le  plan  de  la  chainelle  n'esL  pas  un  plan  dc  s^meLue  de  la 
surface  el  la  coupe  sous  uu  angle  constant,  donl  le  cosinus  est 
egal  a  h 

Lcs  lignes  de  couibure  p  =  const,  sont  des  courbes  analogues  a. 
la  cycloide  et  clout  on  obtiendia  la  foime  en  projetant  une  cycloide 
allongee  sur  un  plan  paiallele  a  la  base  de  celte  combe  Elles  sont 
definies  dans  leui  plan  par  deux  equations  de  la  forme 

x  =  h\  -+- 


y  =  \/  a~  —  h-  cos  A, 

> 
OLI  A  est  le  parametre  variable,  et  elles  sont  rectifiables 

207   Sui  une  sin  face  quelconque,  les  lignes  de  courbure  planes 
bout  caiactensees,  nous  le  verions,   par  la  propri6te  d'admettre  \ 

com  me  repiesentation   sphenque   un    peLit  cercle  de  la  sphere 
Pour  obtenir   toutes   les    surfaces   minima  a  lignes  dc  combine 
planes  dans  les  deu\  systemes,  il  nous  suffira  done  de  jomdre  a 
la  sin  face  precedentc  celle  qui  admet,  pour  icpiesentation  splie-  * 

nque  de  ses  lignes  de  couibure,  le  systeme  paiticulier  de  ceicles  » 

dans  lequel  les  cercles  de  chaque  famille  sont  tons  tangents  en  un  { 

meme  point  et   ont    pour  piojection  ster^ograplnque  deux  sys-  | 

times  de  dioites  lectangulaires  (2)    La  surface  correspondante,  \ 


(']  Cojnptes  rendus,  t  XLI,  p    1067,  iS55 

(J)  II  scrait  inutile,  on  le  clemontie  aisdment,  de  lechercliei  les  sin  faces  minima 
a  lignes  de  combine  planes  dans  un  scul  systeme  En  eflet,  toute  sin  face  minima 
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qui  est  comprise  comme  cas  limite  dans  la  precedence,  piesente 
les  propnetrs  les  pins  interessantes  et  niente  d'etre  etucliee  d'unc 
mameie  detaillee   Elle  a  e"te  signalee  par  M    Enneper  (  '  j 
Dans  ce  cas,  il  iaudia  faire 

A  =  a,        B  =  p, 

on,  ce  qui  esL  la  memo  chose,  rcmplacer  dans  les  formules  de 
M  Weieistiass  3(u),  3\(u\)  par  uno  memo  constante  Pienons 
cette  constanle  cgalc  a  3  Nous  aarons 


et  si  1'on  pose 

n  =  a—  zp, 

y  et  [3  seiont  les  paramelies  des  hgnes  de  couibure 

On  a  d'abord,  en  devcloppant  les  expressions  dcs  coordomiecs, 


La  suiface  est  al^ebuque  el  umcuisale  Dans  le  trace  geogra- 
phiqne  siu  le  plan,  les  sections  planes  sonL  represeiitees  par  des 
conrbes  clu  troisieme  degie  qui  n'ont  aucun  point  comniun  eL,  par 
consequent,  la  surface  est  clu  neuvieuie  deyre 

Les  plans  des  Lgnes  de  couibuie  ont  respectnement  pour  equa- 
tions 


z  —    a  —i       =  o, 


admeltanl  pom  icpiusenlation  sphdnquc  dc  ses  Iignes  dc  couihuie  un  sjstcme 
oitliogonal  ct  isothetme,  on  seiaiL  conduit  a  icclicichei  siu  la  spheic  un  sj'sleme 
isoiheimc  dont  unc  dcs  families  settlement  seiaiL  composce  de  ceicles  Oi,  la  pio- 
position  demonlrce  au  n°  127,  rclaUvcment  au\  S3stcme5  isoLlicuncs  plans  dont  une 
famille  est  composee  de  ceicles,  s'etend  immediatemenl,  par  une  simple  mvcision, 
aux  S}stLmes  sphuiques,  et  clle  nous  per  met  de  conchue  tju'il  n'evisLe  pas  siu 
la  spheie  dc  S3rsteme  isothcime  dont  une  seule  famille  soit  founee  de  ceicles  Pai 
suile,  il  n  e\iste  pas  de  suiface  minima  a  Iignes  dc  combine  planes  dans  un  seal 
sysl(_me 

(!)  ENNFPCR   (\  ),  Analy  tisch-geometi ische  Unteisuchungen  (Zeit&chuft  fiu 
Mathematik  und  PliysiK,  t   IX,  p   108,  186  j) 
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Nous  verrons  comment  on  pent  les  constrnire  geometiiqueinenl 
Iliesulte  d'ailleurs  cles  foi  mules  (14)  que  les  lignes  de  courbnre 
sont  des  combes  unicuisales  du  lioisieme  oidie,  et  nous  aliens 
monlrer  qu'elles  sont  ;  ectifiables 

En  eflet,  le  calcul  de  I'element  Imeaire  dela  suiface  nous  donne 

ici 

ds*  =  g[r  -f-  a2  4-  p']3(</a"  -1-  ^p2), 

el  si  Ton  fait,  par  e\emple,  (3  =  const  ,  on  am  a 

<fc 
el,  en  integrant, 


LaissanL  an  lectem  le  som  de  demonlrer  que  les  lignes  asymplo- 
iiques  sont  a  la  fois  des  helices  et  des  cubiques  gaudies  iccLi- 
liables,  nous  aliens  cliercliei  ce  que  devient  ici  la  generation  quc 
no  n  b  a\ons  donnee  an  n°  105  pom  loutes  les  surfaces  a  lignes  de 
oouibure  planes 

L'equalion  du  plan  tangent  an  point  de  parametics  a,  [3  prcnd 
ici  la  foime 

db)        aar  —  apj)  +(^--+-  $*  —  i),=  -h3  p2  —  3?2-+-  P'1  —  a'-  —  o 

Si,  conform^ment  aux  rndthedcs  du  n°  101,  on  I'ecuL  de  la  ma- 
mere  smvante 

(x  —  f\a.}-  +y2-h(z  —  9  a2  -t-i;2  _(j_  4^,2  _-ra  _f  -  _H2p_  ,^  —  Oj 
on  voit  qu'jl  est  le  plan  ladical  des  deux  spheres  de  raven  mil 
(x  —  4a)2  +  72  -+-(  ;  —  2  a2  H-il2  =  o, 

^2-i-0    —  4p):-t-(-+  2p  —  II2  =  0, 

donL  les  centres  decnvent  deux  paraboles  qiu  sontfocales  1'nne  de 
Tautre  L'appltcation  du  tbeoieme  du  n°  105  nous  donne  done  la 
generation  smvante  de  la  surface  de  M  Enneper 

Consideions  dans  Vespace  deux  pai  aboles  qui  sont  focales 
I'  line  de  I'auti  e  La  SID  face  est  I'enveloppe  des  plans  eleves 
perpendicidau  ernent  sui  les  milieux  des  coi  des  qiu  joignent  les 
points  de  I'  line  des  cow  bes  aux  points  de  Vautre  Les  plans  noi- 
maux  aux  denxpai  aboles  aux  exti  enutes  de  rune  de  ces  cordes 
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sont  les  plans  des  lignes  de  combine  qui  passent  pen  le point 
de  contact  de  la  surface  et  dii  plan  perpendiculaire  sw  le 
milieu  de  la  coi  de  La  suijace  ( fig  1 1\ )  est  ainsi  consti  uile  pen 
plans  et  pai  points. 


us  la  iiiocltilt!  conblunl  pni  M   tr  Hciting  uL  f.iisaut  pnilic  de  In  collection 
clc  M  L  Bull,  ,i  Dnimstndl  ) 

Lc  iLseau  rectangulanc  figuiL  sui  la  suifacc  est  compose  des  lignes  clc  combine 
les  combes  en  cliagonale  sonl  clcs  lignes  asymptoliqucs 

L'equaLion  du  plan  tangent  nous  monLie  d'ailleurs  que,  dans  le 
Jrace  geograpluquc  de  la  surface,  les  courbes  de  contact  des  cones 
ouconsciits  a  la  s  in  face  sonl  repie'senlecs  par  des  combes  du  qua- 
tueme  oidre  a}7ant,  on  le  reconnaitia  aisement,  10  points  com- 
mims  a  I'lnfim  La  classe  de  la  surface  seia  done  egale  a  4~ — 10 
on  6. 

208  L'apphcaUon  du  theoreme  cle  Bour  conduit,  pour  Felement 
lineaire  des  surfaces  minima,  a  diverses  formes  que  1'on  rencontre 
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clans  les  applications  et  qu'jl  est  bon  cle  connailie   JNous  allons  Ics 
signaler  lapidemenl 

Pieuons  d'aboid  1'element  hncaiie  de  la  sphere  sous  la  forme 

_   \  di  dy 
**'-(*  -7? 

Si  Ton  remplace  x  ct  y  par  des  fonclions  A  et  B  do  cr  eL  dc  (3,  on 
aura 

T_  4  A'  B'  da  M 

"U=TBy-' 

Pa  i1  suite,  on  trouveia,  pom  1'element  lineaire  cle  la  suiface  mi- 
nima, la  loinie 

,      r  v  -  n 


En  substituant  a  y  et  a  [j  les  variables 


on  aura 

(17) 


Cette  forme  a  etc  obtcnue  pai  M    0    Bonnet  eL  par  Bom 
Si  Ton  emploie  la  forme 

,  4  dr  dv 

da*  =  ~  , 

(v-^-xyy 

pom  1'element  lineaire  de  la  sphere,  on  sera  conduit  cle  memc  a 
1'expiession  sun  ante  de  1'element  hneane  de  la  surface  minima 

08;  f^a  =  (i4-A1BI)2rfa1rZj3ll 

qm  est  due  a  M   Lie 

209  Nous  teimmcrons  ce  Chapitre  en  signalant  d'autres  traces 
geogiaphiqnes  de  la  surface  sur  lesquels  Riemann  et  M  Bel- 
trami  (')  ont  appele  ]  'attention. 


(()  RIEMXNN*  (B  ),  Uebei  die  Fluche  vom  Idemsten  Inhalt  bei  gegcbenei  BQ- 
gienzung  (OEuvics  completes,  p  aS3) 

BELTIUMI  (E  ),  Sulle  piopjieta  geneiah  delle  supeificie  d'atea  minima 
(Memones  de  I'Academie  dcs  Sciences  de  Bologne,  i"  scue,  t  VII,  iSGS) 
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Us  leposent  sur  la  propiiete  suivanLe  Les  sections  de  toute 
siu  face  minima  par  line  sene  de  plans  paralleies  constituent 
line  famdle  de  com  lies  isothei  mes  de  la  siu/ace. 

Employons,   par  exemple,   les  formules   de  M     Weierstrass 
Toute  fonction  lineane  des  cooidonnees  x,  y,  z  d'un  point  de  la 
smface  seia  de  la  forme 

a  x  -r  by  -4-  c  z  —  $  (  u  )  -+-  $  i  (  «i  ) 

Par  consequent,  les  sections  de  la  surface  par  les  plans  paralleies 
ax  -*-b}  -+-  cz  =  const 

constituent  une  des  deux  families  da  sjsLeme  defini  pai  les  equa- 

tions 

<lj(z0  -1-  ^i(iii)  —  const  , 
clji("i  )=  const  , 


systemc  qui  est  a  la  fois  isotherme  et  ouhogonal  Si  Ton  onente 
la  surface  de  maniere  qne  les  plans  secants  soienl  honzontaux,  les 
trajecloires  orthogonales  deviennent  les  Lgnes  de  plus  grande 
pente-  cle  la  suiface 

II  resulte  des  remarques  d6veloppees  au  Cliapitre  II  que  Ton 
peut,  si  la  suiface  est  donnee,  obtenir  par  des  differentiations  et 
des  eliminations  les  fonclions  ®(u),  <E>i(ii|)  On  pourra  done 
toujouiss  determiner  sans  aucune  quadiatiue  les  lignes  de  plus 
grande  penle  de  toute  surface  minima  donnee 

Si  Ton  fait  correspondre  au  point  (u,  i^)  de  la  suiface  le  point 
d'un  plan  clont  les  cooidonnees  lectangulaires  x01y0  sont  donnees 
paries  relations 

:ro-4-iv0  =  *(zj),        -TO  —  yo  = 


on  aura  les  tiaces  geographiques  dont  nous  voulionsparler,  etpour 
lesquels  une  se>ie  de  sections  parall6les  de  la  surface  esl  repre- 
sentee,  sin  la  carte,  pai  les  droites  paralleies  a  l'a\e  des  y,  tandis 
que  les  droites  paialleles  a  1'axe  des  x  represented  les  lignes  de 
plus  grande  pente  de  la  surface 

11  existe  evidemment  une  infinite  de  traces  geographiques  de  ce 
genre,  puisque  1'on  peut  choisir  arbitrairement  la  direction  des 
sections  paralleies 

D  —  I  21 
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CHAPITRE   Y. 

LA    SUHFACE    ADJOINTE    DE    M.    O      BONNET 

Sui  faces  minima  associees  a  une  surface  clonndc  —  Suiface  adjointe,  formulcs 
qui  la  detei lament  —  Formules  de  M  Schwniz  —  Piopositions  dnectes  et 
icciproques  iclatives  a  I'apphcation  et  au  tiace  gcographique  dessnifaces  les  unes 
sin  les  autres  —  Proposition  de  M  Bonnet  lelatne  au\  lignes  de  combine  et 
au\  lignes  asjmptotiques  de  la  bin  face  adjomtc  —  Determination  de  toutes  les 
snifaces  minima  apphcables  sui  unc  sin  face  minima  donnec  —  Suifaces  mi- 
nima apphcables  sur  une  suiface  de  involution  on  sur  une  suiface  spuale 


210.  Considerons  une  suiface  minima  deTmie  paries  formules 
generates  de  Monge, 


0) 


y  = 


oil  les  foncLions  A,  B,  C,  A1?  B,.  C,  satisfont  respeclivement  aux 
deux  conditions 


L'element  lineaire  de  ceite  surface  sera  donne"  par  la  formule 
ds*  =  z(dA.  ^A!  H-  dB  dBi  +  dC  rfC,  ), 


par  consequent,  il  aura  la  meme  expression  pour  toutes  les  sui- 
faces  minima  d^fimes  par  les  formules 


(3) 


ou  a  d^signe  une  constante  quelconque.  Toutes  ces  surfaces 
sont  e"videmment  apphcables  les  unes  sur  les  autres,  et  les  points 
coirespondants  sur  deux  quelconques  d'entie  elles  sont  ceux  qui 
sont  de'termme's  par  les  m^mes  valeuis  de  t  et  de  T.  On  recon- 
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naitra  aisement  qu'en  ces  points  les  plans  tangents  aux  suifaces 
sont  paialleles 

Nous  dirons  que  les  equations  (3)  de'fimssent  une  famille  de 
suifaces  associees  Pour  y  —  o,  on  retrouve  la  suiface  defmie  pai 
les  equations  (i),  pour  a  =  -,  OQ  obtient  la  symetrique  de  cette 
surface  par  lappoit  a  1'origine  des  coordonnees. 

Parmi  les  suifaces  associees  a  une  surface  donnee,  on  doit  dis- 

tinguer  particuheiement  celle  qui  correspond  a  la  valeur  -  de  y 
Elle  est  delime  pai  les  formules 


Nous  lui  donnerons  le  nom  de  suiface  adjoinle  a  la  proposce 
Elle  a  ele  decouveite  par  M    0    Bonnet  (1)    Ses  relations  avec  la 
suiface  doiit  elle  de"uve  jouent  un  r61e  essenticl  dans  la  tlieone 
des  surfaces  minima 

Si,  clans  les  formules  (i),  on  lemplace  A(i)  par  A(i)  —  im, 
A((T)  par  A,  (T)  +  un,  m  designant  une  constantc,  la  surface 
pumiLive  ne  sera  pas  changce,  mais  la  valeur  de  XQ  seia  aug- 
mentee  de  zm  Comme  on  pent  opeier  des  changements  ana- 
logues pour  j  0,  50,  on  voit  que  la  surface  adjomle  pent  etre 
dc'plac^e  parall  element  a  elle-meme  et  subir  une  translation  quel- 
conque  Si,  d'ailleurs,  on  dchange  les  termes  relatifs  a  t  el  a  T, 
cette  surface  seia  icmplacee  par  sa  symetiique  lelativement  a  I'o- 
rigine  des  coordonnees  Ainsi,  la  surface  adjointe  a  une  surface 
donnee  n'est  pas  completement  defime  de  position 

Quand  on  emploic  les  formules  de  M  Weierstrass 


(5) 


/i  —  zi2  j    .  7         fi  —  it-, 
Sf(u)du-\-    \ 

rn-zi2j.    ,,  /*n-z«? 

=  il  —^ — $(u)du  —  il  — —L 

=     I  u$(u)du          -i-    I  iii 


(')  0    BONNLT,  Note  sui  la  theone  generate  des  surfaces  (Comptes  lendus, 
L  XXXVII,  p   52Q-532,  i853) 
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/I  It"  ~  .       ,  C\ 
rt(u)du  —  il 
2                                       J 

/\    -T-    U-  S  ,         .       7  /"l    -+•    iff 
$(u}du  —    \ — ^— 

-u  =      il  11$ (u) du  — i  I 


les  surfaces  associees  s'obtiennent  en  remplagant  3(ii],  3\(u\)1 
lespectivement  par  3(ii)e10,  3{(u\}e~ia  (') 

En  paiLicuher,  la  surface  adjointe  est  definie  par  les  equations 


(6) 


qui  se  dednisent  des  formtiles  (5)  par  la  substitution  de  i  3(u)  i 
r?(fi)  et  de  —  i  J'|  (z«, )  a  rf ,  (z^t )  A  chaque  nappe  reelle  d'nne  sui- 
iace  minima  correspondia  evidemment  une  nappe  reelle  de  la 
suiface  adjointe  Si  la  surface  proposee  est  algebrique,  il  en  sera 
de  me  me  et  des  sui  faces  associees,  el  de  la  surface  adjointe 

211  Quel  qtie  soit  le  systerne  de  determination  employ^  pour 
les  valeuis  de  x,  y}  ^,  a;0,  j0,  ^0,  les  coordonnees  X,  Y,  Z  d'un 
point  de  la  surface  associee  conespondante  a  une  valeur  quel- 
conque  de  u  s'expriment  de  la  manieie  suivante 

X  =  x  cos  a  -t-  sc0  sin  a, 
Y  =jcosa  +  ixusma, 
2.  —  z  cos  a  -+-  x:0  sin  a 

En  ecnvaut  que  le  carre  de  I'ele'ment  lineaiie  de  cette  surface 


est  independant  de  a,  on  est  conduit  aux  relations 

dx"-  -+-  dy-  -T-  dz-  =  dxl  •+-  d)  5  —  tfojj, 
i-  f//  rfj-  o  -T-  dz  dzQ  =  o, 


qu'il  est  d'ailleurs  aise  de  verifier  Ainsi,  non  beulement  une  sur- 
face minima  et  son  adjointe  sont  applicables  Tune  sur  1'autre  et 
elles  ont,  comme  deux  surfaces  associees  quelconques,  la  piopriete 
que  leurs  plans  tangents  aux  points  coriespondants  sont  paralleles 


(')  Ce  mojea  si  simple  d'obtenu  toute  une  famille  dc  surfaces  minima  apph- 
cablcs  sui  une  surface  minima  donnee  est  du  a  M  Schwarz  qui  I'a  donne  dans 
1'article  dqa  cite  [p  280],  Miscellen  aus  dem  Gebiete  dei  Mmimaljlachen 
p  286 
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mais,  cle  plus,  les  langcnles  a  cleu\  courbes  coirespondanles  sont 
toujours  perpendiculaires  Nous  clirons  alors  que  les  elements  cor- 
respondants  cles  deux  sin-faces  sont  ortliogonaux 


Avant  de  conlmuer  1'etucle  des  saifaces  associees,  nous 
remarqueions  que  les  for  mules  (8)  ont  conduit  M  Schysaiz  a  un 
procede  ties  elegant  cle  determination  de  la  surface  adjointe  (') 
Nous  avons  deja  demon  lie  que,  si  line  surface  minima  est  clonnee 
par  son  equation,  on  pent  ohtenn  par  des  differentiations  et  des 
eliminations,  et  sans  aucune  quadrature,  les  expressions  des  coor- 
donnees  en  fonction  cles  variables  «,  ut.  Ces  expressions  une  fois 
obtenues 


on  en  deduira  immediatement  celles  qui  conviennent  a.  la  surface 
adjoinle  et  qui  sont 


Les  formules  donnees  par  M  Scli^arz  exigenlT  a  LI  contiane, 
1'emploi  de  trois  quadratures,  mais  elles  sont  de  la  plu^  grande 
elegance  et  ont  des  applications  tres  importantes.  Nous  aliens  les 
faire  connaitie 

Designons  mamtenant  par  X,  Y,  Z  les  co  sinus  duecteurs  de  la 
normale  qui  sont  definis  par  leb  formules  deja  donnees  [p  296] 


—  r 


l-r-llll  I  -\-ltLli  I-}-  Hill 

x,  y,  z,  %Q:  }  o,  £0  ddsignant  les  coordonnees  de  deux  points  cor- 
respondants  sur  la  surface  minima  donnde  et  sui  la  suiface  adjointe 
On  am  a 

(    X  dx  -+-  Y  dy  -+-  2  dz  =  o, 
X  dx0  -+-  Y  cfva  -r-  Z  dz$  =  o 


(')  Scn\MnZj  Miscellen  aits  clem  Gebiete  dei  Mmimal/lacJien   p 
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Si  I'on  joint  ladeimeie  des  equations  precedentes  a  la  seconde  des 
formules  (8),  on  pourra  deteimmei  les  rapports  mutuels  de  dx0< 
dyQi  dz$  ,  ce  qni  donnera 

doi  o          _  d]  o      ^  _  <rZ^0 

Z  dy  —  Y  dz  ~  \dz  —  Z  dx  ~~  Y  dx  —  X  dy 

La  somme  des  cai'res  des  numeraleurs  est  egale,  en  vertu  des 
formules  (8)  et  (10),  a  la  somme  deb  carres  des  denommateurs  La 
valeur  commune  des  rappoits  precedents  est  done  egale  a  ±  i 
Mais,  si  Ton  remplace  dans  1'un  quelconque  d'entre  eux  X,  Y,  Z, 
dx,  ,  dx0,  .  par  leurs  valcuis  dediutes  des  formules  (5), 
(6)  et  (9),  on  obtient  —  i  pour  la  valeur  commune  des  tiois  lap- 
ports  On  a  done 

dj?0  =  Y  dz  —  Z  dy, 

(n)  dyo  -  Z  dx  —  X  d=, 

d^o  =  X  dy  —  Y  dx  , 

et  ^o,/oj  =o  seront  determines  par  Tintegiation  de  ces  trois  chfl'e- 
rentielles  a  deux  vaiiables  independantes,  que  Ton  pent  toujonrs 
former  quand  on  connait  1'equation  de  la  surface 

Lagrange,  nous  1'avons  vu  (n°  175),  avait  deja  remarque  que 
Texpression 

x-  7       v  7        p  fh  —  g  dr 

X  dy  —  Y  dx  —  '        _  '  _ 


doit  etre  une  different!  el  le  exacte 

213  Nous  avons  reconnu  que  deux  surfaces  associees  son  I 
applicables  1'une  sur  1'autre,  et  que  les  plans  tangents  aux  points 
correspondants  sont  paialleles  Reciproquement,  si  deux  surfaces 
sojit  applicables  I'  une  sin  VauLie  et  si  les  plans  tangents  aux 
points  con  espondants  sontpai  allcles,  elles  sont  necessaircment 
deux  sui  faces  minima  associees  Pour  e"tabln  cette  pioposition, 
nous  emploierons  le  systeme  de  coorclonnees  langentielles  (o/,  p,  £) 
du  n°  16o,  dans  lequel  1'expression  de  1'element  Imeane  est 

ds"-  =  (s  d$  -+-  dp  )  (z  da  -f-  dq  ) 

Pom  deux  plans  tangents  paralleles,  on  pent  toujouis  supposer 
que  les  coordonnees  u  et  [B  ont  la  meme  valeur  II  faut  done  re- 


LA    SURFACE    ADJOINTE    DC    M      0      BONNET  827 

chercher  SL  deux  valenrs  differentes  £,  £i  de  la  fonclicm  <•  peuvent 
donner  la  meme  valeur  de  ] 'element  Imeaire,  c'esl-a-dire  si  Ton 
peuL  avoir 

(12)         (-  d$  -t-  dp)(zch  -+-  dq}  =  (si  d$  -+•  dpi)(zL  da.  -t-  cft/i), 

s  et  £|  ayant  d'ailleurs  les  valeurs  suivantes,  mdique'es  au  n°  165, 


L'equalion  (12)  peut  etie  ve'rifie'e  de  deux  manieres  differentes 
On  pent  avoir,  soit 


SOIL 


z  da.  -+-  dq  =  y  (^4  di  -H 


-4-  rf/>  =  X  (^i  C^  -+-  %i  ), 


\  clesignant,  dans  les  deux  systemes  de  formules,   une  fonclion 
inconnue    Le  premier  systeme  donne  les  equations 


(16) 


Si  done  la  somme  z  4-  s  n'est  pas  nulle,  il  faudra  que  \  soil 
egal  a  ±  i    Alors  la  fonctioii 

^  q=5i  =  S 
devra  satisfaire  au\  trois  dqualions 

R=o,         T  =  o,         S  —  Pa  —  Qp+S(i  +  ap)  =o, 

que  I'on  r^soudra  facilement  et  qui  donnent 


A,  B;  G  etant  trois  constantes  qnelconques. 

On  reconnailra  aise'ment  qu'en  imprmiant  une  translation  con- 
venable  a  I'line  des  deux  suriaces,  on  peutannulei  S  et  avoir,  par 
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consequent, 

t±!i=° 

Les  deux  surfaces  pioposees  sont  done  egales  on  sjmetriques 
Celte  solution  pom  ait  e"tre  pievue  a  pi  101  1 
Mais,  si  Ton  a 

Z  -i-  S  =  0 

et,  par  consequent, 

SY-{-SI=  o, 

les  deux  surfaces  considerees  sonl  des  surfaces  minima  (n°  194) 
Revenons  aux  notations  du  Ghapitie  II[  et  soienl 


)  —  (H- 

les  equations  cle  nos  deux  surfaces  Si,  dans  les  formules  (16), 
nous  remplacons  les  deinees  /,  t,  ?  \,  t\  pai  leurs  valuuis,  nous 
trouveions 


Ges  cleu\  equations  montrent  que  \  est  nne  constante  Si  on  la 
designe  par  eia,  on  passeia  de  I'une  des  surfaces  a  Tautre  en  lem- 
placant  rf(«),  d?)(?/i)  pai  e'KJ(z/),  e~ia-3\(u(]  C'est  la  substitu- 
tion que  nous  etuchons  dans  ce  Chapitie 

Le  53-  steme  (i5),  que  nous  devons  maintenant  examiner,  nous 
conduit  aux  equations 


d'ou  Ton  decluit,  en  particuher, 


Cette  equation  expume  (nu  ICo)  qu'aux  points  correspondants 
des  deux  surfaces  le  produit  des  rayons  de  courbure  pnncipaux 
prend  des  valeurs  egales  et  de  signe  contraire  pour  les  deux  sur- 
faces D'apies  le  theoreme  fondamentalde  Gauss  que  nous  de*mon- 
trerons  plus  tard,  il  est  impossible  que  les  surfaces  soient  appli- 
cables  1'unesurl'autre,  etnotre  reciproque  est  ainsi  completemenL 
demontree 
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214  Les  metliodes  piecedentes  se  prttent  a  1'examen  d'une 
question  qui,  sous  un  enonce  different,  a  ete  Toilet  des  savanles 
recheiches  de  M  Matliet  ( ' ) 

Nous  avons  vu  (Liv  II,  Cli  III)  que,  dans  le  plan,  on  pcuL 
imagmer  une  infinite  de  methodes  de  transformation  avec  simi- 
htiide  des  elements  infinnnent  petit5;,  dans  lesquelles,  a  tout  ele- 
ment lineaire  passant  par  un  point  M  correspond  un  element 
passant  par  le  point  conesponclant  M'  et  faisant  avec  son  homo- 
logue  un  angle  qui  no  depend  que  de  la  position  du  point  M  et 
demeuie  constant  quand  le  premier  element  touine  autoiu  de  M 
Pcut-on  tianspoiter  ces  propnetes  a  I'espace?  Eit-il  possible 
d'etablii,  entre  deux  suiiaces  differcntes  (S),  (S|),  une  cones- 
pondance  point  par  point  avec  similitude  des  elements  infimnient 
petits,  pom  laquclle  I'angle  de  deux  elements  corrcspondanls 
passant  lespectivement  par  deux  points  M,  M'  des  deu\  surfaces 
ne  depende  que  dc  la  position  de  M  ou  de  M'  et  nullemcnt  de 
la  direction  de  I'un  des  elements'*  Telle  est  la  question  geneiale 
dont  nous  allons  cherchci  la  solution 

Soient  x,  y,  z}  x\,  j  ,,  r,  les  cooidonnees  de  deu\  points 
correspondants  sui  les  dcu\  stufaces,  qui  seiont  six  fonction^ 
inconnucs  de  deux  parametrcs.  Les  propiietes  de  la  tiansforma- 
tion  sc  liadiuront  par  les  deu\  equations 

(        dt\-\-    dy\    -+-    dz\     —\(dt--*-cl)'-~T-flz-], 

(17)  "  _ 

(   dv  dx^-r-dy  dy^-i-dz  dz^  —  \'  \'dc--Jrdj  --\-  dz-  \/di  i-*rdy{-t-  dz\ 

En  tenant  compte  de  la  premiere,  on  pent  remplacer  la  seconde 
par  la  suivante 

(17')  dx  dj?i  -j-  dy  dj'i  -f-  dz  d^i  =  JJL ( dx-  •+-  dj  2  -+-  dz- ), 

qui  est  rationnelle,   A  et  JJL  seront  d'ailleurs    des  fonctions  que 
1'^nonce  de  la  question  n'assujcttit  a  aucune  condition 

Pienons  comme  variables  independantes  les  paiamt^tres  v,   p 


(')  Mvurci,  Solution  d'un  piobhme  de  Geometi te  (Join nal  de  Lwiivtlle, 
2B  seue,  t  Vfll,  p  ii3 ,  1860)  Etude  sin  un  ceitam  mode  de  genei ation  da. 
suijaces  d'etendue  minimum  (mdme  tome,  p  3_>3) 
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des  lignes  de  longueur  nnlle  de  la  surface  (3)    On  aura 


V  1°  J 

1      da.     s        /0>' 


Les    equations     precedentes     nous     donneiont    les    relations 
nomelles 


(19) 


^IiV      /^L1  V  .L.  /'^lY  -        ^T^j       &         , 
dj.  I    ~"  ~  L  ^ 


.. 
da  /         ^  d-j        ~    )      Jy    Ja         rja    da         d»    da 


Les   deuv.   premieies   de  ces   relations  deleiminenL   ties    sim- 
plemcnt  les  lappoits  de   ~ ,  — ,    —     En  tenant   comnle    des 

11  iJ'J,        tiJ.          O'J.  ' 

equations  (18),  on  trouve 


fo, 


c)  f  (Jy  d  5 

tlj,  d-j.  O'j. 

et  1'on  aura  de  mcme 


Si  Ton  designc  respectivement  pai  6  et  6,  les  valeurs  communes 
des  rapports  precedents,  on  pouria  derive 


et  les   equations  analogues  en  y  et  z    En    elnninant  x\    on   ob- 
tiendia  1'eqnation 

,  d  r  \          d 


o  _  A  ^LL  _  ^  ^    ^°i  fj^  - 

1  lj  d     da        ^T  d3   ~°3 


a  laquelle  satisferont  pgalemeat  y  et  z    Par  suite  (n(>  84),  a  et  {3 
seront  les  paramelres  de  deux  families  conjuguees,  et  la  surface 
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[S),  admettantpourhgnes  conjuguees  ses  hgnes  de  longueur  nulle, 
sera  une  surface  minima.  II  en  sera  eviclemment  de  raeme  de  la 
surface  (S,)  De  plus,  les  formules  (20)  et  (21)  montient  qu'aux 
points  coirespondants  des  dcuv  surfaces,  les  lignes  de  longueur 
nulle  correspondantes  auront  la  meme  direction,  et,  pai  con- 
5equent,  les  plans  tangents  aux  deux  sui  faces  seront  paialleles 

Reciproquement,  si  Ton  prend  deux  surfaces  minima  quel- 
?onques  et  si  Ton  ctablit  la  correspondauce  entre  les  points  de 
3es  surfaces  par  la  condition  que  les  plans  tangents  y  soient  pa- 
ralleles,  pour  ces  points  coriespondants  les  quantites  u  et  u{  qui 
rigurent  dans  les  formules  de  M  Weierstiass  auront  les  memes 
vralems,  ct  ces  foimules  nous  permettent  dc  verifiei  que  toutes  les  J 

Delations  (19)  seiont  satisfaites  Ces  deuxsuifaces  donueront  done 
affective  men  t  la  solution  geiieiale  du  problcme  propose 

Si  deux  surfaces  sout  applicables  1'une  sur  1'autie,   la   corres-  jf5 

pondance  etabhe   entie  leurs   points  determine   evidcmment  nn  f  p 

irace*    geogiaplnque  de  1'une  d'ellcs  sur    1'autre    La   proposition  ',J ' 

^ue  nous  venons  d'elablir,  jointe   a   celle  que  nous    avons   ob-  l  ^ 

enue    au   n°    213,    nous   permct    done    d'e'noncer    les    resultats  ^  ^ 

3uivants  ^ 

Si  deux  surfaces  sont  applicables  Viuie  sui  Vautie  de  telle  *t" 

'name?  e  que  les  elements  con  espondants  /assent  e?itie  eux  un  V 

ingle  constant,  ce  sont  necessan  ement  deux  siu/aces  minima  ,^ 

'issociees  et  les  plans  tangents  aux  points  coj  /  espondnnts  sont  ^\ 

oaralleles.  '%J 

Si  deux  surfaces  sont  applicables  1'une  sin  Vautt  e  acec  01  -  ,*" 

'liogonalite  des  elements  coi  i  espondants,  elles  ne  peuvent  eti  e  * 

"[lie  deux  sui  faces  minima  dont  Vune  esl  adjointe  a  i\iutie  '  \ 

,V"i 

•}! 

21S    Nous   ne  quitterons  pas  ce  sujet  sans  remarquer  que  les  ^ 

"ormules  (7)  donnent  un  nouvel  evemple  d'une  surface  se  clefor-  J| 

nanl  d'une  maniere  continue  sans  cesser  d'etre  applicable  sur 
ille-meme  Lorsque  a  vane,  chaque  point  de  la  surface  decrit 
me  ellipse  ajant  son  centie  a  I'ongine  des  coordonnees  II  y  a 
ci  uneremarque  essentielle  a  fane  Dans  1'exemple  du  n°  77,  une 
portion  de  la  surface  ne  pouvait  se  deformer  indefimmen t  sans 
5e  plier  on  se  dechirer  des  que  Ton  depassait  cei  tames  positions 
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limites,  dans  1'exemple  acluel,  rien  de  pareil  ne  se  produitet  1'on 
peat  contmuer  mdefiniment  le  mouvement  de  deformation  d'une 
porh  on  quelconque  de  sin  face  jusqu'a  ce  que  celle-ci  revienne, 
lorsque  a  a  cru  de  27:,  a  sa  position  primitive  Nous  laisseions  an 
lectenr  le  som  de  demontrer  que  cet  exemple  est  le  seul  dans  lequel 
une  surface  puisse  se  defoimer  de  telle  mamere  que  ses  difieient^ 
points  decrivent  des  coniques,  etnous  insisterons  sur  les  propnete^ 
geome  tuques  suivanies,  qui  ont  ete  signalees  par  M  0  Bonnet. 

Nous  avons  vu  que,  si  1'on  considere  la  surface  minima  coires- 
pondanle  a  un  sjsteme  de  valeurs  de  ^(tf),  $\(u\}  et  si  1'on  pose 

TI-T-  IT  i=   I  \'2$(u)dii,        XL  —  iy\=-  I  \2 

les  Jigncs  de  courbure  sont  clefinies  par  les  equations 

z-t  =  const         j  j  =  const 
et  les  lignes  asymptotiques  pai  les  equations 

i  =  const  ,        Xi  —  yi  =  consi 


Pour  passer  de  la  surface  precedente  a  toute  autrc  surface 
associde,  il  fauclra  remplacer  ef  (w),  3{  (u,}  par  J"(zf)e/a,  rf,  («,  )e~lci 
et  les  nouvelles  valeuis  x\,  y\  dez-l}  j^  seiont  definics  par  les 
formulas 


qui  donnent 

/      ,  a  2 

I  xi  —  x\  cos  --  yi  sin- 

(23) 

rj-  y 

=a?i  sin-  4-!  cos- 


Par  suite  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  associee  seront 
definies  par  les  equations 

so  i  cos  --  yi  sin-  =  const  ,         xl  sin  —  r-ji  cos-  =  const  , 
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etles  lignes  asymptotiques  par  les  equations 


333 


cos 


t  7T  20C  -7T 

— i  i  sin  —  roust  , 

4  4 


x\  sin  • 


=  const 


On  voiL  que,  sur  la  surface  primitive,  elles  coirespondent  aux 
lignes  qiu  coupent  les  lignes  de  parametre  iz\  sous  des  angles-, 

ffTUffTraTTri-i,  ,.  T         ,  « 

—  I  —  3  --  -}  —  h  T-  si  1  on  considere  en  particuher  la  surface 
2       2    2       4    2        i  x 

adiomte,  on  aura  7=  -?  /c35  lignes  de  cow  bin  e  de  cette  sui  /ace 
J  2  °  *' 

con  espondi  out  aux   lignes  as)  mptoliques   de   la  pi  oposee  el 
vice  versa 

Trailons,  par  example,  le  cas  ou  Ton  a 


Les  formules  qm  definissent  la  famille  de  surfaces  associeeb 
sont  les  siuvautes 


(24) 


„ 

X  = 


Y  = 


U  -H  - 

« 


--  "i 


.  - 

2,  =  —      —  Lu      --  Lz«!-4-C, 

2  2 


C  designant  une  conslanle  quelconque   Posons 
UL  =  e-|J-'v,        zi  =  e-c-'-'v, 

et  nous  oLtiendrons 


(26) 


X  =  Ie-(j.Cos(v-i-a)  -f-  -ef1cos(v  —a), 

Y  =  -e-C  sin  (v  -+-  a)  -+-  -  el1  sin  (v  —  a), 
Z  =  |JL  cos  a  -4-  v  sm  a 
Pour  a  —  o,  on  trouve  I'alyss^ide    Pour  a  =  ^  on  obtient  1'lie- 
hcoide  gauche  a  plan   directeur.  Ces  deux  suifaces  sont  appli- 
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cables  1'une  sur  1'autie  avec  01  thogonalite  des  e'le'mems  et  les 
hgnes  de  coiubure  de  1'une  conespondent  aux  asymptotiques  de 
1'autre  Les  sin  faces  qui  conespondent  a  une  valeur  quelconque 
de  y  sont  les  liehcoides  deja  lencontiees  aux  nos  75  ct  180 

216    Apies  avoir  obtenu  une  iarmlle  de  surfaces  minima  apph 
cables  sur  une  surface  minima  donnee,   proposons-nous  de    re- 
cheicliei,  d'une  mameie  generale,    toutes   les  surfaces  minima 
applicables  sur  une  surface  minima  donnee  (S)    Soit 


dsn-  =  (in- 
1'  element  hneaiie  de  cette  surface  et  soit 

iY  Cj(v)  fji  Oi  )  dv  ch* 


1'element  Jmeaire  d'une  an  tie  sin  face  minima  (S')  Pour  qu'elles 
soient  applicables  1'une  sur  1'autie,  il  fauclia  que  Ton  pmsse  detci- 
miner  v,  PI  en  fonction  de  n  ct  de  MI,  de  mameie  a  saLisfanc  a  1'c- 
quation 


Cette  egalite  ne  pent  etre  verifiee  (n()  \  17)  que  si  1'on  a 


ou 


a  et  il;  designant  des  fonctions  a  determiner.  En  donnanL  un  sens 
com  enable  aux  normales  des  deux  smfaces,  on  pent  prenclre 


et  1'equation  a  verifier  prendra  la  foime 


figalons  les  logarithmes  des  deuxmembres  etpienons  la  denve'e 
seconde  par  rapport  a  u  et  a  u{   Nous  aurons 


ou  encore 

4  dv  do  i    __    4  du  diii 

(l-f-  VVif- 
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Cetle  eg  able  exprime  que  les  repiesentations  spbe"riqnes  de  deux. 
figures  correspondantes  sur  les  deux  surfaces  sont  egales  ou  syme- 
Lnques  (Livre  I,  Chap  III).  Comme,  par  bypothese,  v  est  une 
foncLion  de  u,  ces  representations  sont  ici  egales  et,  pai  conse- 
quent, on  pouna,  en  onentanL  convenablement  la  seconde  surface, 
prendre 

V  =  U,  Vi  =   Ui 

II  restera  done  a  satisfaire  nnjquement  a  1  'equation 


et  celte  Equation  ne  pent  eLre  veiifiee  que  si  Ton  a 


y  etant  une  consLante  quclconque  Les  sculcs  surfaces  minima 
applicables  sur  une  suiface  donnee  sont  done  les  surfaces 
associees  a  la  suiface  proposee  (  '  ) 

217  II  nous  reste  mamtenant  a  examine]  une  deinieie  question 
qui  se  rapproche  de  celles  qui  ont  ct<§  etudiees  dans  ce  Chapitre 
Proposons-nous  de  determiner  touLes  les  surfaces  minima  appb- 
cables  sur  des  surfaces  de  revolution  Comme  une  suiface  de  revo- 
lution est  applicable  sur  elle-meinc  d'une  infinite  de  mameies,  il 
suffiia  de  recherclicr  les  surfaces  minima  qui  jouissentcle  la  meme 


Reprenons  les  formules  de  M  Weieistrass  et  soient  («,  »)), 
(p,  f()  les  valeurs  de  u  et  de  ui}  relatives  a  deux  points  de  la  sui- 
face. Nous  cbeicberons  s'll  est  possible  de  satisfaire  a  1'equation 

(i-H  zt«1)2rT?(zi)r71(zti)^«rfwi  =(.i-l-  ffO2#(f)  B^v^dvdvi, 

en  prenant  pour  v  et  v\  des  fonctions  de  u  et  de  u(  qm  clevront 
meme  contenir  un  paiametre  variable  et  se  re"duire,  poui  une  va- 


(')  La  determination  de  toutes  les  suifaces  minima  apphcables  sur  une  suiface 
minima  donn6e  est  due  a  M  0  Bonnet  ( Voir,  en  particuliei,  le  Memouesui  la 
theone  des  sw faces  applicables  SIM  une  suiface  donnee  insert  au  XLIP  Calnei 
du  Join  rial  de  I'ficole  Poly  technique,  p  8  et  suiv ,  p  78  eL  suiv  ,  1860,  1867) 
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leur  de  ce  paianietie,  aux  suivantes 

V  ~  II,  VL  =  Ui  , 

o  ne  pouvant  dependre  que  de  u  ou  de  ut  sera,  par  suite,  une 
fonclion  de  u  el,  en  laisonnanl  comme  dans  le  nume'ro  precedent, 

on  trouvera  encoie 

du  diii     _     dv  dvi 

~~   (l 


La  solution  la  plus  generate  de  cette  equation  est  donnee  par  les 

iovmules 

t_  _  mu  -+-  n  ^   _    7»,,»1-i-/z0 

—  /?„  «  +  /?*/  !~    —  /Liti  -t-  m  ' 

et  i'equation  a  ve"iifiei  deviendra 


na-i-mQJ       \ 


Elle  se  decompose  evidemment  dans  les  suivantcs 


—  710U)'  \  —  - 


_i 
(m  —  ruii)2          \—  nu  -+-  in  J 

ou  6  designe  une  quantite  necessanement  conslante,  piusqu'elle  ne 
depend  ni  de  u{  enveilu  de  la  piemieie  equation,  m  de  u  en  vertu 
de  la  seconde 

Les  equations  precedentes  devront  avoir  lieu  pour  une  infinite 
de  sjstemes  de  valeurs  de  m,  n,  ;;z0,  nQ  fonctions  continues  cTun 
paiametre  et  se  rediusant,  pom  une  valeur  de'teuninee  de  ce  pa- 
lametre,  au\  valeurs  suivantes  1,0,  i,  o  Differentions  la  pre- 
mieie,  par  evemple,  pai  rappoit  a  ce  paiametre  Nous  aurons,  en 
ddsi^nant  par  des  lettres  accentudes  les  deiivees  par  rappoit  a 
ce  parametre, 


2(mm0-+-  nn0y  _  4(m'ti  —  TI'O  zt) 


£'  r 
§  L 


Faisons  dans  cette  Equation 

m  =  m0  =  i,         n  =  n0  =  o, 


LA.    SURFACE    ADJOINTE    DE   M      0.    BONNET  33y 

elle  se  rediura  a  la  suivante 


o  —    0  t 

J  (u) 

oil  Ton  devra  regarder  m0,  m'0,  71',  ;?'0,  G'  comme  des  constantes 
On  pourraitmte"grer  cette  Equation  et  determiner  £(u),  mais  il 
est  preTeVable  de  montrer  que  Ton  pent  toujours  choisir  les  axes, 
de  telle  mamere  que  les  constantes  m',  m'0',  n  ',  /i'0  prennent  des 
valeurs  Ires  simples 

Repienons  les  formules  de  substitution 

_       mu-\r  n  ^   _  nielli  -"-  n0 

-      0  '  i  ~    ni  —  nu 


Nous  savons  qu'elles  defmissent  un  deplacement  a  la  surface  de 
la  sphere  Si,  en  particular,  nous  prenons  les  valeurs  de  m,  m0, 
n,  n0  tres  voismes  dc  i,  i,  o,  o,  elles  ddiimront  un  deplacement 
infimmcnt  petit  du  point  (u,  z^)apartir  de  sa  position  imtiale. 
Am  si  les  formules 


__      (  dm  -+-j}  _ 

—  u  dn0  -+-(i-H  dmti~)J  i  ~  —-  u^  dn  -+-(1 

repr^sentent  une  rotation  da  autour  d'un  certain  diametre  de  la 
spheie  Si  nous  prenons  ce  diametie  pour  axe  des  z,  il  faudia  que 
1'on  ait 

j          ,  ,  dx  7  di 

dn  =  dna  =  o,        dm  =  i  —  ,         dm*  •=  —  i  — 
2  i 

et,  par  consequent, 

»'  ,  «' 

n  =  n0  =  o,         m  =  i  —  ,         ma  =•  —  i  - 

2  Jf 

Portant  ces  valeurs  dans  liquation  a  laquelle  doit  satisfaire  ^(n), 
nous  trouverons 


et,  par  suite, 


£de"signanl  ime  constante   En  integrant,  on  a 
(27)  g(u) 


D     —    I  22 
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On  trouverail  de  meme 

(27')  #I(MI)=CIK* 

Les  sni  faces  qiu  coirespondent  a  ces  \aleurs  cles  fonctions  3(u), 
^i  (ut)  jouissent  Lien  de  la  propnele  mdique'e  etsont,  nous  1'avons 
de"ja  vu  (n°  203),  apphcables  snr  cles  sui  faces  de  involution  La 
methode  par  laquelle  nous  les  avons  obtenues  a  ete  indiquee  pai 
M  Sclrvvarz  (  '  ) 

Nous  signaleronsune  remarqnable  propnete  dout  elles  joiusseut 
Remplacons  dans  les  formules  de  M     Weieistrass  $(u),  $\(u\] 
pai  leins  valeurs  precedentes  ou,  poui  plus  de  nettete,  on  am  a 
mis  m  —  2  a  la  place  de  A",  en  sorte  que  Ton  aura 


Si  Ton  fait  tourner  la  surface  de  Tangle  u  autonr  de  l'a\e  des  c, 
les  nouvelles  valeurs  de  $(u),  $\(u\]  seiont,  d'apres  les  formules 
(a3)  dun0  200, 


On  voit  que,  lorsque  m  n'esl  pas  mil,  ces  nouvelles  valeurs  con- 
viennent  a  une  des  surfaces  associees  a  la  proposde  Le  cas  ou  m 
est  nul  correspond,  nous  le  savons  (n°  200),  aux  helicoides  On 
est  ainsi  conduit  au  the'oreme  sui\ant 

Si  I' on  consider  e  toutes  les  surfaces  minima,  auti  es  ijue  les 
helicoides,  qui  soiit  apphcables  siu  des  su/ faces  de  revolution, 
elles  sont  superposables  a  leiu  s  sw faces  associees ,  si  I' on  fait 
toinner  la  surface  d'un  angle  quelconque  autow  de  son  axe, 
on  obtient  Vane  des  surfaces  associees 

Par  suite,  pour  obtemr  toutes  les  applications  de  la  suiface  sur 
elle-meme,  il  suffira  de  la  faire  tourner  d'un  angle  quelconque 
antoui  de  son  axe  et  de  faire  corresponds  dans  les  deux  positions 
les  points  ou  les  plans  tangents  sont  paralleles. 


(')  SLHWARZ,  Miscellen  aus  dem  Gebiete  dei   Minimaljlachen,  p    2y6    Von 
aussi  Boun,  Tkeone  de  la  deformation  des  surfaces,  p    99 
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Si  1'ou  vent  de  meme  obtenir  toutes  les  surfaces  minima  apph- 
cables  sur  une  surface  spirale,  il  faudia  prendre  (*) 

(28)  ^(a)=Ga»w«', 


1'application  de  la  methode  pre'ce'dente  conduit,  sans  djfficulte, 
&  ce  resultat,  que  nous  nous  contentons  de  signalei  Le  lecteur 
demontrera  sans  difflculte  que  les  surfaces  obtenues  sont  sem- 
blables  a  celles  qui  leur  sont  associees 


(')  S    LIE,  Beitrage  zui    T/ieoi le  dei  Minunalflachen  (Mathematische  An- 
nalen,  t   XV,  p  5o3, 


3.(0  L1VBE   HI     —    CHAP      VI 


CHAPITRE  VI. 

LES     FOmtULES     DE    MOWGE    ET    LEUR     INTERPRETATION    GEOMETUIQUE 

Rechcicb.es  de  M  Lie  —  Generation  dc  loule  suiface  minima  pai  la  translation 
de  deu\  coiubcs  minima  —  Etude  de  cc  mode  de  geneiation,  deteimmation 
nouvelle  des  sui faces  algubriques  et  des  surfaces  leelles  —  Surfaces  minima 
doubles  —  Determination  des  surfaces  doubles  reelles  —  Couihcs  Tiunima  qui 
sont  idenliques  a  leurs  conjuguees  —  Les  siufdces  minima  dans  le  premiei 
systcme  de  cooidonnees  tangentielles  etudie  au  Livie  II,  Cliap  VII  —  Prn- 
piiL'tc  geomeliique  qui  distingue  les  suifaccs  doubles  des  surfaces  simples  — 
Sui  faces  decouveitcs  par  Mubius  et  dans  lesquclles  on  pent  passer  d'une  face 
a  1'autie  pai  uu  chemin  contmu 


218  Les  Chapitres  precedents  contiennent  1'exposition  d'unc 
serie  de  lesultals  qui  reposent  sur  la  forme  paiticuhere  donnee 
aux  formules  de  Monge  par  M  Weieis  trass  Dans  des  travaux  re"- 
cenls  ('),  M  Sophus  Lie  est  revenu  aux  Equations  de  Monge;  il 
en  a  donne  1'inteipretation  geometnque  la  plus  elegante  et  il  a  mis 
en  evidence  tout  le  parti  que  1'on  peut  en  tirer  dans  1'etude  el 
dans  la  theone  algehrique  des  suifaces  minima  Nous  allons  deve- 
lopper,  dans  ce  Chapitie,  les  prmcipes  de  la  m^thode  de  M  Lie 

Reprenons  les  formules  de  Monge 

x  =  A.(«)-i-  A^T), 


(0 

ou  les  fonctions  A,  . .  . ,  AI,  . .     satisfont  aux  conditions 


(')  S  LIE,  Beit? age  zur  Theone  dei  Mimmaljlachen  I  Piojectmsche  Un- 
ter suchungen  uber  algebj aische  Mimmaljlachen  (Mathernatische  Annalen, 
t  XIV,  p  33i,  1878)  — //  Metiische  Untersuchungen  uber  algebraische  Muu- 
malflachcn,  meme  Recueil  (t  XV,  p  465,  1879)  Les  icclicichcs  de  M  Lie 
avaient  d^ja  6te  publiees  en  partie  dans  les  Archiv  for  Mathematik  og  Natur- 
videnskab  (t  II,  p  167  et  338,  1877,  *•  JII>  P  l66)  224  et  340). 
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Elles  nous  montrent  immediatement  que  les  surfaces  minima 
sont  cles  cas  parLiculiers  cles  surfaces  etudiees  au  n°  80  et  qui 
peuvenl  etrc  engendrees  par  la  Lianslatiou  de  deux  combes  ditle- 
lenles,  setilcmenl  ces  combes  sont  ici  iniagmaires  et  leurs  tan- 
gen  les  vont  rencontier  le  ceicle  de  1'infim  Nous  ob  tenons  amsila 
generation  siuvantc  des  surfaces  minima,  qm  sert  de  base  aux  tra- 
vaux  de  M  Lie 

La  surface  minima  la  phis  genei  ale  peat  eti  e  engendi  ee  de 
deux  manic  i  es  diflei  entes  pai  la  Li  anslation  cVune  courbc 
unaginaii  e  clout  les  tang  entes  vont  /  cnconU  ei  le  cei  cle  de  Vin- 
fim,  le  displacement  ctant  complelement  cU  fun  par  la  condi- 
tion qu'un  point  deLci  mine  de  la  com  be  deci  we  line  autre 
com  be  quclconque  de  meme  definition  qae  la  pi  emiei  e 

219  CeLte  mteiprelation  e"vidcnle  dcs  foimules  dc  Monge  oflre 
Tavantage  dc  montier  immechatcnicnL  que  la  tbeone  dcs  surfaces 
minima  dciive  de  ccllc  des  courbes  dont  les  tangentes  vont  ren- 
contrei  lc  ccrcle  de  1'mfini  et  au\quelles  nous  donnerons,  avec 
M  Lie,  le  iiom  de  com  bes  minima  Eu  sc  plagant  a  ce  point  de 
we,  on  pent  letionvei  facilement  les  difTerents  systemes  de  foi- 
mules qm  ne  contienncnt  ancun  signe  de  quadrature  ct  deteimment 
les  points  d'unc  surface  minima 

En  effet,  pmsqne  les  tangentes  d'une  courbe  minima  icnconlrent 
le  cercle  de  I'mimi,  la  devcloppable,  cnvcloppc  des  plans  oscula- 
tems  de  cette  courbe,  devra  contenir  le  ceicle  de  1'infmi 

Si  Ton  picnd  I'cqualion  d'un  plan  tangent  a  cette  developpable 
sous  la  foune 

+  t/H-a^-i-/(a)=  o, 


le  point  correspondant  de  la  courbe  minima  sera  determine1  par 
les  formules  suivantes 


(3) 


y  =-/'(«) 
-=»/"(«)(' 


qm  condmraient  aux  equations  de  Legenclre  (n°  187) 
Mais,  le  ceicle  de  I'mfmi  etant  une  courbe  umcursale,  on  pent 
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prendre  1'equation  du  plan  tangent  a  la  developpable  sous  la  forme 
rationnelle 

(4)  (l—  «2)fl?-(-  i(n-tt!)7~f-  2«5-h2/(Zi)  =  0, 

qui  donne,  pour  un  point  de  1'aiete  de  rebioussement,  les  expres- 
sions suivantes  des  coordonnees 


(5) 


Si  1  on  associe  ce  systeme  au  systeme  analogue  ou  Ton  changera 
z  en  —  i,  on  retrouveia  les  formules  de  M  Weierstrass  Les  deux 
courbes  minima  qui  interviennent  dans  ces  formules  sont  les 
areites  de  rebroussement  des  deu\  developpables,  enveloppcs  des 
plans 


(6) 


220.  Revenons  aux  equations  qui  deterinment  la  suiface  mi- 
nima sous  leur  forme  la  plus  generale  et  au  mode  de  generation 
employe  par  M  Lie.  Si  Ton  veut  6vitei  la  consideration  d'une 
translation  imagmaire,  il  suffira  d'apphquer  le  theoreme  donnd  an 
n°  82,  ce  qui  donnera  la  proposition  suivante 

Soient  les  deux  courbes  minima  (T),  (T,)  definies  j  espec- 
tivemejitpai  les  equations 

a?=aA,(T), 


Le  milieu  de  la  dioite  qui  joint  un  point  quelconque  de  Vune 
a  un  point  quelconque  de  Vault  e  decut  la  surface  minima  la 
plus  gejierale  dejljue  pai  les  foimules  (T) 

La  surface  demeurera  la  meme  si  Ton  substilue  a  (T),  (r^  les 
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deux  courbes  smvanles 

h,  v  =  2Aj(T)—  />, 


ou  /i,  A",  /  designent  trois  constantes  quelconques,  c'est-a-dire  si 
I'on  impnme  a  la  courbe  (F)  une  translation  determmee  quel- 
conque,  a.  la  condition  d'imprimer  a(F,)  la  translation  egale  et 
contiaire 

SoitMM,  (fig.  1  5)  ime  droite  dontles  extrenutes  s'appuient  sur 
les  conrbes  (F),  (F,  )  Si  le  point  M  reste  fixe,  le  milieu  p  cle  MM< 
deciiia  une  courbe  minima  de  la  surface,  homotheticjuc  a  (F,),  le 
rappoitde  similitude  elant  4  Si,  an  coutraue,  le  point  TNI,  reste 
fixe.  le  point  /;  decrira  une  autie  com  be  minima  homo  the  tique 
a  (F)  Cettc  simple  remarque,  qm  a  deja  ete  piesentee  d'une  ma- 

Fig   i5 


mere  gen^rale  an  n°  82,  suffit  a  monlrer  que,  si  Ton  a  obtenu 
deux  geneiations  diffdrentcs  de  la  suiface  au  mojcn  de  deux 
combes  (F),  (F,)  et  de  deux  aulies  couibes  (F'),  (F,),  ccs  der- 
meres  ne  sont  autres  que  les  precedentes  deplacees  parallelement 
a  elles-memes  Soient  en  eJTet  MM,,  M'M',  deux  dioiies  apparte- 
nant  aux  deux,  modes  differents  et  ay  ant  leui  milieu  en  un  incme 
pomt  p  de  la  surface  Si  le  point  JD  ddcnt  une  des  combes  minima 
de  la  suiface,  1'un  des  points  M,  M,  et  1'un  des  points  M',  M',  de- 
memeront  fixes  Supposons  que  ce  soientles  points  M  et  M'.  La 
droite  MiM^  dcmemeia  constamment  egale  et  parallele  a  M'M 
Par  consequent,  la  courbe  (F', )  se  de'dima  de  (F, )  par  une  transla- 
tion conslanle  et  egale  a  M'M  Si  le  point  p  decut  mam  tenant 
1'autre  courhe  minima  de  la  surface,  M,  et  M',  deraenreiont  fixes 
et  la  ligne  M'M  demeurera  constante  en  grandeur  et  en  direction. 
On  voit  done  que,  si  Ton  a  obtenu  un  mode  de  g-eneration  cle  la 
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surface,  on  obliencha  tons  les  aulies  en  mvprimanl  aux  deux: 
courbes  (r),  (r<)  deux  translations  egales  etopposees 

Le  resnltat  precedent  joue  un  role  essentiel  dans  IPS  developpe- 
ments  qui  vont  suivre.  11  permet  en  particulier  de  resoudre  la 
question  suivante  . 

Considerons  un  mode  de  ge'ne'ration  de  la  surface,  obtenu  au 
moyen  de  deux  conrbes(r),  (Tt]  Est-il  possible  que  les  diflerents 
points  de  la  surface  soient  donnes  de  plusieurs  mameres  par  cetle 
generation,  c'est-a-dire  soient  les  milieux  de  deux  ou  plusieurs 
segments  appujant  leurs  extremites  sur  ces  deux  combes'? 

S'll  en  est  ainsi,  soient  MM)3  M'M,  (Jig-  i5)  deux  droites 
donnant  le  meme  point/?  de  la  surface  La  trajectoiie  de  I'nn  des 
points  M',  M'n  du  point  M'  par  exemple,  se  deduit  de  la  trajec- 
toiie  (F)  du  point  M  par  une  tianslalion  constante  MM'  Cela 
pose",  si  le  point  M'  appartientala  courbe  (F,),  cette  courbe  devra 
dernei  de  (F)  par  une  simple  translation  J^cartons  ce  cas  mteres- 
sant  qui  sera  soumis  plus  loin  a  une  e"tude  approfondie  Si,  au 
contraire,  le  point  M'  appartient  a  la  courbe  (F),  le  point  M',  ap- 
partiendra  a  (F,)  et  les  deux  courbes  (F),  (T,)  pourront  etre 
soumises  a  deux  translations  egales  et  contraires  MM',  M|M',  sans 
cesser  de  comcider  avec  elles-memes.  Elles  seront  deux  courbes 
penodiques  et,  par  consequent,  transcendantes,  aclmettant  la 
meme  p^node  (1) 

Reciproquement,  toutes  les  fois  que  les  courbes  seront  pe"no- 
diques  et  admettront  la  meme  penode,  chaque  point  de  la  surface 
serale  milieu  d'une  infinite  de  segments,  car  soient  M0,  N0  deux 
points  pris  respectivement  sur  les  deux  courbes  En  appliquant 
dans  les  deux  sens  la  translation  a  laquelle  on  peut  soumettre  les 
courbes,  on  en  dtiduira  deux  series  de  points  en  ligne  droile 
(fig  16) 

,     M_,,     M_i,     M0>     M!,     Ma, 

,     N_2)      N_!,     NO!     N1}     N,, 

Les  segments  M0N0,  M.N^,  M_,N1}  ...  auront  dvidemment  le 


(')  Nous  donnerons  ici,  et  dans  la  suite,  le  nom  fa pei lochques  aav  couibes 
ou  au\  surfaces,  necessairemeut  transcendantes,  qiu  ne  cessent  pas  de  comcider 
a>ec  elles-memes  quand  on  leur  impnme  une  translalioa  d^teimmee 
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meme  milieu  e\  donneiont  le  meme  point  de  la  surface  La  consi- 
deration des  cordes  M0N_i5  M0N__2  montre  d'ailleurs  que  la  sur- 
face minima  seia  periodique  comme  les  couibes,  ct  la  tiansla- 
lion  _/?/>!  a  laquelle  on  pent  la  soumellre  sera  la  moitie  de  celle  qui 
convient  aux  deux  couibes 

FIB    16 


M- 


En  deliors  du  cas  que  nous  venons  de  signalei  et  de  celm  ou  la 
courbe  (I1,)  n'est  autie  que  la  conrbe  (r)  deplacee  parallelcmeni 
a  elle-meme,  les  points  de  la  surface  qui  iorment  le  lieu  des  milieux 
de  deux  segments  diflerents  ne  pourroni  s'eteudie  sur  une  nappe 
et  formeionl  tout  au  plus  une  ou  plusieius  courbes  qiu  seront  des 
hgnes  multiples  et,  en  general,  des  lignes  doubles  de  la  surface 

221  Apies  avoir  <Hudie"  d'une  mamere  geu6rale  la  constiuction 
ge'ome'trique  qui  sert  de  base  aux  travanv  de  M  Lie,  proposons- 
nous  d'obtemr  loutes  les  surfaces  algebncpes  ct  toutes  les  surfaces 
r^elles  La  surface  sera  ^videmment  algebnque  si  les  deux  courbes 
(K),  (K,),  dont  la  translation  pent  engendiei  la  suiface,  sont 
elles-memes  algelinques  Recipioquement,  si  la  surface  est  alge- 
bnque, ces  deux  courbes  doivent  1'etie  aussi,  car  soient  (A"),  (/r') 
deux  positions  de  Tune  d'elles  11  existe  une  translation  qui  amene 
(/£•)  en  (A')  Applique"e  a  la  surface,  cette  translation  1'amene  dans 
une  position  nouvelle  ou  elle  contiendra  encore  (A7)  La  couibe 
(A-'),  e"tant  1'mtersection  complete  ou  une  partie  de  1'intersection 
de  deux  surfaces  algebnques,  sera  done  algebnque  Ainsi 

Pour  obtemr  toutes  les  sui  faces  algebi  iques,  il  faudi  a 
prendre  pour  les  courbes  (T),  (r();  ou  pour  les  coiubes  (K), 
(K,)  dont  la  translation  engendi  e  la  sin  face,  deux  lignes 
algebnques 


22    Proposons-nous  mamtenant  d'obtenir  toutes  les  surfaces 
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reelles,  soient  (M)  une  telle  surface  et  p  un  quelconque  de  ses 
points  reels,  soient 


les  equations  qiu  de"finissent  1'une  des  deux  courbes  minima  Je  la 
smface  passant  pai  le  pointy  La  com  be  consignee  sera  defime 
par  les  equations 

r  =  A'(T),        r-B'(t),        ~  =  C'(i:), 

oil  A',  B',  C'  designent  les  fonctions  conjuguees  de  A,  B,  C 
D'aillenrs  elle  se  trouve  eudemment  sur  la  surface,  passe  par  le 
point  p  et  j  adtnet  une  tangente  qui  esL  imagmaire  conjuguee 
de  la  tanyente  a  la  piemieie  courbe  Elle  est  done  la  scconde 
combe  minima  de  la  suiface  passant  par  le  point/?  Ce  point  elant 
adrms,  designons  par  .TO,  j  0,  ^0  les  coorclonne'es  du  point/;,  les 
equations 


y  ----B(0+B'(t)-7o) 


determment  une  surface  minima  qui  contient  les  deux  courbes 
piecedentcs  et  coincide,  par  consequent,  avec  la  surface  donnee 

(M)    Si  Ton  augmenie  A,  A'  de  ^2,  B,  B'  de  ^,  C,  C'  de  ^,  on 

ji  2  -^ 

pent  les  ecrire  sous  la  foime  plus  simple 


A,  A',  B,  B',  C,  C7  designant  encoie  des  fonctions  imaginaires 
conjuguees  Reciproquement,  il  est  evident  que  les  formules  pre- 
cedentes  donneront  toujoms  une  surface  leelle,  car  il  suffit,  pom 
obtenir  des  points  reels,  d'y  remplacer  t  et  T  par  des  imaginanes 
conjuguees  Amsi  , 

Pout  obtenir  toutes  les  su>  faces  7  eel  les,  on  associera  a  utie 
cow  be  minima  quelconque  la  combe  unaginaii  e  conjuguee, 
qui  est  aussi  minima  Le  milieu  de  la  droite  qui  joint  un  point 
quelconque  de  la  premiei  e  com  be  au  point  imagmaiie  con- 
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jugue,  necessairementsitue  sur  la  second 'e  com  be,  dec/  n  a  une 
nappe  /  eelle  de  la  suiface  minima  i  eelle  la  plus  genei  ale 

223  Les  raisonneinenLs  precedents  Uissent  toulefois  de  cole 
une  question  dont  I'exameu  ofTre  quelque  mleiet  Pour  que  le 
milieu  de  la  dioite  qiu  joint  deux  points  soit  reel,  il  n'est  pas 
necessaire  que  les  deux  points  soient  imaguiaires  conjugues  Ne 
serait-il  pas  possible  d'oblcnir  des  nappes  reelles  en  joignant  les 
points  de  la  premiere  courbe  a  des  points  de  la  seconde  qui  ne 
seiaient  pas  imaginaires  conjugues  des  premiers  Les  lesullals 
obtenus  au  n"  220  donnent  la  icponse  a  cette  question 

En  cflfet,  soientM  un  point  pris  sui  la  piemicie  couibc(r),  Ny  un 
point  pus  sur  la  conjuguee  (F')  (Jig  17),  el  soient  M,,,  N  les 


points  iiuagmaires  conjugues  dc  M,  N0,  le  picmier  se  Uouvant 
sur  la  seconde  courbe  et  le  second  sur  la  premieie  Si  le  milieu 
de  la  droite  JMN0  est  r«5el,  il  comculcia  a\cc  le  miheu  de  NM0  et, 
pai  consequent,  chaque  point  de  la  nappe,  leelle  etant  oblenu  de 
deux  manieres  diiTdrentcs,  il  faudra,  d'apies  les  resultats  du 
n°  220,  que  Tune  des  dioitcs  MM0,  MN  sojt  de  grandeur  et  de 
direction constantes  Si  cette  piopiiete  appartientala  dioiteMM0, 
la  courbe  (F')  se  deduua  de  (F)  par  une  tianslation  determin6e, 
nous  avons  deja  reserve  (n°  220j  cclte  hypo  these  pour  uue  dis- 
cussion spdciale  et  nous  pouvons  admettre  ici  que  la  dioite  dont 
la  grandeur  et  la  direction  sont  mvanables  est  le  segment  MN 
Comme  la  figure  MNN0M0  est  un  paialldlogiamme,  la  dioite  MN 
estegaleet  parallele  a  sa  conjuguee  M0N0  et  elle  est,  par  suite,  de 
grandeur  et  dc  direction  replies  La  com  be  (F)  sera  clone  une 
courbe  penodique  aclmettant  une  penode  reelle  MN  et  il  en  sera 
de  raeme  de  la  courbe  conjugue'e  (F')  La  surface  minima  seia 
aussi  pe"riodique  et  pouua  etie  soumise  a  la  tianslation  reelle 
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1 — sans  cesser  de  coincider  avec  elle-meme.  Quanl  an  milieu/? 

de  MN0,  il  se  deduiradu  milieu  p'  de  T\HM0  par  la  me1  me  translation 
Par  suite,  en  joigDant  seulement  les  points  imaginaires  conjugues, 
M,  M0  par  exemple,  snr  les  deux  courbes,  on  n'aura  pas  loule  la 
partie  reelle  de  la  suiface,  mais  on  obtiendra  clu  moms  une  poilion 
de  la  suiface  dont  on  pent  faire  ddrivei  loutes  les  auties  en  la 

soumettant  a  la  translation  — 

2 

224  II  nous  leste  a  examiner  1' hypo  these  pavticulieie,  reserves 
dans  les  raisonnements  qui  precedent,  ou  les  deu\  courbes  (F), 
(F|)  peuvent  se  ramener  1'une  a  1'autie  pai  unc  simple  translation 
Cette  etude  nous  conduua  a  la  notion  importanle  et  nouvclle  des 
surfaces  doubles,  qui  est  due  tout  entieie  a  M  Lie 

Nous  avons  vu  que  Ton  pent,  dans  la  generation  de  la  sinface, 
substituei  aux  deux  courbes  (F),  (F4)  Jeu\  autrcs  courbes  (F'), 
(F't)  qui  s'en  dedmsentiespectnement  par  deux  translations  egales 
et  oppobees  D'apies  cela,  si  nous  designons  par(c?)  la  translation 
qui,  dans  le  cas  actuel,  amene  (F)  a  coincider  avec  (Fj),  nous 

pounons  imprimer  a  (F)  la  lianslation  (-}  et  a  (F,)  la  tiaus- 

lation  —  (- )    nous  obliendrons  amsi  une  seule  et  meme  courbe 
\2/ 

(D)  qui  remplacera  a  la  fois  (F)  et  (F,),  en  sorte  que  la  siufctcc 
proposes  deviendia  le  lieu  des  milieux  de  toutes  les  co? des  de 
cette  courbe  minima  (D) 

Rcciproquement,  si  une  surface  ad  met  la  generation  pi-ecedenle 
au  mojen  de  la  coiube  (D),  il  lesulte  de  la  proposition  demon  tree 
au  n"  220  que  Ton  obtiendia  tous  les  systemes  chflerents  de 
combes  (F),  (F|)  au  nioyen  desquels  on  peut  engendiei  la  surface 
ennnpnmant  a  la  courbe  (D)  deuv  tianslations  e'gales  etopposees. 
Par  suite,  les  courbes  (F),  (F,)  relatives  a  tout  systeme  de  gend- 
ration  de  la  surface  pouiiont  toujours  se  deduire  1'une  de  Fautre 
par  une  simple  translation 

Revenons  a  la  ge'n^ration  de  la  surface  au  moyen  de  la  courbe 
unique  (D),  elle  permet  de  reconnailre  que  les  deux  courbes 
minima  dout  la  translation  engendre  la  surface  sont  identiques 
1'une  a  1'autre  Si  Ton  considere  en  effet  une  corde  MM,  de  la 
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com  be  (D),  les  deux  courbes  minima  de  la  suiface  passant  pai 
le  milieu  de  cette  corde  sont  les  homothetiques  de  (D),  avec  le 

raeme  rappoit  de  bimiliLude  ->  par  lapport  aux  points  M,  M, 
Elles  sont  done  egales  et  peuvent  etre  amenecs  a  coincider  par 
une  lianslation  egale  a-  MM,,   imprimee   a  1'une  d'elles    Nous 

pouvons  ajouter  que  les  deux  series  de  combes  minima  trace'es 
sur  la  siuface  ne  peuvent  plus  etie  distmguees  1'une  de  1'autre  et 
forment  une  seule  famiLle  composee  de  Louies  les  courbes  que 
Von  oblicnt  en  prenant  les  homotheLiques  de  la  coiu  be  (D)  pai 
rappoit  a  cJiacun  de  ses  points  Ces  combes  sont  evidemment 
langentes  a  la  courbe  (D),  cliacune  au  cenlie  d'  homo  the  tie  qui 
lui  correspond,  et  elles  admettent  cette  courbe  pour  enveloppe 
Mais,  comme  il  en  passe  deu\  par  chaque  point  de  la  suiface,  qui 
est  ainsi  engendree  deux  fois,  M  Lie  a  donne  le  nom  de  sin  faces 
doubles  a  toutcs  les  surfaces  minima  que  nous  e"tudions  ici  et  que 
1'on  pent  caracle"riseij  comme  on  voit,  en  disant  qu'elles  sont  le 
lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  courbe  minima  (D) 
Si  la  courbe  (D)  est  dcfime  par  les  equations 


la  surface  double  correspondante  le  sera  par  le  systeme 
x  =  A(.Z)-+-A(T), 


ou  L  et  7  entrent  sjmetriquement,  en  soite  quo  le  me  me  point  de 
]a  surface  correspond  a  deux  systemes  differents  de  valeurs  de  t 
et  de  T  se  de"diiisant  1'un  de  Tautre  par  1'^change  de  ces  deux  va- 
riables 


22o.  La  definition  que  nous  avons  adopted  permet  de  lecon- 
naitie  qu'il  existe  des  surfaces  doubles  r^elles  Mais,  pour  faci- 
liter  cette  recberche,  nous  commencerons  par  examiner  s'll  existe 
des  surfaces  doubles  qui  soient  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de 
deux  combes  difFe'reutes  (D),  (D') 

Nous  pouvons  appliquer  ici  les  re'sultats  du.  n°  220  en  consi- 
d^iant  (r)  et  (F,)  comme  confondues  avec  (D),  (T)  et  (T'J 
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comme  confondues  avec  (D')    11  taiidra  que  (D)  puisse  se  deduire 
de  (D')  par  deux,  translations  egales  et  opposces  et,  par  consequent 
que   (D)    soit    une   coin  be   penoclique     Reciproquement,    si   la 
courbe   (D)  est  periodique,   soil  (d~)  la  translation  a  laquelle  on 
pent  la  soumettie  sans  qu'elle  cesse  de  coincide!  avec  elle-meme 
Onreconnaitra  aisement  qu'enlm  nnpimiant  une  tianslation  egale 

seulement  a  (  -  ),  on  obtienl  une  nouvelle  combe  (D')  qiu  donne 
\2  / 

la  meme  surface  que  la  piemioie 

Un  laisonnement  analogue  montreia  que,  si  un  point  quel- 
conquc  de  la  siuface  conespond  a  deux  coides  differentes  de  la 
courbe  (D),  cette  courbe  est  necessairement  periodique 

En  dehors  du  cas  exceptionnel  011  (D)  est  periodique,  on  peut 
done  affirmei  qu'a  chaque  siuia.ce  minima  double  correspond 
une  seule  courbe  (D)  et  que  les  points  de  la  surface  qui  sont  les 
milieu v  de  deux  coides  ne  peuvent  former  une  nappe  et  se  dis- 
tubuent  tout  au  plus  sur  cei lames  lignes,  necessanement  mul- 
tiples, de  la  sin  face. 

Ce  point  etant  etabli,  proposons-nous  de  tiouver  toutes  les  sur- 
faces doubles  reelles  Soil  (D)  la  courbe  au  niojen  de  laquelle  on 
peut  engendrer  la  siuface;  on  reconnait  immediatement,  en.  chan- 
geant  i  en  —  z,  que  la  surface  peut  aussi  etre  engendree  aumojen 
de  la  combe  imagmaire  conjuguee  (D')  Done  . 

Pour  que  La  siuface  minima  double  soil  leelle,  il  est  ne- 
cesiaLi  e  que  la  com  be  (D)  coincide  a9ec  sa  conjiigitee  on  puisse, 
du  moms,  s'en  deduiie  par  une  tianslation 

Recipioquement,  supposons  que  la  condition  enoncee  soit 
remplie  Si  la  courbe  coincide  avec  sa  conjuguee,  elle  contiendra, 
en  meme  temps  que  le  point  imagmaire  M,  le  point  imagmaire 
conjugue  M0,  et  le  milieu  de  la  corcle  MM0  decura  une  nappe 
reelle 

Si,  au  contraire,  la  couibe  (D)  ne  coincide  pas  avec  sa  conjuguee 
(D'),  mais  peut  s'en  de"duire  par  une  translation,  la  suiface  double 
coirespondante  a  la  courLe  (D)  pouira,  si  elle  est  reelle,  etre 
engendiee  aussi  au  moyen  de  la  courbe  (D'),  et  la  remarque  faite 
plus  haul  nous  apprend  qu'elle  sera  necessairement  transcendante 
et  periodique  Nous  sommes  amsi  conduits  au  resultat  suivant  ' 
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Pom  obtenu  toutes  iei>  sm  faces  doubles  i  eellcs  non  jjvi  10- 
diqucs  et,  en  pa?  ticuhe?  ,  toutes  le*  siujaces  doubles  alge- 
bnques,  iL  suffit  de  deLei  nnnei  toutes  les  coin  bes  minima  q  in 
sont  identiques  a  lem  conjugate  (*) 

226  On  pent  signaler  d'abord  une  solution  eviclenle  clu  pro- 
bleme  amsi  pose"  Considerons  la  developpable  circonscnte  a  une 
siu  face  reelle  quelcorique,  transccndanle  ou  algebiique,  et  au 
cercle  imagmaire  de  1'mfini  Cette  developpable  seia,  en  general, 
indecomposable  et,  comme  elle  est  d<5fmie  pai  des  equations 
leelles,  son  arete  de  rebroussement  seia  une  combe  minima  qm 
comodeia  avecsa  conjugue'e  et  donnera,  par  consequent,  naissance 
<i  une  surface  double  leelle. 

Soil 


,  V,  W,P)  =  o 
I'dqualion  Langentiellc  liomogene  d'une  surface  leelle  quelconque 


(')  On  pent  ajoulei  les  icmarques  suivantes  relatives  au  cas  ou  la  couibe  (D) 
peul  eLre  amende  pai  une  translation  a  comciclei  avec  sa  conjuguee  Si  la 
translation  qui  amcne  (D)  en  coincidence  avec  (D')  est  reclle,  la  suitace  minima 
correspond  ante  le  seia  aussi  Soient  en  efiel,  a,  b,  c  les  quantiles  icelles  qui  sont 
les  composanles  cle  la  translation  A  un  point  M(cc,j  ,z)  de  (D)  correspond  un 
point  IN  de  (D')  dont  les  cooulonnees  sont 

x  -(-  «,    y  H-  I),    z  -+-  c 

JLe  point  N',  imagmaire  conjugnd  cle  ce   point,  se   tiouvera   dvidemment   sui   la 
couibe  (D)  conjugate  de  (D')  et  il  aura  pour  cooulonnees 


x0,  }  0,  za  ddsignant  les  quantit^s  conjuguees  de  &,  y,  z  II  suit  de  la  que  le  milieu 
de  la  clioite  MN'  qui  est  une  corcle  de  (D)  seia  idel  et  decrira  une  nappe  rdelle 
de  la  siuface 

Si  la  translation  qui  amene  (D)  sur  (D')  est  imagmaire,  la  surface  ne  seia  pas 
necessaiiement  r6elle    Considerons,  par  example,  la  couibe  (D)  definie  pai  les 

equations 

x  =  i  cost,  . 

5=.  «-f-a  +  pz 
j  =  i  sin  t, 

CLtte  hdlice  pent  etre  amende  a  comcider  avec  sa  conjugude  par  une  translation 
T  —  2JEt  parallele  a  l'a\e  des  z  La  surface  lieu  des  milieux  de  ses  coules  n'est 
leelle  que  si  la  conslante  jlestnulle 
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Liquation  d'un  plan  tangent  au  cercle  de  I'lnfini  est 

(8)  (l—  U-)v  -\-  1(1  •+•  II-}}   -+-  1UZ-+-  2;  =  0 


Exprimons  que  ce  plan  est  aussi  tangent  a  la  surface,  nous 
aurons  1'equation 

(9)  F[i  —  a*,  I(I+MS),  aw,  a5]  =  o, 

ou  plus  simplement,  en  tenant  compte  de  I'liomogeneile, 

*    --  u,  i  (  -  •+-  u  }  ,  -     =  o, 

\_IL  \IL  /'    ll\ 

le  S}mbole  $  de"signant  une  fonction  re'elle  quelconque  La  valeur 
de  c,  tuee  de  cette  equation  sera  la  fonclion  /(u}  rjiu  figure  dans 
les  formules  (5)  En  cliangeant  i  en  —  ?,  on  aura  la  fonction  con- 
juguee/,  (?/)  etla  surface  minima  correspondante  sera  plemement 
detenmnee 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  considere  la  developpabie 
circoascnte  a  la  fois  au  cercle  de  1'mfini  et  a  la  parabole  dont 
Tequation  tangentielle  est 

U"  =  \VP 
On  auia  ici 

et,  par  consequent, 


En  substnuant  ces  valeurs  dans  les  formules  (18)  [p.  289],  on 
auiait  les  equations  qm  determment  la  surface.  C'est  la  plus 
simple  des  surfaces  minima  doubles,  elle  a  616  decouverte  par 
M  L  Henneberg(1)  Nous  la  ictrouverons  plus  lorn. 

227.  On  pent  se  placer  a  un  autre  point  de  vue  dans  la  recherche 
des  surfaces  doubles  et  se  demander,  par  exemple,  a  quelle  con- 


(')  HENNEBERC  (L  ),  Uebei  solche  Mmimaljlachen  welche  eine  vor ge&clu  tebene 
ebene  Curie  zur  geodatischen  Lime  haben  Zuuch,  i875 

Ueber  diejemge  MimmalfLache,  welche  die  Ked'sche  Parabel  zw  eeodati- 
schen  Lime  liat  (  Vierteljahrschnfl  dcr  Zurcher  Natiuf  Ges  I  XXI) 

BesHmmungderniedngsten.  Classenzahl  der  algebrai>chen  Mmimal/lachen 
(Annali  di  Matematica,  2"  sdne,  t  IX,  p  5\,  1877) 
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doivent  satisfaire,  si  la  surface  est  double,  les  fonclions 
$(u}->  ^i(«i)deM  Weierslrass  Sj  nous  considerons  les  deux 
courbes 


V  =          -     I  (i  —  U\  Ir?!!  UL  )thti, 


i  '  r       ,  * 

I  cc  =       -  I  ( i  —  zt- )  <j'  i  M;  «zi, 

k  ^ 

}  -y  =       -   I  (1-+-  u-)3(  u~]  da, 

I 

I  C     - 

F     j  =  I  utf(ii)du, 

\  J 

clonL  la  translation  engendie  la  suiface,  il  faul  expinnei  que  1'une 
d'elles  sc  deduit  de  1'autie  par  une  simple  tianslation,  c'est-a-due 
que  1'on  pent  prendre  pour  u\  une  fonction  de  u  permettant  de 
satisfaire  aux  relations 

( i  —  u-)  $(  u  )  dii  =  (i  —  u\ }  rtjt  iii)  diii} 
1(1  -+•  it,2 )  $(  a  )  da  =  —  1(1  -t-  MI  )  5v  iti )  duit 
u  3 (it)  da  =  iti  $1  (  iii )  diti 

En  divisant  membrc  a  membre,  on  tiouve  les  deu\  e, 

i  --  u-  T  -+-  u2         a 

qui    clonnent 


SI  l^oii  portc  cette  \aleui  dc  u^  dans  1'une  quelconque  des  equa- 
tions precedcntes,  on  obtient  la  relation 


que  Fon  petit  mettre  aussi  sous  la  forme 


G'est  la  condition  clierch.ee,  et  leraisonnement  prouve  bien  qu'elle 
est  siiffisanle 

Si  1'on  applique  un  raisonnement  analogue  au  cas  oil  les  deux 
courbes  sont  defmies  par  leurs  plans  osculateurs 

(i—  zt2ja;+  1(1-+-  zi2  )/  -H  2  ziJ    H-  2/(zt)    =  o, 

(I—  III  )X  —  l(l  -+-  It}  } 

D    —  I 
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on  trouvera,  en  expiimant  que  ces  deux  plans  coincident,  les 
lelations 


u  u 


Le  probleme  de  la  recherche  des  surfaces  doubles  eat  ainsi 
completement  icisolu 

228.  Si  Ton  vent  que  la  surface  double  soil  reelle,  il  faudra  que 
les  deu\  fonctions/et  f{  on  $",  $(  soient  consignees  On  est  ainsi 
conduit  a  une  equation  lonctionnelle  dont  la  solution  est  d'ailleius 
Ires  facile 

Posons  en  effet 


et  de-ognons  par  0(  («)  la  function  conjugue'e  de  0(«)   On  devia 
avoir 


Meltons  en  evidence  la  partie  leelle  P(u>  et  la  partie  imagi- 
naire  iQ(w)  de  la  fonction  6   Nous  aurons 


et;  par  consequent, 


les  s}rinholes  p  et  q  designaut  des  fonctions  reelles,  d'ailJeurs 
quelconques   On  deduit  de  la,  pour  ®(u),  1'expression 


ou,  plus  simplement, 
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-y  ddsignant  une  fonclion  imagmaire  quelconque  p(u]  -+-  iq(u)  et 
cp,  la  fonclion  conjugue'e  de  <p 

On  tiouverait  de  meme  ponr  $"(«)  Texpression  analogue 


£11  s'appuyant  snr  les  resultats  precedents,  on  peut  demontrer 
que  le  piocede  mdique1  an  n°  226  do  une  la  courbe  minima  la  plus 
geneiale  coincidant  avec  sa  conjuguee  Pienons  en  effet  1'equation 
du  plan  osculateur  de  cette  courbe  sous  la  forme 

\         u/  \         uj  \      u) 

ou  Ton  a  i  em  place  /(«)  pai  sa  valeur  tiree  de  1'equalion  (14)    En 
idenlifiant  1'equation  precedente  avec  celle  d'un  plan  quelconque 


•on  tr ouvc 

ir  -4-  ty  _  _  i_       u  —  ^ 

2\V        ~~  «'  2\V 

et,  pai  consequent, 

P  /U  — 


CeLtc  equation  de'finit  6videmmenl  une  suiface  reelle  a  laquelle 
sera  cuconsuile  la  developpable,  enveloppe  cles  plans  osculateuis 
de  la  coin  be  consideree 

229  Jusqu'ici  nous  avons  employe'  les  formules  de  M.  Weier- 
stiass,  qui  sont  parfaitenient  appiopne'es  a  1'elude  des  surfaces 
reelles  Dans  la  lh(5one  des  surfaces  doubles,  ou  il  s'agit  de  com- 
parer les  deux  courbes  minima  dont  la  translation  engendie  la 
suiface,  il  seia  avantageiiK  de  leprdsentei  les  deux  combes  mi- 
nima de  la  inume  m  am  ere  et  de  les  consideier  lespectivement 
comme  les  cnveloppes  des  deux  plans 


l-+-  U~)y  -+-  IllZ    -I-     2"        =0, 

—  u\}x  H-  1(1  -T-  u  \}y  +  2  M!  z  +  2/i(«!  )  =  o 
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Alors  les  deux  plans  seronl  paialleles  si  Ton  a  ut  =  «,  et  les  dcu\ 
courhes  seiont  identiques  si  Ton  a 


Les  formules  qui  defmissent  un  point  de  la  surface  seiont  les 
suivantes  (') 


(16) 


y=l 


2 

I  -f-  U- 

9 
1  +  Zi? 


et  le  plan  tangent  auia  pour  equation 

(17)  (l—  ZiZiijXH-  l(l  +  MZf!)Y+  (Zi-t-  Ztj)Z  H-  ;  =0, 

q  ayant  pom  valeur 


C'est  1'equation  de  la  smface  ecnte  dans  le  systeme  (a,  [j,  ^)  cp.ii 
a  6te  defini  et  ^tudie  aux  nos  16-4,  166  Elle  se  prete  de  la  manieic 
la  plus  simple  a  1'^tude  des  surfaces  doubles 
Dans  ce  cas,  nous  venous  de  le  voir,  on  aura 


et,  par  consequent,  q  sera  une  fonction  symetnque  de  u  el  dc  u\ 

Recipioqnement,  e^primons  que  \  est  une  fonction  symetric|iie 
de  u  et  de  u\.  Nous  devrons  avoir 


Posons 


=  a/( «i )  -+•  a/i  (  K)  —  ( u  —  ui )[/,'( zt;  — /'( ui )] 


(')  Ces  formules  sont,  au\  notations  pres,  celles   qui  ont    &L&   donnees    par 
Bjorhng  dans  le  Me" moire  analyst  plus  haut  [p    279] 
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I'equation  precedente  ne  contiendra  plus  que  Q(«)  et  deviendia 


La  senle  fonclion  salisfaisant  a  cetle  equation  esl  un  polynome  du 
second  degie,  mais  il  est  inutile  de  la  recliercher  Car,  si  Ton  m- 
tiodnit  la  nolaUon 


1'expression  de  £  devient 


ct  nous  Irouvons  1'uqnaLion  langentielle  d'une  sin  face  double,  qm 
conespond  a  la  fonction  <p(«)  Nous  pouvons  done  enoncei  la 
pioposiLion  suivante 


6*J  /;o/i  emploie  le  sj'itfcme  de  cooidonnees  tan  gentielles  dans 
Icqitel  on  eci  it  V  equation  d'un  plan  sous  la  forme 


(20)  f, 

I'  equation  tangentielle  des  sin  faces  minima  set  a 


Z,«  condition  necessau  e  et  biifjisante  poiu  que  la  sin  face  soit 
double  est  que   %  soit  une  fonction  sj  mett  ique  de  a  et  de  [3 

230  Nous  sommes  ainsi  conduits  a  etudier  d'une  maniere  genf^- 
I'ale  la  distinction  que  1'on  doit  etabhr  entre  les  sm  faces  dont 
'I'equaLion  tangentielle  est  synicLuque  pai  rappoit  a  v  et  a  ft,  et 
colics  dout  ['equation  n'est  pas  symeliiqne  pai  rapport  a  ces  va- 
iidl)les 

EnMsagcons  unc  siuface  algebiique  quelconque,  lepresentee  par 
I'equatiou  tangentielle  indecomposable 

(ii)  F(U,  V,  W,  P)  =  o, 

'ii  Ton  3  leniplace  U,  V,  W,  P  par  leurs  expressions  en  a,  (j,  \} 
on  aura  ^equation 

(23)  F[i-ap, 
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qui  est  sjmetrique  en  a  et  (3  Mais  il  peut  arnver  que,  liqua- 
tion^) etant  indecomposable,  il  n'en  soil  pas  cle  meme  dc  Li 
precedenle 

Supposons,   en  effet,  que  1'equalion  (22)  se  pvesente  sous  la 
forme 


(24)       /»(U,  V,  W,  P)-(U>  H-  V*  +  W^)  cpV  u,  V,  W,  P)  =  o, 
1'equation  (^3)  deviendra 

/iH«,  P,  £)-(«-  P)S?K«,P,  I)  =  o 
et  se  decomposera  dans  les  deux  suivantes 


qiu  ne  sont  plus  symetriques,  mais  qui  se  ranienent  1'une  i  1'aulre 
quand  on  echange  a  et  p  Elles  donnent,  1'une  et  1'auLrc,  tons  les 
plans  tangents  de  la  surface,  mais  avec  des  sens  opposes  pour  la 
noiinale 

Recipioquement,  considerons  une  surface  deTime  pai  1'equaLion 
(^  /(«,P,0  =  o, 

irreductible  par  rappoit  a  ^  Si  cette  equation  n'est  pas  symetrique 
par  lappoit  a  a,  [3,  on  sera  conduit,  avec  les  variables  U,  V,  W, 
P,  a  une  equation  tangentielle  de  la  foirne  (24)  qui  permettra 
d'expritnei  le  radical  ^/U2  +  V-  +  WTen  fonction  rationnelle  dc 
U,  V,  W,  P  ou,  ce  qui  est  la  meme  cliose,  des  coorJonnees  dn 
point  cle  contact 

Si,  au  contrane,  Tequation  (a5)  est  symetrique  par  rapport 
a  a  et  a  [3,  il  sera  impossible  d'expnmer  rationnellement  le  radical 
en  fonction  de  U,  V,  W,  P  Si  Ton  avail,  en  effet, 


(26)  /U^+  V2  +  W»  -  ^(U'  Vi 

~ 


nous  trouvenons,  en  remplacant  U,  V,  W,  P  en  fonction  de  a, 

(»-P)?i(»,M)  =  =/i(«,M), 

ft  et  cp,    etant  symetriques  en  a  et  (3    Or  il   est  impossible  que 
cette  Equation  sou  ve>ifiee  par  les  valeurs  de  g  racines  de  1'e'qua- 
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tion  meductible  proposee,  a  moms  que  ces  racmes  n'annulent  a 
lafois  /,  et  cp,    Alors  la  valeur  du  i  adical  clonnee  par  1'equalion. 

(26)  se  piesenterait  constamment  sous  la  forme  -  et  cette  equa- 
tion n'aurait  aucun  sens 

En  apphquant  ces  remarques  au\  surfaces  minima,  nous  obte- 
nons  la  proposition  suivante 

Pour  qu'une  surjace  minima  soit  simple,  il  faut  et  il  sujfit 
que  son  equation  tangentielle  puisse  eU  e  ramenee  a  la  for  me 
(a4);  si  elle  est  detei  mmee  pai  une  equation  en  cooi  donnees 
jionctuelles  f(x,y,  z]  =  o;  il  faut  el  il  sufjlt  que  les  deux  de- 
tei nunations  du  j  adical 


Ox 

soient  des  fonctions  distinctes  Vune  de  Vautie,   c' est- a -due 
que  le  i  adical  soil  wi  cat  re  par/ail 


5,  par  evemple,  1'alysseide  qui  est  definie  par  Yi- 
quation 

a"-  (  -       -  - 
cc-  -+-  -> "  =  --  \e'L  -r-  e    " 

I 
On  a  ici 

+  «(-     --:Y 

=  ±-\e"-+-e    "•} 

L'alyssuidc  est  done  une  siuface  simple 

Nous  pouvons  mamtenant  completer  les  remaiques  presentees 
au  n°  192  sur  la  repi^sentation  d'une  suiface  minima  pai  les  foi- 
mules  de  M  Wcieistrass.  Boinons-nous,  pour  plus  de  nettete, 
aux.  surfaces  rdelles  Nous  avons  vu  qu'a  une  menie  surface  on 
pent  faire  correspondre  deux  fonctions  differentes 

3(u)     et T-fi  f  — 

v    '  u1       \   it 

Les  resultats  obtenus  au  n°  227  nous  montrent  que  ces  deux  fonc- 
tions ne  seront  pas  distinctes,  dans  le  cas  des  suifaces  doubles,  on, 
plut6t,  ce  seront  deux  branches  diff^rentes  d'une  meme  fonction 
Si,  au  contraire,  la  surface  est  simple,  ces  deux  fonction?  seront 
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ure'ductibles  1'une  a  1'autie  el  nous  aurons  deux  fonc  Lions  chiTe- 
rentes  d'nne  meme  variable  imaginaire  se  lapportanl  a  la  meme 
surface  Ces  deux  fonctions  couespondiont  aux  deux  courbes 
minima  distmcles  dont  la  translation  pent  engendrer  la  surface 

231     C'est  ici  le  lieu  de  presenter  quelques  lemaiques  sur  les 
surfaces  dont  1'equation  tangentielle  est  dela  foime 

<ps  —  (Us  +  V3-+-W2)'p  =  o 

Le  ladical  y/UJ  -+-  VJ  -+-  W-  etant  une  fonction  lationnelle  de  U, 
V,  W,  P  et,  par  consequent,  des  cooidonnees  du  point  de  con- 
tact, on  voit  qu'il  est  possible  d'attribuei  aux  normales  en  tons 
les  points  de  ces  surfaces  un  sens  bien  deteimine  Si  1'on  piend, 
par  evcmple, 


pom  les  cosmus  dnecteurs  de  chaque  nonnale,  et  si  1'on  decnL 
sur  la  surface  un  cliemm  quelconque  pom  revenir  au  point  de 
depart,  on  y  reviendia  toujouis  avec  les  memes  valeurs  pour  les 
cosmus  dnecteurs  En  d'auties  terraes,  il  i>e?  a  possible  de  disliu- 
gucr  analytiquement  deux  cotes  de  la  surface  C'est  ce  qin 
amve,  par  exemple,  dans  le  cas  de  la  spheie  on  dans  celui  de  la 
surface  de  qiiatneme  classe  deja  consideree  au  n°  159 

Snpposons,  au  contiaire,  qu'il  soit  impossible  d'obtemr  poui 
\/U2  H-  V-  -H  W-  une  evpiession  rationnelle  en  fonction  des  cooi- 
donnees, soit  ponctuelles,  soit  tangentielles,  les  cosmus  duecteurs 
de  la  normale, 


U  V      


changeiont  cej  tainemeiit  de  signe  lorsqu'on  suivra  sur  la  sm- 
face  un  cliemm  ; eel  on  imaginaiie  convenablement  cboisi 
Seulement  il  y  a  lieu,  dans  ce  cas  encoie,  de  faire  une  distinction 
tres  essentielle  Pour  certames  sm faces  telles  que  1'elhpsoide,  le 
paraboloide,  les  hyperboloides,  si  Ton  revient  au  point  de  depart 
apies  avoir  parcouru  un  chemm  i eel  qnelconque,  on  retrouvera 
loujours  le  meme  sens  pour  la  normale  En  d'autres  termes,  si 
Ton  imagine  une  petite  sphere  parcomant  le  cliemm  consider^, 
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elle  se  trouvera,  an  retour,  du  me  me  cole  de  la  surface  qu'au 
depart  Mob  ins  a  lemarque  le  piem>er  qu  il  exisLe  im  grand  nombre 
de  surfaces  telles  que  le  sens  de  la  normale  sc  trouve  change  quand 
on  revjent  au  point  de  depart  aprcs  avou  paicouru  nn  chemin 
reel  convenablement  clioisi  Bornons-nous,  pour  plus  de  simph- 
cite,  a  consider er  les  surfaces  alge"briques  II  faut  evidemment, 
pom  que  la  circonstance  precddente  se  presente,  que  la  surface 
ait  des  lignes  multiples  reelles 

Consideions,  en  elTel,  ]a  surface  paiallele  a  la  proposee,  ob- 
tenue  en  portant  sui  les  normales  des  longueurs  infiniment  petites 
egales  a  \J  Tant  que  y/U2  +  V2  +  W2  ne  sera  pas  tin  cane  par- 
iait,  IPS  deux  nappes  dont  se  compose  cette  surface  ne  constitue- 
ionl  analytiquement  qu'une  scale  surface  et,  si  1'on  cousidere  les 
deux  points  /«,  m',  situes  sur  la  normale  en  un  point  M  de  la  sur- 
lace  donnee,  il  sera  to uj ours  possible  de  suivre  sur  la  surface  pa- 
idllele  un  cbeimn  reel  ou  imagmaire  qui  condiuse  de  m  a  ?n'  Mais, 
si  ce  cliemin  est  entierement  reel,  la  fonction 

<?O,  7'  -), 

qui,  egalee  a  zero,  donne  I'dquation  de  la  surface  proposee,  aura 
evidemmenL  change  de  signe  quand  on  passera  de  in  a  m'  Comme 
ce  chemin  est  parallele  a  line  nappe  de  la  surface,  il  faudia  ne- 
cessanement  qu'il  en  travel  se  an  moms  une  autre  et,  par  con- 
sequent, que  la  suiface  proposee  ait  une  ligne  multiple  ou,  au 
moms,  un  point  multiple 

II  est  remarquable  que  la  surface  la  pins  simple  possedant  une 
hgnc  multiple  jouisse  de  la  propnete  singuliere  que  nous  etudions 
ici  Cette  surface  est  la  surface  r^glee  du  troisieme  ordre  dont 
nous  mdiquons  ici  la  forme  (Jig  18)  Si  Ton  pait  du  point  m  en 
suivant  le  chemin  mklysrm,  on  reviendia  au  point  de  depart 
apres  avoir  change"  de  cote  ( ' ) 


(')  Get  excmple  nous  avait  die  indique  pai  H  -S  Smith,  piofesseur  Savilien  ^ 
Oxfoid,  dont  tons  les  g^ometies  ddploient  la  moit  prematur^e  Les  diflerentes 
sin  faces  icglees  du  tioisieme  oidie  soul  les  Liansformees  homogiaphiques  de  celle 
qui  est icpiesentue  pai  1'dquaLion 

zx*  -  y* 

La  figuie  se  rappoite  a  la  suiface  dont  liquation  est 
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A  cet  exemple  si  simple  d'une  surface  re"elle  /z'«j  ant  pas  de 
cote  on  peut  en  ajoutei  beaucoup  d'autres  tres  geneiaux 

Prenons,  par  exemple,  line  courbe  fermee  reelle  (K)  choisie  de 
telle  maniere  qu'elle  admette  seuleaient  un  nornbre  limite  de  cou- 
ples de  tangentes  paralleles  Si  1'on  part  d'un  point  quelconque  A 
de  cette  couibe  avec  un  sens  deteumne  pour  la  tangente,  la  loi  de 
contmuite  deteimmera  le  sens  de  cette  dioite  pour  tons  Ics  autres 

FIR  18 


points  de  la  courbe   Par  consequent,  si  oc,  y,  z  sont  les  coordon- 

nees  d'un  point   de  la  combe,  -?-,  -?-,  ^  seront   cles   fonctions 
1  as     as     as 

parfaitement   deteimmees   en   chaque  point   icel  de   la    courbe 
Soient  mamtenant  M,  M'  deux  points  quelconques  de  la  courbe  et 
prenons  le  lieu  des  milieux  de  la  corcle  MM'    La  normale  au  point 
milieu  de  MM'  aura  pour  cosmus  directeius 


dy  dz'       dz  dy' 
ds   ds'        ds  ds' 

A 

A  designant  la  quantite 


dz  dr'       dx  dz' 
ds    ds'        ds  ds' 

A  : 


CLOU   Ct/y         Cuj"    ci^c 
ds   ds'        ds    ds' 

~  A 


/        /  dx  d% '       dy  dy'        dz  dz1  \  '• 

y  \ds    ds1        d&   ds'        di>   ds' ) 


que  nous  prendrons,  par  exemple,  avec  le  signe  +  Faisons  mam- 
tenant  tourner  la  corcle  MM',  de  maniere  que  M  vienne  en  M'  eL 
M'  en  M,  mais  en  evitant,  ce  qui  est  toujours  possible,  la  coinci- 
dence de  M  et  de  M'  et  aussi  les  positions  de  la  corde  en  nombre 
limite" ,  poiu  lesquelles  les  tangentes  en  M  et  en  M'  sont  paralleles 
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Nous  siuvions  snr  la  surface  lieu  des  milieux:  uu  chenun  lecl  pour 
chaque  point  cluquel  le  plan  tangent  seta  Lien  determine  et, 
quand  nons  reviendrons  an  point  de  depail,  Techange  de  M  et 
de  M'  aura  fail  clianger  le  signe  des  cosmus  cluectcurb  de  la  nor- 
raale  ( ' ) 

232    Considerons  raaintenant  nne  suiface  minima  double  edge- 
bf  ique  on  du  moms  non  pei  lodique,  et  soit 

(i  —  u-}x  -4-  id  -4-  u-} y-^-  2itz  -4-  2/uO  =  o 

I'dqualion  du  plan  osculaleur  de  la  courbe  minima  an  moyen  de 
laquclle  s'engendie  la  surface  Soient  M,  M,  deux  points  de  cette 
courbe  Lc  milieu  m  de  la  corde  MM,  decrna  la  suiface  consi- 
Jeree  Soicnl  u  eL  u{  les  valeurs  du  parameUe  it  relatives  aux 
points  M  et  M(  Lcs  cosmus  directems  de  la  normale  en  /nauront 
pour  expressions 

I  Ulli  I   -+-   UUl  U  -r-   ll[ 

u  —  z^i          u — u\        it — «i 
et  ils  nc  seront  reels  (n°  15)  que  si  Ton  a 


u1  <kant  1'imaginaiie  conjuguee  de  u  De  plus,  dans  le  cas  t[in 
nous  occupe,  011  la  surface  n'est  pas  periodique,  il  faudia,  pour 
que  le  point  m  de  la  suiface  soit  reel,  que  Ton  associe  a  la  cletei- 
mmation  fQ(u)  de  /(«),  relative  au  point  M,  nne  deteimmation 
fo(i(\)  de  /(«i)  completement  definie  par  cette  condition  que  Le 
point  Mt  soit  imagmaire  conjugue  de  M  Ainsi,  a  chaque  systenu 
de  valeius  de  u  et  de  f(u)  coriespond  un  point  leel  de  la  sur- 
face et  un  seal. 

Faisons    mamtenant  varier   u  de  telle  mamere  qu'il  devienne 


(')  On  lappiocheia  les  icrnaiques  qne  nous  avons  pieacntces  clans  cet  aiLiolc 
clc  cclles  que  Laguerrc,  noLie  regrettc  confreie  el  ami,  a  de\eloppees  ilans  une 
suite  clc  liavaux  inLeressants  sut  la  Geometric  de  direction  (  Von ,  en  pai  Licuhei, 
]e  Memone  Siu  la  Geometue  de  direction  public  en  iS8u  clans  k  Lome  VIII  du 
Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de  Fiance,  p  196,  et,  ilifTeimts  ailicles 
inseies  dans  les  Cornptes  rendiis  en  iSSr,  1882  eL  ib83  j 
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egal  a  u{  et  clioisissons,  en  outre,  pom-  cette  variable  complete,  un 
cliemm  tel  que  la  determination  primiti\e/0('0  de/(w)  devienne 
egale  Ala  dcteimmalion  primitive  f0(u\ )  de/(«i)  Le  point  M  de 
la  couibe  minima  sera  venu  coincider  avec  le  point  unaginaire 
con]ugue  M(  et,  par  consequent,  le  point  M(  seia  venu  en  M  On 
reviendra  done  an  meme  point  mde  la  surface  minima  D'ailleiu'S, 
dans  le  cliernin  reel  que  1'on  aura  suivi  sur  la  suiface,  les  cosmus 
directeuis  de  la  noimalc  auiont  vane  d'une  manicre  continue  ,  car 
on  n'a  jainais 

Li  =  MI, 

c'est-a-diie 

ZiZi'-l-I  =  0 

Quancl  on  reviendra  au  point  de  depart,  on  aura  echange  les 
valeuis  de  u  et  de  u\ ,  les  cosmus  duecteurs  de  la  noimale  auronl 
change  de  signe,  comme  le  montrent  les  expressions  donnees  plu^ 
haut  de  ces  cosmus,  et  1'on  se  trouveia  sur  le  cote  oppose  a  ccliu 
d'oii  1'on  etait  parti  (') 


(')  SCUILLING,  Die  Mmimalflachen  funfter  Elasse  nut  dam  Stei  eoscop-Bild 
euies  Modells  derselben  GaeLtingue,  iSSo 

CeL  inkicssanl  tiavail  contienl  non  seulemcnt  une  d(imonshaLion  tie  la  piopo- 
biLion  que  nous  tenons  d'etablir,  mais  encore  nne  6tnde  ties  detaillee  de  la  sui- 
iace  de  M  Ilenneberg  M  Schilling  en  dt.Lennine  1'oidie,  la  classe,  les  smgula- 
ntes  pnncipalcs  el  il  monLie  qu'elle  cst  le  lieu  dcs  milieux  de  la  coiube  minima 
di-finie  pai  les  equations 


Elle  coirespond  a  la  valeui 


<Ie  la  fonctioncleM  Weieistiass   Cela  nous  conduit  a  signalei  les  suifaces  doubles 
conespondantes  a  la  valeui  plus  geneiale 


ou  p  dtsigne  un  nombie  impau 


LIVRC   III     —CHAP     VII     —  LJCS   SURFACES    MINIM  V   ALGEBIUQUES     365 


CHAPITRE  VII. 

LES    SURFACES    MINIM V    ALGEBBIQTJES. 

Determination  de  la  clause  et  dc  1'orche  de  la  sui face  minima  algLbiiquc  cngendrik 
pai  la  LransIaLion  dc  deux  courbcs  minima  donnees  —  Application  an  ca^  par- 
ticulicr  ou  la  function /(«)  est  lationnelle  —  Di_teimination  de  la  surface  mi- 
nima icelle,  simple  ou  double,  dc  la  rlasse  la  moms  JCVLC  —  Points  a  I'mfini 
cles  sui  faces  minima  —  La  section  cle  la  biulace  par  le  pldn  de  1'infini  se  com- 
pose evclusnernent  de  dioiles  simples  ou  multiples  —  Points  multiples  d  dis- 
tance lime  —  buifdces  minima  a  point  conique 


233  Apres  avoir  expose,  en  siuvanl  les  methodes  de  M  Lie,  la 
solulion  cles  pioblemes  les  phis  elementaires  de  la  iheone,  nous 
allons  mdiquer  comment  ceL  eminent  geometie  a  determine  1'ordie 
eL  la  classc  d'tme  smface  minima  algebnque,  loisqu'on  suppose 
donnees  les  deux  courbes  minima  dont  la  translation  pent  engen- 
diei  la  s  in  face 

La  determination  de  la  classeiepose  sur  le  theoieme  smvant, 
qui  est  u n  cas  paiticulier  d'une  pioposition  generale  deja  enoncee 
au  n°  8i  et  relative  auv.  surfaces  engendrees  par  la  tianslation 
d'une  combe  invariable 

La  cttveloppable  circonsci  ite  a  la  sin  face  en  tons  les  points 
del  une  cles  cow  bes  minima  dont  la  ti  anslation  cngendi  e  cette 
smface  est  un  cyhndi  e  dont  les  generati  ices  vont  i  enconti  er 
le  ceicle  de  Vinfim. 

Soient  (y)  lacourbe  minima  donnee,  m  un  de  ses  points  et  (y, ) 
la  seconde  courbe  minima  de  la  surface  passant  par  le  point  m 
La  tangente  en  m  a  (y, )  est  une  cles  ge"neiatrices  dti  cyhndre  cir- 
conscnt  suivant  (y). 

Ce  point  etant  rappele,  considc^rons  le  cone  en  consent  a  la  sur- 
face ayant  pour  sommet  un  point  quelconque  p  du  cercle  de  1'm- 
lini,  soit  y.rn  une  gen^ratrice  du  c6ne,  tangente  en  m  a  la  surface 
II  passe  en  m  deux  courbes  minima  de  la  surface  (y),  (y^  dont 


366  LIVRE    III     —    CI1AP      VII 

1'une,  que  nous  designeions  par  (yi),  est  langente  a  ym,  et 
il  lesulte  clu  theoreme  precedent  que  la  developpable  cnconscutc 
a  la  surface  siuvant  (y)  est  un  cylmdie  dont  les  generaLi ices 
sont  paialleles  a  p  ?7i,  c'est-a-dire  un  cone  cle  sommel  p  Done  ; 

Le  cone  cu consent  a  la  sit) face  minima,  (tj  ant  SQJI  sommel 
en  un  point  quelconque  du  ceicle  de  1'infini,  se  decompose  en 
cones  jilus  simples  dont  chacun  est  cu  consci  it  a  la  swjace  sm- 
vant  line  coin  be  minima 

Ce  point  elant  admis,  commencons  par  considcrer  une  siuface 
simple  et  soit  p  un  point  du  ceicle  de  1'infini  Designons  pai  (Kj 
et  (K;)  les  deux  couibes  diffeienlcs  dont  la  translation  pent  en- 
gendier  la  suiface.  Les  generatrices  clu  cone  cuconscnt  siuvant 
line  cles  positions  de  (K/)  sont  tangentes  aux  diverses  positions 
de  la  coiube  (K)  Le  nombre  des  cones  de  sommet  p,  cu  consents 
cbaciiu  suuant  line  des  positions  de  (K'),  sera  done  egal  an  nombre 
des  tangentes  que  Ton  pent  mener  du  point  p  a  1'une  des  positions 
de  la  coiube  (K)  Ce  nombie,  que  nous  dcsigneions  par  M,  est 
e\idemmenl  1'oidie  cle  inultiplicite  du  ceicle  de  1'infini  sui  la  de- 
veloppable formee  par  les  tangentes  de  (K)  11  y  a  done  M  cones 
de  sommet  p.  cu  consci  its  smvant  line  des  positions  de  (KJ)  et 
M  cones  de  menie  sommet  circonsci  its  saw  ant  line  des  posi- 
tions de  (K);  M  et  M'  designant  les  07 dies  de  multiplicite  du 
ceicle  de.  Vinfini  sur  les  developpables  foimees  pat  les  tan- 
gentes aux  deux  coin  bes  La  classe  de  la  surface  beia  celle 
de  cet  ensemble  de  cones 

EnMsageons  1'un  des  c6nes  circonscnts  suivant  une  position  de 
(K'),  par  evemple,  et  soit  (d]  une  droite  quelconque  passant  pai 
le  sommet  p.  de  ce  cone  Pour  qu'un  plan  tangent  a  ce  cone  con- 
tienne  la  dioite  (c/),  il  est  ne"cessaire  et  suffisant  que  la  langente  a 
la  combe  (K'),  men^e  au  point  de  contact  de  ce  plan  et  de  la 
suiface  minima,  rencontre  la  droite  (d)  en  un  point  situe  a  dis- 
lance  lime  La  classe  du  cone  est  done  egale  au  nombie  cles  tan- 
gentes de  (K/)  qui  viennent  lencontier  la  dioite  (d)  a  distance 
fime  Or  ces  tangentes  forment  une  ddveloppable  dont  1'oidre, 
que  nous  d^signerons  par  R',  a  regu,  comme  on  sail,  le  nom  de 
rang-  de  la  courbe  Cette  ddveloppable  est  deja  coupee  par  la 
dioile  (d)  au  point  p.,  qui  est  multiple  d'oidie  M'  Elle  lencontreia 
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done  Ja  clioile  (d]  en  R'  —  M'  points  a  distance  fime  et,  par  suite, 
la  classe  du  cone  considdhe  seia 

R'  -  M', 

On  trouveia  de  meme  R  —  M,  R  ctant  le  nombre  analogue  a  R', 
pour  la  classe  du  cone  en  consent  suivanl  une  position  de  la 
courbe  (R.)  La  classe  de  la  surface,  c'est-a-diie  celle  de  1'en- 
senible  cles  cones  de'finis  pvecedemnient,  beia  clone 

MfR'  —  M')-+  M\R  — M) 

Tel  est  le  nombre  obtenu  pai  M   Lie 

Dans  le  cas  ou.  la  surface  minima  est  double,  il  n'v  a  plus  lieu 
de  distmguei  deux  series  de  cones  circonscnts  et  la  classe  devient 

cji>ale  a 

lU(R-M), 

les  nombres  R  et  M  se  lappoitant  a  la  combe  unique  dont  la 
translation  engendiera  deux  fois  la  surface 

Si  la  smface  est  simple  et  leelle,  les  deux  courbes  dont  la  trans- 
lation engendre  la  surface  sont  imaginaues  conjugiiecs  On  a  evi- 

demment 

M'  =  M,        R'  =  R, 

ct  la  classe  de  la  surface  sera 

aM(R  — M) 

On  voit  que  toutes  les  surfaces  minima  leelles  dont  Toidie  est 
premier  ou  impair  sont  nticessaiiement  doubles 

Nous  signalerons  une  i elation  d'megalite  a  laquelle  saUsfont  les 
nombres  R  et  M  leLitifs  a  toute  courbe  minima  La  de"veloppable 
fonnde  par  les  tangentes  a  cette  courbe  est  coupee  par  une  droite 
situee  a  1'mfmi  en  deux  points  au  moms,  qui  sont  situes  sur 
le  cercle  de  I'lnfim  et  sont  multiples  d'ordie  M  On  a  done 

(j)  R>aM,        R  —  M>M 

II  icsulte  de  cette  m^galite  que,  dans  1'expression  M(R  — M) 
de  la  classe  d'une  surface  double,  le  plus  giand  facteur  ne  pent  etre 
que  R  —  M  Si  la  classe  est  un  nombre  piemier  p,  on  aura  neces- 

s  an  em  en  t 

M  =  i         R—  M=, 
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ce  qui  donne 

R  =  p  +  i 

234.  Passons  mamtenant  a  la  determination  de  1'ordre  de  k 
surface,  qui  se  fait  d'ailleurs  d'une  maniere  moms  precise  Nous 
couperons  la  suiface  par  une  droite  (d)  assujettie  a  la  scale  con- 
dilion  de  nepasiencontrei  lasiufacea  I'lnfim  Supposons  d'aborcl, 
pour  plus  de  nettete,  que  cette  droitc  ait  ete  clioisie  pour  axe  des 
z  Ses  points  d'mtersection  avec  la  sin  face  seront  delei  mine's  par 

les  deu\  equations 

Ai  n  —  AjCu)  —  o, 
Buj  -i-  B,(TJ  —  o 

Si  1'on  constrmt  les  deux  courbes  planes  defimes  par  les 
equations 


et 


le  piobleme  sera  raniene  a  la  leclieiclie  de  ceux  de  leurs 
comnums  qui  sont  a  distance  fime  Soient  (K)  et  (K')  les  dcu\ 
combes  doiit  la  translation  engendie  la  surface  La  combe  (y) 
seralaprojection  de  (K)  surle  plan  des  ouy  ^  (^}  seialasymeLrique, 
par  rapport  al'oiigine,  de  la  projection  de  (K')  sur  le  meme  plan 
Les  ordres  de  (y)  et  de  (y')  seiont  les  memes,  en  general,  que 
ceux  de  (K)  et  de  (K').  Si  done  nous  de'signons  ces  oidies  pai  m  el 
rn1  ,  le  nombie  des  inteisections  cherchees,  egal  a  1'ordre  de  la 
surface,  sera,  en  general, 

mm' 

Toutefois,  si  les  courbes  (K)  et  (K;)  ont  des  points  communs  a 
rinlini,  il  en  seia  de  meme  de  leuis  projections  Soit  to  le  n  ombre 
des  points  a  1'infim  que  1'on  determinera  par  les  methodes  con- 
nues  (  '  )  Dans  ce  cas  1'ordre  de  la  surface  sera 


(')  Voir ,  en  particulier,  les  diffdrents  travaux  de  M  Halphen  inseres  dans  le 
Bulletin,  de  la  Society  mathematique  de  Fiance,  le  Jouinal  de  Liouvitte  et 
la  tiaduction  francaise  des  Courbes  planes  de  M  Salmon 
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Enfm,  si  la  surface  est  double,  cliaque  point  de  la  surface  corres- 
pondra  a  deux  syslemes  de  valeurs  de  t  et  de  T,  car  les  veiitables 
parametres  de  cliaque  point  sont  les  fonclions  symetriques  t  4--, 
jf-c  (n°  224).  Le  nombre  precedent  devia  etre  rediut  de  moitie  et 
1'oidre  aura  pour  expression 

-  (mm1  —  to) 

Si  Ton  veut  e"vitei  Le  cliangement  d'axes,  qui  consiste  a  prendre 
pour  ave  des  z  la  dioite  donnee,  on  ecrira  les  equations  de  cette 
droite  sous  la  forme 

r  ~  m^  +p, 
y  =  n.  z 


ct  Ton  seta  conduit  a  consiclerei  le  ssteme 


c'esL-a-dne   a  determiner    le    nombre   des    points    d'mteisection 
des  deux  courbcs 


(-1) 
el 

(3) 

Les  resultats  precedents,  relalifs  al'ordrc  et  a  la  classe,  peuvenl 
etre  verifies  dans  cbacun  des  exemples  que  nous  avons  eludies 
Consid^ronSj  par  exemplc,  la  surface  d'Ennepei    Les  courbes  (K) 
et  (K')  sont  ici  des  cubiques  gaudies  defmies  par  les  equations 

x  =  3  u  —  u3  , 

j'  =  ±:t(3z<-l-zi3), 

x  =  3  zt2 
On  a 


La  surface  est  simple,  d'ailleurs  ,  son  ordre  sera  9  etsa  classe  6, 
comme  nous  1'avons  deja  reconnu  (n°  207) 

M  Lie  a  fait  une  application  detaillee  des  me"thodes  pre- 
D.  —  I  24 


870  LIVRE   III     —   CITAP      VII 

cedentes  au\  siu  faces  engendrees  par  des  courbes  minima  dont  les 
tangenles  forment  une  developpable  conlenant  une  seule  fois  le 
cercle  de  I'mfini 

Si  1'ou  pi  end  ['equation  da  plan  osculaleur  a  la  courbe  minima 
sous  la  forme 


u-}y  -+•  'iuz-\-  •)  f(u}  =  o, 

/(«),  etant  ici  une  fonction  algebnque  de  u,  seia  determme'e  par 
une  equation  de  la  foime 


Le  degre  de  cette  equation  par  rappoit  a  /(«)  donne  e'videm- 
menll'oidre  de  multiplicile  clu  ceicle  de  1'mfim  sur  la  developpable 
dont  la  coiube  minima  est  1'aiete  de  rebroussemenl  Dans  le  cas 
que  nous  \oulons  etudiei,  cette  equation  sera  clone  du  premier 
degie  et  f(u)  seta  une  fonction  raliounelle  de  u  Les  ie"sultats 
obtenus  au  n°  198  en  ce  qui  concerne  la  transformation  des  coor- 
donnees  nous  montrent  d'ailleurs  que,  si  les  axes  sont  quel- 
conqnes,  le  degrc  dn  numeiateur  de  f(a^)  seia  siipe"rieur  de  deux 
unites  seulement  a  celui  du  denotninateur  On  pourra  done  poser 

(5)    f(u)  =  attts 


les  termes  du  second  degie  n'auront  aucune  influence  sur  le  ic- 
sultat  et  peuvent  meme  etre  suppnmes  si  Ton  imprime  a  la  combe 
une  translation  convenablement  choisie 

Si  Ton  substitue  cette  valeui  def(u)  dans  1'equation  (4),  on  voit 
qu'il  passera,  par  chaque  point  de  1'espace,  des  plans  tangents  de 
la  developpable  en  noinbre  egal  a 

<6)  C  =  £/n,+  2 

Ce  nombre  est  la  classe  de  la  courbe  son  expression  ne  nous  est 
pas  necessaire,  mais  elle  mterviendra  pour  simplifier  les  foimules 

Si  1'on  substitue  les  valeurs  de  /(«),  /'(M),  /'(M)  dans  les  for- 
mules  (5)  [p  342]  qui  donnent  les  coordonnees  x,  v,  z  d'un 
point  de  la  courbe,  on  reconnait  immediatement  que  les"  termes  en 

_       i     _  i 

u  —  at  )"'i+i  '     (  u  —  a,  j'«.-i-2  ' 
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figurcnl  dans  les  expressions  de  as,}',  z  La  courbe  cst  done  um- 
cursale,  et  le  degie  du  denommateur  commun  de  x,  }',  z  seia 

1  nil  •+•  2  q  , 

q  etanl  le  nombre  des  racmes  at  Co  mine  les  numerateurs  de  #, 
y,  z  sont  de  degids  egaux  on  mferieurs  a  celiu  du  denommaleui 
commun,  1'ordie  0  de  la  combe  minima  scia 

(7)  0  =  2mt  -+-  a<7  =  C  -i-  2<7  —  2 

Proposons-nous  mamlenant  de  ddLerminei  le  lang  de  la  courbe, 
c'esL-a-dire  le  nombre  des  ge'ne'ralnces  de  la  developpable  qui  ren- 
conlrent  une  droite  donnee 

Une  geneiaLrice  de  la  developpable  est  defime  par  les  deux 
e*qualions 

(I—  Zt2)?    -i-  1(1-+-  ZJ2)j)    H-2ZiT  +  2/(zi)   =  0, 
-  II  f  -+•     lit}     •+-      £       +-    f  (it}    ~  0 

Si  Ton   exprnne  qu'ellc  rencontie  une  droile  donnee  par  les 

equations 

1U  —  Cy  =  A', 

Cx  —  Aj=B',         AAl-HBB'-+-CG(  =  o, 
A}'-Er  =  C', 

on  est  conduit  a  une  Equation  de  la  forme 


•+2C[iiJ'(u)—  /(M)]  •+-  A'i(i—  zi-)  —  B'(n-  zi2)  •+-  2iC'«  =  o, 

dont  le  degre  donnera  le  lang  clieiclie    II  suffit  de  se  reporter  a 
1'expression  de/(«)  pour  reconnattre  que  ce  degi^  est 

(8)  R  =  2ml-+-g  -t-2  =  C-+-q 

Telles  sont  les  form  u  les  qui  font  reconnaitie  les  deux  nombres 
donl  dependent  1'ordie  et  la  classe  de  la  surface  minima 

236    Proposons-nous,  par  exemple,  de  deteimmer,  paimi  les 
smfaces  que  nous  ^tudions,  celles  qui  ont  la  classe  la  plus  faible. 

Snpposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  suifaces  simples   La  classe 
sera  egale  a 

2[Smz+  q  -M], 
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q  el  m  etant  au  moms  e"gaux  a  i  ,  il  faut  pi  enclie 


on  aura  done 

f(  IL}  =  --  h  a  z*8  _|_  R  u  _!_  ., 
J  —  '  ' 


C'esl  la  valeur  dej(it)  qui  correspond  a  la  surface  d'Enneper. 
Si  Ton  vent  obtemr  les  surfaces  de  luutieme  classe,   il  faudia 
prendie 

Znit-i-g  =  3 

Cette  equation  aclmetl'  unique  solnlion 

q  —  i,       /??[  =  2, 
qui  donne 


L'ordie  de  la  suiface  corrcspondanLe  sera  16 

237    Pioposons-nous  mam  tenant  de   rechercher    les  suifaces 
doubles  jeellesles  plus  simples   L'equation  a  laquelle  salisfait  la 


nous  montre  que,  dans  ce  cas,  a  chaque  mfmi  aL  coirespondra  un 
mfmi  —  —,  de  meme  degre  de  multiplicity,  a\  designant  la  conju- 

guee  de  at   Les  nombies  m,,  etant  deux  a  deux  egaux,  la  somme 
~Smt  sera  paire,  amsi  que  le  nombie  q 
La  classe 

'4-1 


sera  done  toujoms  un  nombie  impair  et,  comme  on  a  6videmment 


la  classe  sera  au  moms  egale  a  5    La  surface'  double  i6elle  la 
plus  simple  correspond  done  a  1'hypothese 


q  =  2, 
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On  obtient  amsi,  nous  aliens  le  reconnaitre,  la  surface  cle 
M  Hennebeig 

An  reste,  on  pent  oblenir  Ires  simplement  sous  sa  forme  la  plus 
ge*nerale  la  ^valeur  de  f(u}  qui  correspond  aux  surfaces  doubles 
reelles 

Nous  avons  vu,  en  efifet,   qu'a  chaque  infmi  aL  correspond  un 

mfim Choisissons  dans  chaque  groupe,  d'une  mameie  arbi- 

traire,  1'un  des  infmis  C(t, -,  ct  reumssons  tons  les  termes  qui 

correspondenl  a  ces  infinis    Si  nous  designons  par  <p(«)  1'ensemble 
de  ces  termes,  la  fonction 


ou  cp,  designe  la  conjuguee  de  cp,  salisfera  encoie  a  1'equaLion  fonc- 
Lionnelle  qui  caraclerise  les  surfaces  doubles 


F     -1- 


mais,  comme  elle  ne  conLient  plus  les  infmis  a^  elle  ne  pourra 

pas  contenir  non  plus  les  infinis  --  r  et  se  reduira,  par  consequent, 

aL 

a  un  polynome  du  second  degie  que  deLermmeia  1'equation  fonc- 
tionnelle  pr^c^denLe  et  qui  sera  de  la  forme 

it-")  -+-  sea, 


«,  b,  c  cle'signanf  tiois  constantes  le'elles  On  pourra  le  fane  dis- 
paraitie,  si  Ton  veut,  par  une  translation  reelle  et  Ton  auia,  dans 
tous  les  cas,  1' expression 

/           T    X 
/(  U)  :=  <p(zt)  —   Z42tp,  f )   -+-  a(l  —  U-)  -+-  lb(l  -+-  U-~)  •+•  2.CU, 


qui  definira  toutes  les  surfaces  doubles  reelles. 

Dans  le  cas  de  la  surface  de  M    Henneberg,  on  pent,  en  choi- 
sissant  convenablement  les  axes,  prendre 
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a  etantieel,  et  Ton  aura 

(9)  /•(")='" 


Si  Ton  applique  a  cette  surface  les  melhocles  mchquees  plus 
haul  pom  la  deteimmation  de  1'ordie,  on  reconnaitra  sans  chffi- 
culle  que  ies  courbes  designees  an  n°  233  par  (y),  (y,)  sont  ici 
symetriques  1'une  de  1'antre  par  rapport  a  I'ongme  et  qu'elles  sont 
de  1'ordie  6  Les  points  a  1'jnflni  etanl  des  points  simples  d\n- 
tersection,  il  restera  3o  points  d'mterseclion  a  distance  finie  el 
1'ordre  de  la  surface  sera,  par  suite,  egal  a  1 5 

238.  Considerons  une  courbe  minima  (K),  pour  laquelle  on 
connait  les  nombies  R,  M  Si  on  la  transforme  par  mveision,  on 
obtiendia  une  nouvelle  combe  minima  (K,),  soient  R,  et  M,  les 
nombies  relatifs  a  celte  courbe 

Une  dioite  (d]  lencontiant  le  cercle  de  1'infim  coupe  la  develop- 
pable  formee  par  les  tangentes  de  (K)  en  R  —  M  points  L'mver- 
siou  transforme  la  droite  (d]  en  une  droite  (d\}  rencontrant 
egalement  le  cercle  de  I'mfini,  elle  transforme  la  developpable 
foimee  par  les  tangentes  de  (K)  dans  la  developpable  formee  par 
les  tangentes  de  (K,)  On  aura  done 

R— M  =  R,_M1 

D'autre  part,  consideions  un  cercle  passant  par  le  p61e  de  l'in- 
version,  il  coupera  la  developpable  foimee  par  les  tangentes  de 
(K)  en  aR  points,  deu\  de  ces  points  sont  sur  le  cercle  de  I'liifmi 
et  comptent  chacun  pour  M,  enfm  d'autres,  en  nombre  que  nous 
designeions  par  Q,  sont  confondus  avec  le  pole  Le  ceicle  coupeia 
done  la  developpable  en 

aR  — iM  — Q 

points  a  distance  finie  et  ne  comcidanl  pas  avec  le  pole 

Si  Ton  apphque  maintenant  I'mversion,  le  cercle  se  tiansforme 
en  une  droite  quelconque  et  le  nombre  precedent  devient  le  rang 
de  la  courbe  (K, ).  On  a  done 

R1  =  2R  — 2M  — Q 
La  valeur  de  R,  sera,  dans  tous  les  cas,  positive  et  supenenre  a 
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quatre,  car  il  n'existe  pas  de  couibe  dont  le  lang  soit  mferieur  a 
ce  nonibie,  Q  est  mil  si  le  pole  est  quelconque,  mais  il  devient 
egal  a  clenv  si  ce  pole  a  etc  pri-s  sin  la  couibe  (K.)  On  a  done, 

dans  tons  les  cas, 

aR  —  aJM  —  2  >  j 
on 

R  —  M^3 

Cette  megalith  met  en  evidence  les  resultats  siuvants,  qui  sout 
dus  aM  Lie 

La  classe  d'une  surface  minima  simple 

M  ( R'  —  M' )  -i-  M'(  R  —  M ) 
est  au  moms  egale  a 


c'esl-a-cliie  au   moms   egale   a  6     Parmi  les  surfaces  simples,   la 
surface  d'Ennepcr  est  done  celle  dont  la  classe  est  la  plus  faible. 
La  classe  d'une  surface  minima  double 

M  (  R  —  M  ) 

est  tonjouis  suptTieiire  a  3M,  c'cst-a-due  a  3. 

Si  1'on  considere  une  cubique  gauche  qui  soit  une  couibe  mi- 
nima, elle  donne  efTcctivement  une  surface  double  de  tioisieme 
classe,  mais  ceLte  surface  est  imagmaue  En  etTet,  une  courbe  mi- 
nima ne  peut  <§tie  identique  a  sa  conjnguee  que  si  elle  est  coupee 
par  un  plan  reel  quelconque,  en  des  points  nnaginaiies  conjugues 
deux  a  deux  Elle  doit  done  eLie  nccessanement  d'ordie  pair,  si  la 
surface  double,  lieu  dcs  milieux  de  ses  cordes,  est  reelle 

Si  1'on  veut  que  la  classe  de  la  surface  soit  £gale  a  4,  il  faudra, 
R  —  M  etant  sup6neui  a  3,  que  1'on  ait 


II  existe  efTectivement  une  couibe  minima  repondant  a  la 
lon   Mais  nous  avons  cleja  vu  que,  dans  le  cas  ou  M  =  i,   la  sui- 
ace  double  icelle  la  plus  simple  est  celle  de  M    Henneberg 

Ainsi,  il  n'y  a  pas  de  surface  double  t  eelle  de  classe  infe- 
a  5 


239   Renvoyant,  pour  plus  de  details,  en  ce  qui  concerne  la  de1- 
ermmation  des  surfaces  minima  de  classe  ou  de  degre  donn6,  au 
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Memoire  de  M    Lie,  nous   lermmeions  ce  Cliapitre  en  etudiant 
les  nappes  mfinies  cles  siu  faces  minima  algebiiques 

Dans  tm  Memoire  inseie  aux  Matheinatische  Annalen  (') 
M.  Geiser  avait  etabh,  par  une  methode  interessante  et  feconde, 
que  la  section  de  toute  surface  minima  algebnque  par  le  plan  de 
1'infini  ne  pent  se  compose!  que  de  hgnes  choiLes  et  du  cercle  de 
I'm  fin  i  JM  Lie  s'est  seivi  du  mode  de  generation  qui  1'a  guide 
dans  ses  belles  etudes  pour  demontrer  ceLLe  proposition  et  la 
icndre  plus  piecise  encore 

Considerons  en  effet  la  surface  minima  comme  le  lieu  des 
milieux  des  segments  dont  les  e\tie'mites  M,  M(  deem  en  I  res- 
pecluement  deu\  couibes  minima  (F),  (T,)  Tant  que  les  points 
M,  MI  sont  a  distance  fiuie,  il  en  est  de  meme  du  milieu  du 
segment  J\1M|  Si  Tun  des  points,  M,  pai  e\emple,  s'eloigne  seul 
a  I'mfini,  le  milieu  du  segment  s'eloigne  a  1'mlini  et  vienl  a  la 
limite  coincidei  avec  M,  Supposons  mamtenaut  que  les  deux 
points  M,  M|  s'eloignent  sinuiltanement  a  rinfini  et  viennent  coin- 
cider  respectivement  avec  deux:  points  w,  ;?z,  des  deux  courbes 
(F),  (T|),  situes  necessanement  sur  le  cercle  de  I'mfini  Si  les 
points  ;;z,  m^  sont  distinct^,  le  milieu  de  mm\  seia  indeteimme 
et  pouna  occuper  loutes  les  positions  siu  la  droite  mm\  (2)  Nous 
obtenons  ainsi  ce  premiei  lesultal 

(')  GcibER  (C-F  ),  Aotiz  iibei  die  algebiaisclien  Mmimumsflachen  (Mathe- 
matische  Annalen,  t  III,  p  6^0,1870) 

(3)  Soienl,  en  effct,  x,  y,  2,  t,  x',  r',  -'}  i'  les  coordonn^es  cailcsiennes  homo- 
genes  des  deux  points  M,  M,  Lorsi[u'ils  Lendent  veis  Icuis  positions  hmites  m, 
;n,,  ces  cooidonnees  auront  poui  \aleuis  limites  xa,  ya,  -0,  o,  x?6,  y'0,  ~0,  o  Cela 
pose1,  les  cooidonnees  hornogenes  du  milieu  de  MM,  ont  pom  expressions 

X  =  xt'  +  lx', 
Y  =yt'+ty', 

Z=    zt'  ->rtz', 
T  =  2  ft' 

I'aisons  tenclre  t  et  L'  \eis  zeio,  de  telle  manicre  que  1'on  ait  toujouis 


?v  designant  une  constante    Les  cooidonnees  de  X,  ^,  Z,  T  divise'es  pai  t  auronl 
poui  liimtes  les  valeurs  suivantes 


qui  conliennent  1'arbiliaiie  ).  et  dLfiuissent  un  point  quelconque  de  la  droite  mm, 


LCS    SURFXCLS    MINIM  V    \LGLBIUQUES  877 

Toates  les  droites  obtenites  en  joignant  un  point,  a  iinfim 
<r/e(F)a  un  point  de  (F,)  situe  aussi  a  Vinfini  et  distinct  du 
piemiei  appai  tiennent  a  la  surface 

On  reconnail  ainsi  que,  si  les  deu\  courbes  (F),  (F|)  coupent 
le  cercle  dc  1'mfini  en  des  points  distmcts  les  uns  des  autres,  la 
section,  dc  la  surface  pai  le  plan  de  I'mfmi  se  composeia  cxclusi- 
vemeuL  des  dioites  qni  joignent  les  poinls  a  I'mfim  de  la  premiere 
com  be  au\  poinls  a  1'mfini  de  la  seconde  Si  in  et  m'  designent 
les  ordies  des  deux  combes,  ces  droiies  seiont  an  nombie  de  mm1 
Commc,  dans  ce  cas,  1'oidre  de  la  surface  esl  precisemeut  t'gal  a 
mm1,  d  est  evident,  que  chacune  des  dioites  seia  simple 


II  nous  icsle  a  cxaminei  le  cas  oa  les  deux  combes  (F), 
(F,)  onL  des  points  commims  a  1'infini  et  ou  les  deux  extidnntei 
du  segment  MM  |,  dout  le  milieu  decut  la  sm  face  minima,  vierment 
comcider  avec  I'un  de  ces  points 
Soit 


(10)  (i—  «2)  v-\-  K  i+  u-}j  -\-  iu~  -4 

1'equation  du  plan  osculaleur  de  la  combe  (F)   Enjoignant  a  celtc 
equation  ses  deux  piemieres  denvces  par  lapport  a  u, 

(n)  _,,^_y,)  +  3-i_/'(w)  =  ol 

(12}  —  a  4-y—  /'(")  =  °> 

on  ama  les   Hois  relations  qui  defimssent,  en  fonction  de   u,  les 
cooidonnees  d'un  point  de  la  combe    Elles  nous  donnent 

(x-i-)  =J\u\ 
(r3)  <  z~-uf"(u]-f(u'}, 

(    3.  -4-1}    =--—  Zi2/'(Z0+  ->«/'(»)  —  2/<")3 

on  encore 

1  x  —  iy  —      J'3(u)du, 

(M)  j  -  -•=      fu$(u)tlu, 

[  x  -\-  iy  =—  j  iC-r\(u)du, 
en  posant 

/'"(«;  =  J(a) 

Choisissons  les  axes  de  marneie  que  le  point  in  de  (F)  situe  a 
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I'mfini  coiresponde  a  I'lvypolhese  u=o,  el  admettons  qne  la 
courbe  (F)  soit  algebiique  on,  du  moms,  piesente  en  ce  point  une 
singulaiite  algebuque  Alors  f(u]  sera  developpable  suivant  les 
puissances  croissanles  dc  it  et,  si  p  et  q  designent  deux  nornbres 
enliers  don  I  le  second  esL  positif,  on  pouna  poser 

/)  p  -4-  I  ;>  -I-  2  __  /'  +) 

t(LL)  —   JL$U~I  -+-  «[  II      'I      •+•  ff,ll    '/      -+-  =2_,'J>11     '' 


Nous  supposerons  toujours  qu'aucun  des  e^posants  -  -  ne  prend 

1'une  de-5  valeurs  o,  i,  2  On  peut  loujours,  en  effeL,  suppnmer 
les  termes  conespondaiHs  a  ces  liois  valenis  pai'ticulieres  des  ex- 
posants  en  ajoutant  des  constantes  convcnablement  choisiei  a  x, 
i  ,  s,  coinme  le  montie  1'eqnaLion  (10)  da  plan  oscnlateur,  et  ces 
constantes  pourront  toujouis  disparaitre  dans  let>  J  or  mules  finales 
par  une  translation  convenable  des  a\es  cooidonnes 

En  mettant  a  piofit  cette  remaique,   nous  ecrironsy(w)  sous  la 
forme 


qui donne 

!>+> 


-3 


et,  par  consequent; 


r  —  n  — 


Telles   sont  les   e\piessions   des   coordonnees   d'un   point  cle  la 
courbe  en  fonction  de  u 

Pour  que  le  point  771,   correspondant  a  la  valeur  o  de  u,  soil 
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rejele  a  1'infini,  il  faudra  que  l'im  au  moms  des  termes  qm  figurent 
clans  les  evpressions  piecedentes  devienne  nifmi  pour  u  =  o  On 
aura  done  nccessairement 


Mais  il  y  a  ici  plusieurs  cas  a  distinguer 
i  °  Si  Ton  a 

i  <  -  <  2, 
CJ 

f(u)  et  f'(u]  dcvienchont  nulles  pom  u  —  o  La  tangenle  en  in 
a  la  courbe  (F)  seia  definie  paries  deux  equations  (10)  et(ii),  ou 
Ton  fera  u  =  o  et  qui  se  leduiront  au\  suivantes 


elle  reslera  done  a  distance  finie,  il  en  sera  de  meme  du  plan  os- 
culateur qui  estiepiesente"  par  lapiemiere  des  deux  Equations  pie- 
cedentes 
2"  Si  1'on  a 


/'(u)  serainfime,  mais  non/(w)    Le  plan  osculateur  en  ;?z,  defini 

par  I'e'quation 

x  -+-  iy  —  o, 

sera  encore  a  distance  fime,  mais  la  tangente  en  in  sera  rejetee  a 
1'infini  et  comcidera  avec  la  tangente  en  ce  point  au  ccrcle  de 
1'infim 

3°  Enfin,  si  I1  on  a 


le  plan  osculateur  lui-meme  sera  rejete  al'mfini,  quant  a  la  tan- 
gente, elle  sera  la  meme  que  dans  le  cas  pre'ce'dent 

En  resume,  la  courbe  (F)  tie  sera  tangente  en  in  au  plan  de 
1'infmi  que  si  Ton  a 


241    Si,  comme  on  Fa  fait  au  n°  229,  Von  adopte  pour  la  courbe 


38o  HVRC  in    —  CII\P    vn 

(Fj)  un  mode   de  representation  identique    au  precedent  et 
i'on  pose 


(18)  3i(iti)  =  I.b,lul    '/'         , 

on  obtiendia  des  expressions  des  cooidonnees  de  chaque  point  de 
la  combe  en  fonction  de  u\  analogues  aux  formules  (17)  et  1'oncn 
dedmra  les  expressions  smvantes  des  coordonne'es  X,  Y,  Z  d'nn 
point  de  la  surface  en  fonction  de  it  et  de  u\ 

1  X  —  A  =       i\J ( u)  du  -+-  f  T,  ( iii]  diii 

I  i*  t/ 

/>-M  _  Pl+^L         . 

y">  ~7i ~ 

li    I 


Z  =       /*  it „?(  it)  du 


19) 


\  -r-  f  Y  — 


Vi 


Le  plan  tangent  au  point  (u,  «,)  seia  represent^  (n°  229)  pai 
1'  Equation 


(20)  X  -f-  i\  —  UM^X—  fY)4-(M  -4-  Zt!)  Z  -+-  ^  —  0, 

et  le  calcul  de  ^  donnera  [n°  229,  formule  (18)] 


(21) 


ill 


i          £±i_a 


'i  +  ^i  _,    ,  ^i  +  ^i_2         /»i  +  At 
fji  L     <7i  ^j       _ 

II  est  a  remarquer  que  Ton  pourraitreduire  a  des  poljnomes  les 
series  qui  constituent  les   seconds   membres  des  formules  (19) 
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el  (21)  en  y  suppnmant  tons  les  lermes  de  degre  posilif,  qni  s'an- 
nulent  et  sont  negligeables  lorsque  u  et  u}  deviennenl  iiifiniment 
petits 

242  Les  foi  mules  precedentes  etant  etabhes,  supposons  d'aboid 
qu'aucune  des  den*  courbes  (F),  (F,)  ae  sou  tangente  an  plan  de 
1'mfini  On  am  a  alors 

a>  -  >  i,        i  >  —  >  i 

q  21 

Lorsque  it  et  «,  lendiont  veis  zcio,  Z  el  X  -+-  zYauront  zero  pour 
limile  Quant  a  X  —  tY,  comnie  il  presente  plusiems  termes  m- 
fims,  les  uns  contenanL  u,  les  auties  conlenant  u\,  il  poiura 
prendie  toules  les  valcnrs  possibles  En  egalant,  en  elTet,  la  valetu 
de  X  —  zY  a  une  conslante  quelconqne,  on  obtienL  nne  equation 
qni  admet  des  solutions  pour  lesquelles  IL  et  u{  sont  aussi  petits 
qu'on  le  vent,  car,  si  1'on  y  regaide  ueliii  comme  les  cooidonnees 
rectaiigulaires  d'un  point,  cette  equation  de  condition  icpiesente 
une  couibe  qui  passe  a  1'origme  deb  cooidonnees 

Amsj,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  points  de  la  sin  face  mi- 
nima qm  proviennenl  des  points  de  (F)  et  dc  (Fj)  mfinnnent  rap- 
prorlies  de  m  ont  pour  lieu  geonie  tuque  la  dioite 

Z  =  o,        X-i-jY=oJ 

qui  est  tout  entiete  a  distance  Time  L'equation  (20)  du  plan  tan- 
gent se  leduit  a  la  suivante 


On  voit  qu'il  est  le  meme  pom  tons  les  points  de  la  droite  (') 


(')  Si  Ton  reslitue  aux  couibes  (T),  (T,)  leur  position  la  plus  geneiale  en  leui 
imprimant  des  Uanslations  convenables,  les  re'sultats  oblenus  dans  le  le\Le 
donnenl  le  Ihdoiemc  suivant,  que  Ton  pounait  eLablii  pai  la  GeomtHne 

Si  les  deux  courbes  (T),  (T,)  ont  en  conunun  un point  m  du  cetcle  de  I'm 
fini  et  si  aucwie  d'elles  n'est  tangente  a  ce  cercle,  les  points  de  la  sui/ace  qui 
piovicnnent  des  poitions  des  deux  couibes  injimment  voisines  de  m  foi  meat 
une  droite  situee  dans  le  plan  des  tangentes  en  m  aux  deux  couibes  et  a 
egale  distance  de  I'une  et  de  I'autre  Le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
de  cette  dioile  est  fixe,  il  contient  a  la  fois  la  dioite  et  la  tangente  en  m  au 
ce/cle  de  1'injini 
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Supposons  mamtenant   que  1'une    des    courbcs  (F),   (T{)  soil 
tangeute  en  m  au  ceicle  de  I'lnfim,  c'est-a-chre  que  1'une  au  moms 

des  fractious  — ,  ^  soit  mferieure  al'umte.  Dans  ce  cas,  les  expres- 

q     ^ 
sions  de  Z  et  de  X —  &Y  conLiennent,  1'une  et  1'autre,  des  termes 

de  degre  negatif,  et  il  arnvera  generalemenl  qae  1'une  au  moms 
de  ces  deu\  quantites  deviendia  infinie  quand  it  et  u{  tendiont 
vers  zero  d'une  mameie  quelconqne 

Si  une  seule  des  fractions  — ,  —  est  mfeiieuie  a  I'umle.  la  cooi- 

V    ?i 
donnee  Z   deviendra  cei  tamement  infinie  quand  it  et  LL\  tendront 

vers  zero    Si,  an  contraire,  les  deux  fractions  — ,  —  sont  1'une  et 

fj     fli 
1'autie  mfeneuies  a  1'umte,  X  —  i  Y  ne  pouria  demeurer  fime  que 

si  les  Lermes  de  degte  le  plus  faible  en  a  et  u{  sont  du  meme 
ordie,  c'est-a-dire  si  1'on  a  appio\imativement 


et,  de  meme,  Z  ne  pouua  demeniei  fime  que  si  Ton  a  approxima- 
tivement 


P 

-  --  i 


9 

Or  ces  deu^t  equations  ne  peuvent  etre  compatibles  que  si  1'on  a 

P  =El} 
3       ^i' 

et,  meme  alois,  comme  elles  sont  de  degres  diflerents,  2  q  —  p  et 
q  —  />,  par  rapport  a  «,  il  y  aura  toujoius  des  solutions  de  1'une 
qui  ne  convienclront  pas  a  1'autre  On  pent  done  a  /firmer  que, 
dans  le  cas  ou  1'une  au  moms  des  deux  couibes  minima  est  tan- 
genie  en  m  au  ceicle  de  I'mfini,  les  points  des  courbes  (T),  (T,) 
infinunent  voisms  de  m  ne  poun  ont  donner  de  point  de  la  siu- 

face  a  distance  fime  que  si  Von  a-  =  ^  et  c/it'ils  donneronl 

^  q      q\       J 

toujoius  des  points  de  la  surface,  situes  a  I'mftni.  II  resle  a 
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mdiquer  le  lieu  forme  par  ces  derniers  points  Or,  si  Ton  se  re- 
porte  a  ['equation  (20)  da  plan  tangent  ecnte  sous  foime  bomo- 
gene 

X  —  i\  -  uuX  —  i\"  -) 


on  voit  que,    u  et  «,  devenant  mils,  la  section  de  ce  plan  par  le 
plan  de  I'mfini  aiua  pour  equations 

X-t-iY-=o,        T  =  o, 

Les  points  cheiches  de  la  suiface  sont  cvidenmient  distnbues 
sur  cette  droite,  qui  est  la  tangente  en  in  an  cercle  de  I'mfini 
Recipioquement,  chaque   point  de  cette  dioite  peul  etie  obtenu 
pour  des  valeuis  infmiment  pelites  de  a  et  de  u\,  car,  a  chacun 

de   ces    points,   coriespond   une   valenr   detcimmee   clu   lappoit 
2 
_   Y  etl'on  leconnaitia,  en  lep^tant  le  raisonnement  donne  au 

debut  de  ce  nume"ro,    que   ce  rapport  pent  piendre  toutes  les 
valeuis  possibles    Amsi 

Toutes  les  fois  que  Vune  des  coinbes(Y},  (F,)  est  tangente 
en  m  an  cct  cle  de  Vinfini,  tons  les  points  de  la  siujace  situes 
a  Vinfini  et  pi  ovenant  des  blanches  voisines  du  point  m  out 
poui  lieu  geometiique  la  tangente  en  m  au  cei  cle  de  Uinfini 

En  re"umssant  les  resultats  precedents  nous  obtenons,  par  con- 
s6quent,  la  proposition  suivante,  qui  est  celle  de  M  Lie 

Loi  sque  les  deux  com  les  (F),  (T,)  ont  un  point  connnun  a 
Vmfim,  les  blanches  de.  ces  deux  combes  voisines  de  m  tie 
peuvent  donnei  de  point  a  I'nifini  de  la  suiface  que  si  Vune 
des  com  bes  est  langejite  en  m  au  cei  cle  de  Vinfini  ,  dans  ce  cas, 
tons  les  points  a  I'lnfini  de  la  suiface  ont  pom  Lieu  geome- 
inqiie  la  tangente  en  m  au  ce/cle  de  I'mfini 

243  Mais  la  me'lhode  mdiqu^e  dans  les  numeros  precedents 
nous  permet  aussi  de  r^soudre  une  question  nouvelle  et,  apres  avoir 
etudie  la  section  de  la  surface  par  le  plan  de  I'mfini,  de  determiner, 
quand  ils  existent,  les  points  a  distance  finie  de  la  surface  qui 
peuvent  provenir  des  points  a  I'mfini  situ^s  sur  les  courbes  (F), 
(F,)  Nous  avons  YU  plus  haul  que  cetle  circonstance  ne  pent  se 
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presenter  que  si  Ton  a 

E  =  El 
cl       (h 

Supposons  cette  condition  remphe,  et  icprenous  Jes  formnles 
deja  demontrees 


X  —  iY  =f     3(u)du  -+-  f  3i( 

Z  =J  u3(u}du  -i-  J'ulr'f 
qui  dounent 

(22)  dL  —  ud(\~  i\r)  =  (ul—  it)  Ji 

Pour  resoudre  la  question  pioposee,  nous  coupeions  la  surface 
par  le  plan 

X  —  iY  =  a, 

ou  a  clesigne  une  conslante  quelconque  et  nous  chercherons  s'll 
existe,  dans  ce  plan,  un  point  de  la  surface  a  distance  finie  pio- 
venant  de  valeurs  mfiniment  petites  de  u  et  de  u{ 

Si  nous  substitnons  la  valeur  y  de  X  —  iY  dans  la  premiere  des 
formules  (19),  nous  aurons  une  relation  entie  u  et  n,  qui  nous 
donneia  pour  u  un  certain  nombre  de  developpeuienls  en  sene 
suivant  les  puissances  positives  de  ut)  de^eloppements  dont  les 
coefficients  pouiront  contenir  a;  a  partii  d'un  certain  rang  II 
faudra  que  1'une  au  moms  de  ces  valeuis  de  u,  portee  dans  les  ex- 
pressions de  Z  et  de  X+iY,  donne  des  de\elpppements  de  ces 
quantiles  demeuiant  finis  pour  1^  =  0  et  ne  contenant,  par 
consequent,  aucune  puissance  negative  de  u(  Si  Ton  se  reporte 
a  la  form  ul  e  (22)  et  si  Ton  y  fait 

X  —  Ar=a,        rf(X—  zY)=o, 
on  en  deduira 

dz 


JTJ 

Tous  les  tennes  de  Z  etant,  par  hypothese,  de  degre  positif,  ~r- 
ne  contiendia  que  des  termes  de  degr^  supeneur  a  —  i  et,  si  Ton 
remarque  que  le  degr^  de  ^,  («,)  est  ^  —  3,  on  est  conduit  a 

Tl  .          1        ,  #1 

1  inegaule 

degre  (  «  —  u{  )  -+-  ^-l  —  3  >  —  r  . 
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qui  donne 


6  e"tant  une  fonction  de  u\  qui  s'annule  pour  ut  =  o 

Portons  la  valeur  de  a  tiree  de  1'equation  precedenle  dans  les 
expressions  de  Z  et  de  X  -+-  i  Y.  On  a 


6'  elanl,  comme  0,  line  fonction  qui  s'annule  pour  «,  =  o   On  voit 
done  que,  dans  tons  les  termes  dc  I'expiession  (19)  de  Zcontenant 
«,  on  pourra  icmplacei    u  par  u\,  en  ncgligeant  seulcment  des 
quan tiles  qui  s'annulenl  pour  u\  =  o  el  peuvent  etre  supprimees 
On  auia  amsi  la  valeui  appiochee 

-/- 


et  un  laisonnemcnl  analogue  donneia  de  me"  me 


X-H  l\ 


——    I    IL\  [ 


Pour  quo  Z  xesle  finie,  il  faucha  que  Luus  les   lermes  de  degie 
negalif  en  u\  se  de'lriusenl;  mulucllemenl   Si  done  on  pose 


4>  el  4>|   conlenanl  Lous  les  lermes  de   degre  infeiieur  a  —  2,1! 

faudra  que  1'on  ait 

<!>!(?«)  =—  -<I>(ziO 

Telle  esL  la  condition  cherchee  On  reconnailra  aisement  qu'elle 
est  suffisanle  et  que  la  so  mine  X  +  ?Y  demeuie  aussi  lime  En 
reunibsant  les  resultats  precedents,  on  obtieut  la  pioposjtion 
suivante 

Pom   que  les  points  a  I'in/ini  dcs  deux  combes  (r),   (Tt) 
donnent  des  points  de  la  sin/ace  situes  a  distance  fnue,  ilfaut 
et  il  sujfit  que  les  teim.es  de  degre   mfeiieuj   a  —  2  dans  Les 
D  -  I.  25 
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fonctions  $  (it],  §i(u)  soient  deux  a  deux  egaux  et  de  signes 
contiancs  Si  cette  condition  est  remplie,  le:>  points  a  distance 
fune  qui  pi  ov  ic.nnent  des  deux  brandies  in/inies  considei  ees  de 
(T),  (F,)  scront  disti  ibues  sin  wie  di  oile  passant  pen  le  point 
du  cci  cle  de  I  'in  fun  cjia  est  commun  a  ces  deux  hi  anclies 

Pour  termmer  1'etude  de  cetlc  question,  il  faudiait  recheicber 
1'oidre  de  multiplicity  des  diffeientes  dioiLes  cle  la  surface  siluees 
soit  a  I'mfim,  soit  a  distance  finie,  cfiu  proviennent  des  branches 
infmics  de  (T)  et  de  (F,)  Mais  il  suffira,  pour  obtenir  ces  ordres 
do  multiplicity,  d'apphquer  les  melhodes  connues 


II  nous  rtrste  a  due  qiielques  moLs  des  points  multiples  et 
des  hgnes  multiples  des  surfaces  minima 

La  surface  minima  la  plus  generale,  a\anl  cte  defime  pai 
M  Lie  comme  lieu  geouietnque  du  milieu  d'un  segment  donl  les 
extremites  decnvent  les  courbes  (F),  (F,\  a,  generalcment,  une 
hgue  double,  lieu  des  points  qui  sonl  les  milieux  de  deu\  segments, 
et  des  points  triples,  situes  sui  celte  hgne  double,  qui  sont  les 
milieu  v  de  trois  segments  differents  Sans  nous  arreler  n  1'etude 
des  smgulantes  de  ce  genre,  qui  sont  en  quelque  soite  normales, 
nous  dirons  quelqnes  mots  des  surfaces  minima  qui  admettcnt  des 
points  coniques 

Pour  quo  la  sinface  minima  ait  un  point  conique  O,  il  faut  et  il 
suffit  quece  point  O  soitle  milieu  d'une  infinite  desegments;  c'est- 
a-dne  que  les  deux  combes  (F),  (F,)  soient  symetriques  1'une  de 
Pautre  par  rapport  au  point  0  CeLte  pioposition  montie  imme- 
diatement  comment  on  engendrera  les  sui  faces  minima  a  point 
conique  II  suffna  de  prendre  poui  la  courbe  (F,)  la  symetnque 
de  (F)  par  rappoit  a  un  point  deteimme  LJn  laisonnement  geome- 
liique  lies  simple  permet  d'ailleurs  de  leconnaitre  que  le  cone  des 
tangenles  au  point  multiple  est  exclusivement  lorme  des  droites 
qui  vont  rencontrer  le  cercle  de  I'mfmi  (') 

(')  Von  au  sujet  des  points  coniques,  I'arLicle  ddjA  cite  de  M  Geisci  (Mathe- 
matische  Annalen,  l  III)  II  peuL  arn\er  exccptionncllemont,  si  la  combe  (T)a 
des  pomLs  doubles,  que  le  point  conique  soil  bui  la  hgne  double  de  la  sui  face, 
alors,  au  c6ne  indiqud  dans  le  Lexte  vienaent  s'ajouler  un  ou  plusieuis  plans 
tangents 
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La   theorie  cles  snifaces  minima   a  point  conique  se  i  attache 
immediatemenl  a  celle   ties  surfaces  doubles     iNous  avons  vu  au 
11°  210  comment  on  passe  cFune  surface  minima  a  son  adjomte 
Le-3    lesultats    anal}  tiques    Jeja    signales    peuvent    s'mteipreter 
comme  il  suit 

Eiant  donnee  line  sui  face  minima,  lieu  des  milie.ui,  des  seg- 
ments dotit  les  extremites  s'appuient  siu  les  deux  combes  (F), 
(F,),  soient  (F7),  (F'j)  les  hoinothetiques  de  (F),  (T^  /  especti- 
vement,  pi  lies  pen  i  appoi  t  an  meme  pole  0,  avec  des  i  appor  Is 
d' homo  the  tie  i  espectivement  egaiix  a  -\-  i  et  a  —  i  La  surface 
adjointe  est  le  lieu  des  milieux  des  segments  dont  les  exli 6- 
mites  deci  went  les  courbes  (F');  (F'J 

Par  suite,  si  les  deux  combes  (F),  (F,)  sont  sjmctiiques  1'une 
de  1'autie  par  rapport  au  point  0,  les  courbes  (F'j,  (F',)  seiont 
idciHiques  et  vice  vet  sa  On  est  amsi  conduit  au  tbeoieme  suivant 

Poin  obieni)  toutes  les  sui faces  d  point  conique,  il  suffii  a 
de  pi  end)  e  les  adjointes  des  sin  faces  doubles 

On  voit  ainsi  qu'ily  a  des  suifaces  leelles  a  point  conique  et  Ton 
sait  comment  on  les  obtiendia  Le  lectem  deduira  facilement  do 
ce  qui  pi^ccde  la  consti  action  suivante 

Pom  obtenu  Uadjointe  de  la  suiface  double  lieu  des  milieux 
des  conies  d'une  com  be  minima  (D),  on  rnenet  a  pai  le  point 
fixe  0  des  pai alleles  a  ces  cordes,  d'une  longueui  egale  a  la 
fongueii)  de  la  coi  de  multiplies  pai  i  Les  ecliemites  de  ces 
pai  alleles  decni  out  la  suiface  clieichee,  qui  aui  a  le  point  O 
poui  point  conique 
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CHAPITRE  VIII. 
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ttaeimmation  dc  la  sin  lace  minima  langente  a  une  cleveloppable  donnce  suivanl 
une  combe  demode  —  Application  a  ce  problcme  des  icsultats  geneiaux  que  la 
Lheoiie  des  equations  au\  dunces  paiticlles  doiL  a  Cauchy  —  Formules  cle 
J\I  Sclnvaiz  —  Leur  demoiibtiation  pai  M  Lie  —  Suifaces  minima  passant 
par  une  tlroite  ii.ellc,  la  dioite  cst  loujouis  un  axe  de  bymetiie  de  la  surface  — 
Surface  minima  iLi,lee,  deteinunation  nomelle  Je  cclte  surface  —  Suiface  mi- 
nima passant  pai  une  com  be  plane  —  Ga»  on  cette  com  be  doit  etie  une  ligne 
de  couibuio  on  une  ligne  gLodcsique  —  Thcoieme  de  MM  Henncbeig  et  Lie 
—  Surlace  ininima  admclUmL  une  conique  puui  ligne  gcodesique 


215  Dans  les  Chapities  piecedents,  nous  avons  devcloppe  les 
propneles  les  plus  simples  des  sin  faces  minima  II  nous  reste  a 
jndiqner  comment  on  pent  determiner  une  surface  minima  satis- 
faisant  a  des  conditions  donnees  Nous  exammerons  en  pienuci 
lieu  le  piobleme  suivant  DeLei  minei  lasiuface  minima  passant 
pen  un  coniouf  qaelconque  donne  et  adtnellant  en  chaque 
point  cle  ce  contoiu  un  plan  tangent  donne 

Nous  feions  conuaitrc  d'aboid  ce  que  nous  apprennenl,  sur  la 
solution  dece  problerne,  les  piopositions  generales  relatives  a  l'in- 
legration  paries  seines  des  Equations  aux  d^nvees  paitielles  Ces 
propositions,  que  Ton  doit  a  Cauchy  ('),  peuvent  etie  apphquees 
a  requaliun  atix.  denvees  paitielles 

(i  -\-  q-)r  —  zpqs  +  (i  -+-p-)t  —  o, 
qiu   caractense  les    surfaces   minima     Elles   permettent    de    de- 


(')  Les  recherches  de  Caurhy  sur  ce  sujet  sont  expos^es  dans  diffeientes  Notes 
ulscites  en  i8't2  auv  tomes  XIV  ct  XV  des  Comptes  rendus  On  pourta  consuller 
nussi  un  travail  beautoup  plus  recent,  pubh^  en  1876  par  Mms  de  Kowalewski 
anus  le  litre  Theone  clei  partiellen  Diffetentialgleichungen  (Journal  de 
Cielle,  t  LX\X,  p  i) 
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montier  qu'il  existe,  en  geneial,  une  de  ccs  surfaces,  et  une 
senle,  passant  pai  une  combe  clonnee  el  admellanl,  en  chaqne 
point  de  celle  couibe,  un  plan  tangent  donne  qui  passeia  ne- 
cessairemenL  pai  la  Langente  a  la  courbe  ,  ce  probleme  n'est  im- 
possible ou  indetermmc  qne  clans  le  cas  ou  la  courLe  est 
une  caracteiistique  de  Teqnation  aux  derivees  paiLiclles,  c'est- 
a-dire  une  conrbc  minima  Mais  la  solulion  que  1'on  obtient 
ainsi,  en  suivant  les  metliodcs  de  Canchy,  exige  que  les  coor- 
donnees  d'un  point  do  la  couibe,  amsi  qne  les  Aaleurs  de  /;  et 
de  q  en  ce  point,  puiisonl  elie  de'\eloppees  en  seues  entieies  01- 
donnecs  suivant  les  puissances  cl'nn  paiametie  et  puissent,  par  con- 
sequent, elie  delerminee^  aussi  bien  pour  les  valeuis  imagmaiies 
que  pom  les  valeurs  leelles  de  ce  paiametie  I^lle  cesseiait  d'etre 
applicable  si  le  contour  se  composail  dc  poilions  de  diflcrentes 
combes  analytiques,  ou  si  la  loi  de  variation  des  plans  tangents 
s'exprimait  par  des  fonctions  diflTeienLcs  en  difieientes  parties  de 
la  couibe  Rf-maiquons  en  fin  que  ]'e\isirnce  scule  de  la  solution 
cst  diimontrcc,  puisqu'on  nc  connait  pas  la  loi  des  seues  an  nioyen 
desquelles  1'mtegrale  est  oblenue 

II  esr  facile  de  prevou  que,  loisqu'on  am  a  obtenu,  pai  un 
moyen  quelconque,  1'integiale  generale  de  1'eqnation  au\  derivees 
paitielles,  la  solution  du  ptobleme  pose  pai  Caucliy  deviendra  re- 
lativemcnt  facile,  pmsqu'elle  e\]gcra  seuleincnt  la  dLteimination 
des  deux  fonctions  arbitraires  d'une  seule  vauable  contenues  dans 
I'mtegrale  gcn^iale 

Comme  nous  1'avons  deja  indique,  le  probleme  qui  consiste  a 
determiner  la  surface  minima  passant  pai  un  contour  donne  et  y 
admettant  en  cliaque  point  un  plan  tangent  donne  a  ete  resolu 
pour  la  premieie  fois  pai  Bjoiling  et  M  0  Bonnet  Les  methodes 
siuvies  pai  ccs  deux  ge"omctics  exigent  seulement  1'emploi  des  qua- 
dratures Nous  allons  fane  connaitie  ici  celle  que  1'on  doit  a 
M  Schuaiz  (')  et  qui  repose  sur  1'emploi  des  formules  de- 
mon tr£es  au  n°  2J2. 


Nous  avons  vu  que,  si  x,  ;  ,  z  designcnt  les  cooiclonn^es 


(')  Miscellen,  etc  ,  §  V,  p    aqr 
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d'un  point  quelconque  d'une  smface  minima  et  X,  Y,  Z  les  co- 
smns  duecteuis  de  la  not  male  en  ce  point,  les  coordonnees  XQ,  J'oi 
.Co  du  point  coriespondantde  la  siuface  adjointe  seront  delermme'es 
par  les  formules 

(i  )     cL  „  =  Y  dz  —  Z  rfi  ,        dyv  =  Z  di  —  X  rfj,         rf;t  =  X  <(j  —  Y  dx, 

ou  les  seconds  membies  sont  tons  des  diflfe'rentielles  exactes  Pai 
suite,  si  Ton  se  repoite  au\  expressions  (i),  (4)  [p  822  et  828] 
de  x,  j  ,  r,  x0,j  0,  ^0,  on  voit  que  Ton  aura 

~  LX.Q  =  x  -+-  if(1  d-j  —  \  dz}  — 
-  HU--T  +  if  \\flz  —  Ztlr)  = 


et  de 


in  erne 


j  ^  t  ;u  =  ^  —  z/(  \  <r6  —  \  dy)  —  a  G!  (  T  ) 

Soit  (L)  le  contour  donne,  qnand  onse  deplacesur  cc  contour,  oc, 
y,  r  ,  X,  Y,  Z  deviennent  des  fonctions  d'une  ceitamo  vanable  ~) 
et  les  foi  mules  precedentes,  ou  les  mtegiales  de  diflercniielles 
totales  sont  remplacees  par  des  mt^giales  a  une  seule  chfrerentielle 
rfX,  donnent  les  fonctions  d'une  seule  vaiiable  A,  B,  C,  A,,  B,, 
C,,  expnmees  au  moyen  de  1  Soient  «,l,(X),  u!i(^),  3()»)i  ^'1(^)5 
il'ii  (),),  ^i  (^)  les  expressions  ainsi  obtenues  Si  le  contour  (L)  est 
reel  et  si  les  valeurs  de  x,  j,  ^,  X,  Y,  Z  sont  lourmes  pai  des  re- 
lations numeiiques  on  des  lois  physiques  qui  ne  permettcnt  pas 
de  deteimmer  ces  variables  pour  des  valeuis  imagmaiies  de  \  les 
fonctions  nl,,  \\\,,  G,  a,,,  il1,,,  £,  seront  incompletement  connues 
et  les  formules  relatives  a  la  siuface 


permctlront  de  deteimmer  seulementles  points  qui  correspondent 
a  des  valeuis  reellcs  de  \  et  de  )  ,    Mais,  si  le  contour  (L)  est  unc 
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courbe  analyliqiie,  reelle  ou  miagmaire,  et  si  les  fonctions  X,  Y, 
Z,  qui  doivent  cleja  salisfaire  au\  deux  equations 


V     '  I    Xeh  H-\  <()'-i-Zrfs  =  0, 

sont  aussi  des  fonctions  analytiques  de  A,  c'est-a-due  si  #,  ji ,  ^, 
X,  Y,  Z  ont  une  signification  deteimmee  aussi  bien  pour  les 
valeins  miagmaires  quo  pour  les  valeins  icelles  del,  il  en  seia  de 
meme  evidemment  des  fonctions  A,,  illi,  3,  nil,,,  u!>,,  3|  qui  deviont 
etre  regaidccs  comine  completement  connues  et  fourniront  la  de- 
termination complete  dcs  deux  combes  minima  clont  la  tians- 
lation  eugendre  la  suiface  En  remplacant  ces  fonctions  par  leius 
valeurs  dans  les  formulcs  prececlcntes,  on  aura  pour  les  cooi- 
donnees  ^',  j  ',  ^  d'un  point  quelconque  de  la  suiface  les  valeins 
suivantes 

(\  fh  —  Z  dy ), 


/==r^vJ  +  ^'(ZiV_x 


Xi,j  ,,  z(  designanl  les  valcuii  cle  x,  j  ,  -s  poui  A  = 
^2  les  valeurs  dcs  memcs  vanables  pour),  =  )  i  On  pouira  donner 
al,  et  i  )o  dcs  valeurs  imagmaires  quelcoaques,  en  sorle  que  les 
points  obtenus  dependront,  comine  cela  doit  etre,  cle  quatie  paia- 
meties  leels 

Si  le  conioui  (L)  est  reel  et  si  Ton  dcsigne  par  ),„  la  valeur  de  \ 
correspondante  aim  point  icel  deteimine  du  contoui,  on  pouira 
prendre 


,!,())=-+-  f  (jLdy  —\dz\ 

2  2  J  f  o 

i  r1 

ill,  ( I }  —  L  H-  _  /     (\dz-Zdx), 

2  2.J-) 


dt  —  X 
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el  la  parlie  reelle  de  la  surface  seia.  defmie  par  les  equations 


=  (5)T  \x  +  i  f  (Z  dy  —  \  dz}  I  , 

L       -/„  J 

r        r1  ~\ 

=  'A.  h     +J    /       (Xrf.3  —  Zrf./)      , 
I  *''„  J 


ou  1'on  devra  dormer  a  A  une  valeui  imaginaue  quclconque 

II  rcsulte  evidemment  de  la  meihode  precedenie  qne  la  surface 
Jefime  paries  Equations  (6)  on  (8)  est  la  seule  qni  piussc  satis- 
faire  a  ton  les  les  conditions  posees  et  il  resle  senlemeat  a  demon- 
tier  qu'elle  salisfaiL  efTectnernent  a  ces  conditions  Or,  si  Ton.  le- 
inarque  que,  d'apresleur  definition  meme,  les  fonctions  A>( ).)-,  5 
a,,  (A),  .  .  venfient  les  relations 

Al9  +  rfiPd*  -+-  d2*  =  o,        \  dJd>  -+-  Y  d\\l    +  ZdB  =  o, 
A1 J  •+•  rZub  J  +  f/3 1  =  o,        X  rfXi  -+-  Y  rfUb !  +  Z  rfSi  =  o, 

on  reconnaitia  aisement  i°  que  la  s  in  face  obtenue  est  une  surface 
minima,  o°  qu'elle  passe  pai  le  contour  (L)  et  y  admei  en  cliaqne 
point  le  plan  tangent  clonne ,  elle  fouinit  clone  Ijien  la  solution 
unique  du  probleme  propose 

En  resume,  la  methode  de  M  Sell \varz  repose  sur  les  deu\ 
propositions  suivantes 

Une  surface  minima  cst  pleuiement  ctttenninee  quand  on 
donne  une  cow  be  analj  tique  ti  acee  sin  cette  surface  et  la 
cow  be  coj  respondante  ti  acee  siu  la  swface  adjouite 

Lotsqu'on  connalt  sui  une  siujace  minima  une  coin  be  (L) 
et  les  plans  tangents  en  chaquc  point  de  cette  com  be,  la  courbe 
correspoyidante  de  la  surface  adjomte  pent  etre  detei  minee 
pai  de  simples  quadratures 

247.  Dans  sonMemoue  sur  les  suifaces  minima  (1),  M  Lie  o 
donne  pour  les  formules  de  M  Scliwarz  une  demonstration  nouvelle 
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ijue  nous  aliens  faire  connaitie,  parce  qu'elle  pent  etre  generalisee 
et  appliquee  a  d'aulies  questions  analogues 

Reprenons  les  equations  d'une  suiface  minima  sous  la  forme 
generale 

ff'  =  A(0  +  A,(t),        r'  =  B(/)+-B.(~J,        ^'  =  C(/)  +  CI(T), 
ou  les  fonclions  A,  B,  C,  A,?  B,,  C,  satisfont  aux  relations 

(9)  d\i-*-dW-  +  clfr  =  o, 

(TO)  d\  I  -+-  dfi  }  •+-  rfC  j  =  o 

Pom  que  la  surface  conLionne  la  courbe  donnee  (L),  il  faudia 
que,  x,y  ,  z  designant  les  cooidonnccs  d'un  pomt  quelconque  de 
cette  coiiihc  qui  sont  des  fonctions  counties  cl'un  parametre  )»,  on 
puisse  cl^lermmei  pour  /  ct  T  dcs  functions  de  \  salisfaisant  aux 
trois  equations 


D'dulre  pait,  si  X,  Y,  Z  designenL  les  cosinus  dnecleurs  de  la 
normale  a  la  surface  au  point  consideie  (x,  j  ,  r)  de  la  coiube  ^L), 
il  faudra  e\pnmei  que  le  plan  tangent  conticnl  les  tangenles  aux 
deux  combes  minima  dc  la  suiface  qui  passent  par  ce  point,  ce 
qui  donueia  les  deux  equations 

(12)  X  rf\  -+-  Y  dB  - 


L[LU,  jointes  aux  pi^ce'dmtes,  expnment  toutes  les  conditions  du 
problcme  Diffeientions  les  equaUons  (n)  en  supposant  qne  Ton 
se  deplace  sur  la  coin  be  (L),  on  am  a 

jc  —  d\  -\-  d\  i  , 


dz  =  d 

En  vertu  de  ces  relations  et  de  1'equation  dvidente 
X  dx  -+-  Y  dy  -4-  Z  dz  =  o, 

qui  expiime  que  le  plan  tangent  contient  la  tangente  a  la  courbe 
(L),  et  qui  doit  etie  Ne'rifie'e  par  les  valeurs  donnees  de  X,  Y,  Z, 
les  deux.  Equations  (12)  et  (i3)  se  rameneront  Tune  a  1'autre,  et 
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il  restera  seulemenl  six  equations  distmctes  (9),  (10),  (12)  el  (i/\} 
qui  jjeimettront  en  geneial  de  deteimmer  les  diffcientielles 
d\  rl\ 

CC-  A  •       j  Cl'-ul-     (     4 

Deduisons  en  eiTet  des  equations  (i4)  les  -\aleurs  de  d\tt  dE\, 
dC\  et  portons-les  dans  la  relation  (10),  nous  aurons 

( i  j  )  da.  dA.  -H  dy  dB  -+-  dz  dC  =  —  j 

s  desig-nant  1'aic  de  (L)  Cette  equation,  jomte  aux  deux  iclations 
(9)  et  ^12),  dont  1'tine  est  du  second  degre,  va  nous  donnerles  va- 
le urs  de  dA,  «/B,  dC 

A  cet  effet,  pienons  comme  inconnuc  auxjliaire  (')  le  delei- 
mmant 

X       Y       Z 

A  =     dr     d}      d: 
dA.     dB     dL 

si  on  Televe  au  carre,  en  efTectuant  la  multiplication  des  lig-ncs 
entie  elles  et  tenant  compte  des  relations  precedentes,  on  trouvera 


A-  = 


.  Lt-i) 

0      ds- 


On  a  done 


116) 


A  =  (\  els— 


l  Z  eli  —  X  tls)flK  -+.  (  X  elf  —  \rdc)tl(.=db 


.  ds- 


et  Ton  est  amsi  ramene  au  sjstfeme  des  Uois  equations  (12!,  (to  ) 
et  (16)  qui  sont  toutes  du  premier  degre  Le  determinant  do 
ces  equations  t'tant  egal  a  ds2,  elles  pouiront  toujours  tire  ie- 
solues  tant  que  le  contour  (L),  reel  on  imaginane,  ne  sera  pas 


(')  Toulcs  Us  foia  que  I'on  do!t  lesoudre  un  syslcme  d'equations  al 
dont  l.i  iLMiIution  pmt  sc  rdmenei  a  cclle  d'une  equation  du  second  degie  a  uiu- 
jnrupnue,  i[  j  a  .uantage  a  piendre  comme  inconnue  au\iluire  le  delci  minanL 
fonclionnel  des  uiudtions  par  rappoit  aux  inconnues,  cai  ce  ddteimmant,  s'an- 
nulant  duns  lc  cas  ou  les  deux  sj kernes  dc  solut.ons  se  icduisent  &  un  seul,  no 
pent  iiuVue  dj;al  &  la  ^aku^  du  lddical  qui  doit  figure,  clans  les  furmules,  defini- 
lues  eL,  par  consequent,  son  carit  se  calculeia  ralionnellemeal 
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combe  minima    On  oblient  ainsi   par  un   calcul  facile   les 
valeuis  suivanLes  de  d\,  clB,  dC 


dr 


=  ±-(Zdr  -\fh), 

I  2                                       " 

=  —  ±-(\elj>  -\  di], 

JL  2^          J 


d'ou  1'on  dcduil,  a  1'aide  des  foimnles  (i4)i 


(18) 


dr  i  . 

>    ~*~  i          "  " 

dv  __  t_  _x 

2      ~^~    J  ' 

—  ^  l-(\dv  —  \dj,\ 

2  Jt   '  y 


les  signes  se  coircspondant  dans  les  deux  sysLemes>  Prenons,  ])ai 
exemple,  les  signes  infcrieurs  cL  supposous  clTcctuees  les  qua- 
dralures  qui  donnenl  les  expressions  de  A,  B,  C,  A,,  B(,  C|  en 
foncLion  dc  A  On  pcul  loujours  determinei  les  con^tanles  qui 
entrenL  dans  ces  quadratures  dc  mameic  a  satisfaire  aax  equations 
(i  i),  et  1'on  retrouve  ainsi  les  foi mules  de  M  Scliwaiz 

248  La  melhode  pidcedcnte  pent  etie  gdneialisce,  elle  s'ap- 
phqueiait,  pai  cxcmplc,  auv  suifaccs  engendiees  pai  la  translation 
de  deu\  combes  dontl'une  satisfeiail  a  1'equation  difTereutielle 

efch    <M 
f(  -r-i  -r     =  o, 
\  dz    dz ] 

el  1'aulre  a  unc  equation  de  memc  forme 

/  dx    dy 

?(  ~r>  ~r 

T  \  dz     dz 

Elle  offre  surtout  1'avanlage  de  bien  mettie  en  evidence  les  cas 
d' exception,  ils  correspondent,  nous  aliens  le  voir,  a  ceux  qui 
sont  indiques  pai  les  theories  g^nerales  de  Cauchy 

Nos  laisonnements  supposcnt  en  effa  que  les  trois  equations 
(12),  (i5)  et  (16)  determment  c/A,  dB,  c/C,  cc  qui  n'aura  pas  lieu 
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si  leur  determinant  est  nul,  c'est-a-dire  si  la  courbe  (L)  est  une 
combe  mmima  Dans  ce  cas  parlicuhei,  la  melhodc  lombe  eu 
defaul,  mais  les  lesultats  acquis  nous  permeLLenL  une  discussion 
direcle  el  elementaire  II  faut,  pour  que  le  probleme  soil  possible, 
que  la  cleveloppable  formee  par  les  plans  tangents  en  tons  les 
points  de  (L)  soit  un  cone  ay  ant  son  sommet  sur  le  ceicle  de 
1'infini  (n°  233)  Si  cette  condition  n'est  pas  lemphe,  le  probleme 
sera  impossible,  si  elle  Test,  le  piobleme  sera  mdetermme,  car  on 
connaitia  1'une  des  combes  minima  dont  la  translation  peuL  en- 
gendier  la  suiface  ce  seia  ici  la  conrbe  (L),  mais  la  seconde 
combe  minima  sera  assnjettie  a  I'liniqne  coudilion  de  conper  la 
courbe  (L),  d'admettie  dii  point  commun  une  langcnte  donnee  ct 
ponna,  d'aillcms,  etie  tiacee  aibitiaiicment  La  solution  clu  pro- 
bleme conliendia  done  encoie  une  fonction  aibitraire,  conime  le 
montierait  aussi  la  discussion  des  equations  (9),  (10),  (i  i)  et  (12), 
dans  ce  cas  special 

Lesraisonnemenls  supposent  aussi  que  X,  Y,  Z  sont  les  cosmus 
dnecteius  de  la  normale  en  un  point  de  la  courbe  (L)  et  saLisfonl 
a  Tequation 

\2  +  Y=+ZJ=i 

Si  la  clrveloppable  fotnu'e  par  les  plans  tangents  en  lous  les 
points  de  la  courbe  est  cnconscnte  au  cercle  de  1'infini,  les  for- 
rnules  n'ont  aucun  sens  Ma  1-3  on  obtient  encoie  une  solution  clu 
piobleme  pose,  fournie  par  la  cleveloppable  elle-meme  qui  doit 
fitre  consideiee  (note  du  n°  187)  comme  une  vcutable  surface 
minima  Cette  solution  est  la  senle  que  Ton  puisse  obtenir  dans 
le  cas  ou  ^L)  n'est  pas  une  com  be  minima,  mais,  si  1'on  a  a  la  fois 

ds*  =  o,        X' H-  Y2  -+-  Z2  =  o, 

rmdeleimination  lepaiait  et  Ton  obtient  encore  une  infinHe  de 
surfaces  minima  (')  Cette  discussion  ne  pie'sente  aucune  diffi- 


(')  UmteipiLtation  gLometnque  eLla  discussion  du  deinier  cas  que  nous  venons 
de  sigrulei  conduisent  a  une  propneLe  generale  des  suifaces  minima  yue  nous 
nous  conLenleron'i  dLnoncer 

£tant  donnee  une  surface  minima  qudconqm,  lieu  des  milieux  des  dt  oitet 
dont  les  extieimtes  s'appuient  sin  les  deux  courbes  minima  (T),  (T,),  la 
courbe  de  contact  (C)  de  la  developpable  cnconscnte  a  cette  surface  et  au 
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culte,  mais  elle  oftre  de  1'mteiet  au  point  de  vue  de  la  theorie  ge- 
neiale  des  Equations  aux  derivees  partielles 

249  Lesfoimules  de  M  Schwarz  condiusenta  un  grand  nombre 
de  piopositions  mteicssantes  que  nous  allons  faire  connailie  suc- 
cessivement 

Cherchons  d'abord  les  surfaces  minima  contenanL  une  dioile 
reellc  donnee  el  admelLant  aux  differcnts  points  de  cette  droite 
des  plans  tangents  donnes  Si  Ton  prend  la  dioite  pour  axe  des  s, 
les  lormules  (6)  deviendront  ici 


(19) 


2 

X  et  Y  satisfaisant  a  la  relation 

20) 

On  voit  immedialement  que,   si  Ton  ecliange  ^i  et  z±,  z'  ne 
change  pas,  x'  el  y'  changent  de  signe  sans  changei  de  valeur 
Done  . 

Toute  droite  i  eelle  Li  acec  sui  une  siujace  minima  est  neces- 
saiiement  un  axe  de  symeti  te  de  cette  surface 

Cetle  proposition  Elegante,  due  a  M    Schwarz,  conduit  a  une 


ceicle  de  I'infuii  est  aussi  I'aiete  de  i ebi oussement  de  celte  devcloppable ,  on 
I'obtient  en  pi  enant  le  milieu  de  tons  les  segments  qui  leumssent  les  points  M, 
M,  des  combe's  (T),  (T,)  OIL  les  langentes  a  ccs  cow ba>  sont  paralltlei.  Tout, 
les  points  de  (C)  Aont  des  ombilics,  cette  Ligne  est  une  arete  de  > ebi oussement 
de  la  sui  face  minima,  elle  satisfait  a  la  definition  des  lignes  as}  mptotiques 
ct  aussi  a  celle  des  lignes  de  combine 

Lea  deux  coiubes  minima  dont  la  tiam>lation  engendi  e  la  siuface  ne  cessent 
pas,  dans  leui  moitvement,  d'etie  tangentes  a  la  com  be  (C),  en  soi  te  quel'on 
pounait  dcfinn  la  sui  face  minima  comma  engendi  ee  pat  la  ti  anslation 
cl'iine  courbe  minima  (k)  qui,  dans  son  mouvcment,  est  assujcttie  adememei 
tangente  a  une  autre  com  be  minima  (C) 
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demonstialion  tres  simple  du  tlieoreme  de  M  Catalan  La  seul 
surface  minima  icelle  teg  lee  est  la  surface  de  vis  afilelcarre 
Consideions  enefTeL,  si  elle  existe,  la  suiface  minima  engendiei 
par  le  mouvement  d'une  dioite  leelle  el  soient  (<:/,),  (d.2}  deir 
positions  de  cette  droite  La  droite  (<r/j),  symetuque  de  (c?i)  pa 
lappoit  a  (r/,),  appartienl  encore,  d'apres  la  proposition  prece 
dente,  a  la  suiface  En  prenanl  de  meme  la  symetnque  de  (d» 
pai  lapport  a  (<:/,),  et  repetant  iiidefmunent  cette  operation,  01 
obtiendia  une  seue  dc  clroites 


qm  seront  toutes  sur  la  surface  et  qui  appaitiennent  evidemmen 
a  tout  helicoide  gauche  a  plan  directeur  qui  contient  les  deu: 
premieres  (d]  et  (d{)  Si  nous  consideions,  en  paiticuhei,  le  plni 
simple  de  ces  helicoicles,  cekn  pour  lequel  il  faut  faire  moms  d  ui 
denu-tonr  sur  la  surface  pour  passer  de  (c?()  a  (d2),  on  voiL  qu  i 
contiendia  im  nombre  illimite  de  dioites  dquiclistantes  de  la  sur 
face  minima  Si  les  deu\  droites  (//,)  et  (d^)  se  lapprochcal  su, 
la  suiface,  les  droites  communes  a  I'heiicoidc  et  a  la  surface  s< 
rapprochent  mdefmiment  la  surface  doit  done  comcidei  avcc  1. 
position  hmite  de  1'helicoide,  ce  qui  dcmontie  le  tlieoreme  d< 
M  Catalan 

Nous  allons  exposer  encoie  la  demonstration  que  M  Scliwarz  i 
doonee  du  meme  theoieme,  paice  qu'elle  lepose  sin  une  idee  mge 
nieuse  et  feconde  Lorsqu'une  suiface  reglee  contient  une  dioite 
les  plans  tangents  en  tons  les  points  de  cette  droite  ne  sauraien 
etre  clioisis  aibitiauement  et  sont  assujettis  a  la  loi  decouvert< 
par  M  Chasles  Si  1'on  prend  la  droite  comme  axe  des  z  et  si  1'or 
choisit  convenablement  les  autres  axes  coordonnes,  les  plan; 
tangents  de  la  surface  doivent  etre  les  memes  que  ceux.  du  par  a 
boloide  defini  par  1'equalion 


—  y,  —  > 
x 


ou  a  designe  une  constante   De  la  tesultent,   pour  les  cosinus  di 
rccteurs  de  la  normale  en  chaque  point,  les  deteimmations 

\  -  Z  Y  -        ~~ a 

A  —        . :  I    =        j 

yz-  -+-  oi1  /s--f-a2 
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et,  si  Ton  porLe  ces  valeui  s  dans  les  formulas  (19),  on  obliendia 
la  sin  face  cherchee 

En  faisanl,  pour  la  commodite  des  calculs., 

j  =  ai  sin ?, 
ce  qui  donne 

X  =  i  tang  I,         Y  = 
on  Lrouve 


j'=  — (cos/i — cosZ2), 

rJ  i  , 

z  =  —  (sin  if,  -+-  sm  t-,) 
a  ~x 


et,  par  suite, 


a'  =  J.  aic  lang  (  — 


CeLte  equation  definit  bien  la  sin  face  de  vis  a  filet  caire 

250    Les  foimulcs  (19)  nc  conlienaent  en  definitive  que  deux 
quadiatures  dislmctes 


et  1'on  a 


-  sera  done  1'aic  de  la  conrbc  de"mte  par  im  point  dont  les  coor- 

donnees  seraient  x  et  )     Cela  nous  conduit  a  la  proposition  sui- 
Vcinte   Prenons,  dans  le  plan  des  xj  ,  unc  courbe  quelconque  (y) 
La  surface  minima  la  plus  ge"nerale  passant  pai  1'axe  des  z  sera 
delerimnee  par  les  for  mules 


x\,v\ ,  ^i,  j)'i  designant  les  coordonne"es  de  deux  points  diflerents 
delacourbe,  st  els2  (^tantles  arcs  de  cette  courbe  coniple's  apaitir 
d'une  ougine  fixe  et  tennmes  en  ces  deux  points  L'mterpretation 
gdomelnque  des  formules  est  d'ailleurs  e>idente.  Soient  M  et  N 
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les  de  ax  points  de  la  com  be,  par  I'oiiguie  des  cordonnees  on 
menei  a  une  droite  pai  allele  a  MN  et  egale  a  *MN,  on  elevei  a 
a  I'extiennte  de  cette  di oite  une  perpendiculaire  egale  a  In 
sojnme  des  at  cs  de  la  com  be  tci  mines  en  M  et  N,  le  sommet  de 
cette  pei petuhculaii  e  elect  it  a  la  siuface  minima. 

On  peut  donner  encore  Interpretation  suivante  Les  deux 
combes  minima  deTmies  pai  les  equations 

(22)  sc'  =       iv,        y=       iy,         z'  =  s, 

( 23  )  x  =  —  ix,        y'  —  —  iy,        J  =  s 

sont  celles  dout  la  translation  peut  engendrer  la  suifacc  et  ellcs 
aont  placees  S}inetnqucnient  pai  lapport  a  1'axe  des  z 

Pour  que  la  surface  soit  algebrique,  il  faudra  que  les  deux 
courbes  piecedentcs  soient  algebuques,  c'est-a-dire  que  y  et  x 
aoient  deb  fouctions  algebriques  des  En  d'autres  lermes,  la  courbe 
r;-)  de\ra  etre  la  developpee  d'une  courbe  algebnque,  d'adleurs 
quelconque 

2rjl  Une  autie  application  inteiessanle  des  formules  dc 
M.  Scbwarz  peut  etre  faite  an  cas  ou  la  combe  (L)  pai  laquello 
doit  passer  la  surface  est  plane  Supposons,  pour  plus  de  uetteLc, 
que  le  plan  de  cette  combe  soit  reel  et  choisissons-le  pour  plan 
des  xy^  les  formules  generates  (6)  nous  donneront  ici 


-M) 


Iniiodu^ons  Tangle  p   que  fait,  en  un  point  de  (L),   le  plan 
langenl  a  la  suiface  avec  le  plan  des  xy,  on  aura 
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s  etant  I'atc  de  la  courbe,  et  les  formulas  ( *4  )  pieorliont  la  foinie 


x   = 


r,    i    7 


(26) 


Si  1'on  "venl  quo  la  ligne  (L)  soil  ane  ligne  de  courbtire  de  la 
surface,  Ics  nonnales  en  louslos  pomls  de(L)dcvronL  envelopper 
une  cles  devcloppues  de  la  courbe  ct  Tangle  (j  devra  etie  constant 
On  a  ma  alors 


(27) 


'l  -  -  I  )  i   COS  p 

2 
j  JT!    COS  (3 

a 

( ?!  —  s>)  sin  [3 


7  i  —  IT2  COS  J3 

2 
T  i -(-  ?^2  COS  p 


Lesdeuxcouibes  minima  dont  la  translation  engendiela  surface 
seront  defmies  par  les  equations 


sin 
2 


Pour  qu'clles  soienl  algebnques,  il  faucha  encoie  que  (L)  soil 
la  de"vcloppuc  d'unc  combe  algcbuque,  on  a  done  Je  llieoreme 
suivant,  du  a  M  Lie 

Pom  que.  la  siuface  minima  admeLLant  une  ligne  de  cow- 
buie  plane  soit  al°ebi  tgite,  il  fauL  et  d  suffil  qne  celLe  Ligne 
plane  soil  la  cUveloppee  d'une  combe  algebi  ique 

Cetle  proposition  gemiiale  evphque  pourquoi  les  lignes  de 
courbure  planes  de  la  surface  d'Ennepcr  sont  des  conrbes  recti- 
fiables  (n°  207) 

Si  Ton  suppose  p  =  -,  la  courbe  (L)  clevient  une  ligne  geocle- 

sique  dc  la  suiface    On  retiouve  done  le  thi'oreme  suivant 

Pour  qne  la  sin  face  minima  admetlant  comma  ligne  gcod<>- 
D  -I  26 
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une  com  be  plane  sou  algebrique,  il  faut  et  il  su/fit  que 
celts  ligne  soii  la  developpee  d'une  com  be  algcbi  iquc, 

qm  esl  clu  A.  M    Hennebeig  el  qui   a  etc  le  point  cle  dupail  cles 
lravau\  de  M    Lie  sur  cette  parlie  de  la  iheorie 

Si,  dans  les  foi  mules  (27),  on  fail  (j  —  -  ,  on  iiouve 


on    cst    ainsi  conduit   a  la  consliuclion    sun  ante  dc  la   surface 
minima 

Soit  MN  une  coi  de  de  la  courbe  (L)  Elevens  en  i>on  milieu 
itne  peipen  dicuJane  eg  ale  an  pi  oduit  de  i  pat  la  dcmi-difle- 
t  ence  des  at  cs  de  la  cow  be  iei  mines  en  M  eL  en  N  Le  sommet  de 
relic  pei  pendiculau  e  deci  it  la  surface  minima  qui  adinvt  (L) 
pow  ligne  geodesique 

Si  Ton  echange  les  pomls  M  cl  N,  le  signe  dc  la  pcipendiculairc 
cst  change,  ou  a  done,  dans  tous  les  cas,  ce  iheoieme 

Si  une  suijace  minima  ad/net  une  combe  plane  co?nme 
ligne  geodei>iqite}  Jr  plan  de  cettc  cow  be  esl  necessau  euicnl 
un  plan  de  si  mi'Uie  de  la  sin  face 

Ces  piopnetes  de  symetiie,  que  nous  a^ons  dc|d  rouconliecs  a 
piopos  de  la  ligne  dioite,  onl  leur  \eulable  ongine  clans  le  fait, 
qui  esL  mis  en  evidence  par  les  formulas  de  M  Sch^arz,  mais  qui 
lesulle  aussi  cles  tlicoremes  cle  Caucbj,  qu'il  existe  une  scale 
suiface  minima  tangente  a  une  developpalile  donnoe  en  tons  les 
point?  d'unc  courbe  dounee  Cai,  soil  (M)  une  suiface  minima 
admettant  la  bgne  geodesique  plane  (L)  et  coupant,  par  suite,  a 
angle  dioit  le  plan  de  cettc  li^ne,  la  suiface  (M')  SMiiL-tuque  de 
(JM)  pai  rappoit  an  plan  de  (L)  admettia,  en  tous  les  points  de 
cette  combe,  les  memes  plans  tangents  que  M  ct  coiuonk-ia  par 
consequent  a\ec  clle,  (M)  seia  done  necessaaement  &MIH  tuque 
pjr  rapport  an  plan  de  la  couibe  (Jj)  Ce  raisonaement,  que  1'on 
pouiiaitdppbquei  au  cas  de  la  ligne  dioite,  permel  de  icconnaitic 
(pie,  si  (L)a  un  centre,  ce  point  sera  aussi  un  centie  de  la  suiface, 
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cl  que,  si  celte  courbe  a  un  axe,  le  plan  normal  au  plan  de  (L)  el 
passant  pai  ceL  axe  sera  un  nouveau  plan  de  s}  metric  de  lasmface 

On  peul  donner  encore  la  constiuclion  suivante  de  la  surface 
qia  admrl  (L)  pour  ligne  geod^sique  Sur  le  cylmdie  avint  (L) 
pom  section  droite  U  aeons  une  combe  minima  (y)  eL  prenons  la 
symetiique  (y,)  dc  cclle  courhe  pai  rappoilau  plan  de  (L)  La 
Miiface  cherchee  sera  le  lieu  des  milieux  des  segments  donL  les  ex- 
Lieinitcs  decnvenlles  courbcs  (y),  (y,) 

La  surface  minima  admcllanl  comme  ligne  geodesiquc  une  pa- 
rabole  a  <'lt'  cluditc  dans  les  piemiers  Me"moncs  de  M    Catalan 
bi  Ton  piend  les  coordonnees  d'un  poml  de  la  parabole  sous  la 
(  o  i  m  c 


7  —  —  a/)  s 

J 
•)  —  -i.pl 


la  partic  u'-elle  dc  Id  surface  seia  deTmie  par  les  equations 


(3.) 


—  cJv.  ( —  p  sm2c&  j, 

—  r|j\ 


f)] 


Si  J'ondonne  a  cp  une  valcur  reelle,  on  reconnait  que  la  section 
rlc  la  smface  par  le  plan  des  xz  est  une  c^cloide  Cette  com  be, 
ee  dans  le  plan  desymetrie  passant  parTaxe  dc  lapaiabole,  est 
une  hgne  gdodesique  dela  suiface 

La  suiface  minima  admettant  comme  ligne  geodesiquc  une 
ollipse  ou  une  hyperbole  est  necessairemenl  tianscendante,  mais 
elle  aclmct,  on  le  reconnait  aisement,  une  famille  de  lignes  alge- 
bnques  Elle  a  etc  consideiec  par  M  Sch \\aiz  (') 

Nous  lerminerons  ici  ces  applications  des  formulas  de 
M  Scluvai/  Gomme  1'a  rcmarque  M  0  Bonnet,  la  solution  du 
problemc  etudie  dans  cc  Ghapitre  peimet  de  deteiminer  une  sin- 
Jace  miuima  lorsqu'on  connait,  soil  une  de  ses  ligncs  geoddsiques, 


(')  SLII\\  VR?,  Ucbei  dicjenigen  Muwnalflaclten,  wclche  roneinei  Schari/  ion 
t-'gcln  zwcite/i  Giades  ein^ekidlt  wei  den  (Jou/nal  de  Cielle,  L  L\\\, 
[j  3oi-3i'i ,  (876) 
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soil  une  rle  ses  lignes  a^mplotiques,  soil  une  lignc  de  courbuie, 
soil  enfin  une  de  ses  hgncs  d'ombre  on  une  de  ses  lignes  de  pei- 
spective,  cai  Louies  ccs  conditions  font  connaitre,  en  inemc  Icnips 
qu'une  ligne  tracee  &ur  la  suiface,  le  pl.in  langcnl  en  cliaque 
pomL  de  ceLle  ligne 
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CIIAPITRE  IX. 

SURFYCrS     MINIMY    ALGLBIUOUnS    INiCUITES    DAWS     TJWE     DEVELOP?  4.BLE 


Las  on  Iii  de"veloppablc  csL  un  cylmdic  —  Lc  piobkmc  n'cst  possible  quo  si  la 
becLion  droite  est  icclifiable  —  Solulion.  analytiquc  du  pioblemc  piopose  — 
Picmiue  solution  geomclnquc  —  Consliuclion  gcnualc  dcs  sin  faces  minima 
algi-biiques  msciiles  daus  nae  dcvcloppablc  algibnque  —  Thcoi ernes  lelauls 
a  des  cas  pai  Liculieis  donnilt,  pai  RI  Lie  —  DeiiMune  soluLion  gconn  tnque 
—  Guuialion  nouvelle  dcs  binlaccs  minima  due  a  M  Ribaucom  —  Lc  pio- 
blomc  se  Limnie  a  la  delcirnLiiaLion  dune  suifacc  leglte  donL  la  Iigne  dc  sluc- 
Lion  doiL  saLisidiie  a  unc  coiulilion  doniicc 


2o2  Lcs  rcsullats  que  nous  avons  exposes  dans  le  ChapiLre  pie- 
ccclent  condiusent  naturellement  a  1'cxamen  d'nnc  cjuestion  dont 
]a  solnLioo  olTnraU  un  giand  uHorcL  pour  la  dicone  des  suiface^ 
minima  algebnques 

A  Detc]  miner  Louies  let  siujaces  minima  algebnques  con- 
tenant  une  cow  be  algebnque  donnee, 

on  phis  geneialcmcnl 

B  Dctei  ininei  Louies  les  sui faces  minima  algebnques  in- 
ic;  ites  dans  une  suiface  aJgebi  ique  donnee 

Aucun  dc  ces  problftnies  n'a  cncoie  cLe  aljoide  dans  loule  sa 
"enerahle,  mais.  dans  son  second  Mcmoiie  insere  au  t  XV  dcs 

O  '  ' 

Malhematiscke  Annalen,  TM  Lie  a  somnis  a  une  discussion  ap- 
profondie  le  pvobleme  B,  dans  le  cas  ou  la  surface  algebuque 
donnee  est  une  de\eloppable  II  icsiiUe  de  ses  belles  iccherch.es 
que  le  probleme  pent  etre  compleLemenl  lesolu  si  celle  devclop- 
pablc  esl  nn  cone,  et  aussi  dans  le  cas  ou,  la  developpable  etanl 
quelconqiie,  on  connait  deja  line  suiface  minima  inscule  dans 
cetle  developpable  Nous  aliens  lepiendre  ici  1'elude  de  ceLte 
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question,  et  nous  montieions  que  1'on  pent  obfenir  la  solution 
complete  du  probleme  pose  pai  M.  Lie 


Commenrons  par  consideier  le  cas  oil  la  developpaLle  (A) 
e^t  un  cUmdre  La  proposition  siuvanto,  due  a  ]M  Ilennebery, 
peimet  de  leconnaitre  mirnediatement  que  le  probleme  pose  nY-iL 
pas  to uj ours  possible 

Lnrsqu'itne  mi  face  minima  esl  algeb)  ic/ue.  Id  section  clruilr 
de  tout  cj  hndi  G  cu  consci  it  a  la  sutface  est  la  de\  eloppte 
d'une  coutbe  atgebi  ique. 

Soit  en  etlet  (S)  la  suiface  minima  doniiee,  la  surface  adjoink* 
(S0)  seia  aussi  algebuque  (u°  210),  et  Ton  aiua,  cntie  Jcs  pomK 
correspondants  (j?,  ;  ,  -)  et  (^U5  }  „,  50)  dc-s  deu^  suifaces,  Ics  re- 
lations dilTeieiiLielles 

dv  rZr0  -i-  dy  dy()  4-  dz  rfc,,  =  o, 


auxquelles  il  faut  jomdre  les  simanles  (n°  2J2), 

X  dc  -r-  Y  dy  -i-  Z  dz  =  o, 

X  di  0  -+-  Y  d)  u  -1-  Z  rf^u  =  o, 

c\pnmanl  qu'aux    points  conespondants  des    deux   suifaces    lo-> 
plans  tangents  sont  paialleles 

Considerons  sur  la  piemieie  surface  la  courbe  dc  conhicl  du 
CNhndre  en  consent  parallele  a  I'axe  des  z,  A  bquelle  couos- 
pondra  la  coiube  de  meme  definition  sur  (S0)  On  aiua,  en  tons 
les  points  de  celle  combe, 

ce  qiu  donneui 

X  d-c  -+-  Y  dy  —  o, 

on,  en  elumnant  le  rapport  -  , 

Si,  entre  les  equations  (,)  et  (a),  l'on  elimmc  successivemcnl 
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f/r0,  flj  0  el  dx,  dy,  on  seia  conduit  aux  dciiK  iclations 

(3  j  \/cli~  -+•£/)-  =  dz0, 

(4)  /<foj|-t-c^  =  ch, 

qu'il  serai L  aise  d'obtenu  pai  la  freomeirie  et  qui  dtmonlrent  lc 
iheoiemc  de  M  llennebeig,  oar  la  piemieic,  par  evemple,  e\- 
pumc  quo  Faic  de  la  bcclion  dioiLe  du  c}lmdie  ciiLOiibCiit  a  (^) 
esL  egal  a  ru 

II  lesulle  eMdcmment  du  iheuieine  de  M  llennebeig  qu'anc 
suiface  minima  nibCiHe  dans  an  c^lmdienc  p  )iuia  iHre  algubnqiu1 
qiie  si  la  soctiou  dioile  de  ce  c\lindre  est  la  dtheloppec  d'une 
courbe  cdgebiupie  Gonsideions  un  cyhndic  (C)  pom  IcqueL  ccLU' 
condition  soil  reniphe  el  donl  la  section  dioiLe  (S)  scia  placuc 
dans  le  plan  des  zj  ,  proposons-nous  de  deteiminei  loutes  U^ 
suifaccs  minima,  algebriques  insciiLcb  dans  cc  cylmdie 

Designons  pai  x,  y  les  cooidonnces  d'un  point  quelconqae  de 
(S),  le  probleme  seid  rcbolu  si  nous  parvenons  a  cleleiimnei  les 
qaantit^s  deja  definie^  r0,  j  „,  GO,  c  en  function  de  x  ct  de  )  La 
foimule  (3)  nous  domic  d'aboid 


s  designant  1'aic  de  la  section  dioitc  (S),  les  equations  (i)  ct  ( >.} 
nous  pcrmettent  cnsuitc  de  deternunci  djcn,  d\  0  ct  nous  donnenl 

(5)  d^0  =  —clv~,        tfju  =  —dy-d~t 

z  seia  done,  an  signe  pies,  Taic  de  la  combe  decnle  par  le  point 
O(),  >„),  et  1'inteipietation  geometnquc  des  fonnulcs  conduit  sans 
difficult^  a  la  constiuctioii  sun  ante 

On  associe,  dans  le  plan  des  xj  ,  a  la  com  be  (S)  line  com  be 
(S0),  assujettiea  L' unique  condition  d'utie  La  developpee  d'unc 
coat  be  algebi  ique,  et  I' on  etablit  line  coi  i  espondance  enU  c 
les  deux  com  bes  par  la  condition  que  les  Langenles  aux  points 
coi  j  espondants  M,  M0  soient  paiallel.es  Si  Von  eleve  en  M 
line  perpendiciilau  e  an  plan  de  (S)  egale  et  de  signe  conti  au  e 
a  Vaic  de  ^Su)  lei  mine,  en  M0,  VexLiemiLe,  de  ceite  peipendi- 
culaii  e  dect  u  a  sm  Le  cylindi  e  (C)  la  combe  de  contact  de  la 
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surjace  minima  algebi  ique  la  plus  genet  ale  (%}  inscrite  dun\ 
cc  cyhndre  Si  I'on  eleve  de  meme  en  I\I0  line  pe?  pendiculaue 
egale  a  Vaic  de  (S)  tei  mine  en  M,  I'exti  finite  de  ceLfe  pei- 
pendiculan  e  deem  a  la  coiube  de  la  swface('Z^)  adjomle.  a 
(%},  qui  coi  )  espond  a  la  coin  be  de  contact  dc  (S)  et  de  (C) 

Nous  savons  cTaillems  (n"  2i6)  comment  on  pent  dcdmie,  san-i 
aucnne  inlegiation,  des  expiessions  x^  y,  5,  £o>J'o5  ^o  lfis  Aqua- 
tions qui  dcfimssent  la  siuface  Le  problome  est  ainsi  comple- 
tement  lesoln 

Si  Ton  suppose  que  le  cylmdie  (G)  se  reduise  a  line  dioile,  on 
i-eLiouve  comme  cas  paiticuher  la  constiuction,  qui  a  etc  donneo 
an  n°  2oO,  des  suifaces  miuima  assujetlies  a  contenn  line  droite 
donnec 


Passons  mointenant  a  IVtude  tlu  pi'ohleme  gcncial  ct  pio- 
posons-nous  de  determiner  toutes  les  suifaces  minima  a 
inscntes  dans  line  developpable  algebiique  donnee  (\] 
Si  I'on  ecnt  Tequation  da  plan  sous  la  (orme 


(tt 

on  a,  pour  toute  suiface  minima,  en-sertu  de  l'equation(j)  [p   -2(); 
(6)  $ 


D'autie  pail,  on  defmua  la  de'veloppable  (A)  de  la  mamere  la 
plus  geneiale  en  supposant  qne,  pour  les  plans  tangents  de  cetle 
diheloppable,  ;/,  u]}  $  soient  des  fonetions  algebriques  donneci 
il'une  \anableau\iliaire  I,  et,  pom  lesoudie  Ic  problcme,  ilfaudia 
expumer  que  1'equalion  (6)  est  ^^dnfide  iclentiquement  qLiand  on 
y  ipmplace  «,  «,,  q  par  leins  expiessions  en  fonction  de  if  Cette 
equation  conticnt  ileux  fonetions  arbitraires  f(u],  f\(u\]  avec 
Icurs  deii\L'eb  ./'(«),  /t'(«i),  si  TOQ  se  donnaiL  arbitrauement 
1'nne  de  ccs  deux  /emotions,  I'e'quation  de  condition  a  laquelle  on 
est  conduit  en  subslitiiant  pour  u,  it,,  £  lenrs  expressions  en 
fonclion  de  t  serait  une  veritable  Equation  different!  ell  e  qiu 
n'admettrait  pas  necessairement  de  solution  algebnque,  pom 
t'diapper  a  cette  difficulte,  nous  mtroduirons  k  variable  auxihane 
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Si  Ton  difleientie  ceLLe  valeur  cle  A,  on  auia 


r  ,,      v       f,,      *-,  fu      iti 

[J  l'0+/i(«i;]57  -57  =  57 


et,  en  siibslituant  la  valciu  amsi  oblcnue  de  la  somnie 


clans  I'equation  (6),  on  oblienclra  la  lelalion 


On  pent  mamlcnanL  dcduiic  dcs  equalions  (n]  ct  (8)  Ics   c\- 
dcy(«),/i  (i«i),  cc  qui  donne  les  valeais  suivautes 


(o) 


du 


e  /, 


-57  -57 


7/7 


_        du  dii\ 

( '    -*" 


le  denommateur  commun 
dui  dit1 


\  Ju\ 


d-  u  diii        d-ui 


"dl 


Prenons  pour  \  nne  Ibnction  algcbriquc  quelcoiKjuc  do  t  Si, 
dans  la  premiere  equation  (9),  on  exprunc  w(,  t,  q  en  fonclinn  do 
;/,  on  anra/(w),  si,  dans  la  scconde,  on  expiime  de  meme  u,  t,  q 
en  fonclion  de  u\,  cctle  equation  donnera/,  (;/,) 

Le  prohleme  est  ainsi  completcment  icsolu,  pour  que  la  suiface 
soit  rcelle,  jl  sera  ndcessane  et  suflisant  que  la  fonclion  \  le  soil, 
s'll  est  suppose  toutefois  que  t  soit  un  parametre  clont  les  valeuii 
leelles  donnent  les  plans  tangents  idels  cle  la  devcloppable  (A) 

La  solution  prdcedente  serait  illusoirc  -31  la  fonction  0  ciLait 
nulleidcnliqiiement  •  supposons  que  cette  circonstance  sepidscnte 


4  i  o  i  i  v  n  L   n  i   —  c  u  v  P    i  \ 

el  quo  1'on  ait 

du  dul  du,  du2        .  f  d- u  dn\         du  d1iti 

t-)  =  2.11  -j  -  ~  —  2  z/]  —7-  -j—  -f-  ( i  -T-  uu i )    -7—  — .- T-  -r-r 

tfr    <://-  </f   dl-  \  <•//-     rt£         c/i     «/- 

Celle  leldlion  conslitue    une    equation    dilTerenlielle   dont  on 
obtienl  aisemcnl  Tmtegrale  generale,  qui  est 

AH  -T-  Bz?!  -{-  (\(uu\  —  ij  =  o, 

A,  B,  C  designanl  des  consiaiilcs  Celle  equalion  en  lennes  finis 
expiime  que  le  plan  tangent  e^L  paiallele  a  une  dueclion  fix;e,  la 
de\cloppable  (^A)  seia  done  un  cj'lnuhe,  el,  en  cflel,  une  dtude 
dneete  nous  a  montie  que,  dans  ce  cas,  le  probleme  n'est  pas 
toujoiiis  possible  la  suiface  minima  insciite  ne  pent  elie  alge- 
bnque  que  si  la  section  dioile  du  cjlmdie  esl  ladeveloppee  d'une 
com  be  algebuque 

La  melliode  que  nous  avons  suivie  s'applique  du  resle  a  ce  cab 
paiticuliei  ,  si  1'on  suppose  que  le  c}lindic  soit  paiallele  a  l'a\e 
desj'j  il  seia  defiuipai  les  equations 

u\  =  u,        ?  =  ^(«) 
Si  1  on  prend  ici  i  —  u,  on  auia 


el  I'equalion  a  lesoudie  pi  end  la  forme 

<l(u)  -+-  (l-l-  U2)  -, 2Zt>     ^=0 

'  du 

Elle  aclmet  poui  inlegiale  la  suivantc 

)       _^    /  ^  (  u )  du  _ 

J  —  II1          J     (  1  -t-  U*  )i    ~  °' 

il  laudia  done,  poiu  que  A  soil  algebuque,  qu'il  en  soil  de  memo 
de  la  quadiatiue 

C  d-(  11)  du 


et  L'on  retiouve  amsi,  par  un  calcul  facile,  la  condition  a  la  fois 
neccsbaire  el  sufhsanle  qui  resulte  du  theoreme  de  M.  Henneberg 

2oo    La  solulion  que  nous  venous  d'ex:poser  est  puremenl  ana- 
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ljtique,la  suivaule  oflre  l'a\antage  cle  concUine  a  ime  constinclion 
geometnquc  simple  des  surfaces  minima  algebuques  insciilcs  dans 
la  developpable  (A) 

Soit  (R.)  1'aiele  de  lebroussement  cle  cclte  developpable  i up- 
per tons  les  points  de  Fespace,  comme  nous  1'avoub  rleja  fail  (Li\  1, 
Cb  I),  an  Uiedre  mobile  (T)  forme  par  la  langente,  la  norm  a  If 
prmcipale  et  la  binormale  a  cetLe  coiube  Les  piojeclions  sur  co^ 
trois  axes  des  emplacements  infmiment  peliLs  d'un  point,  donl  lei 
eooidonnees  iclaLives  a  ces  a\e->  sonl  X,  \,  Z,  auront  pom  c\- 
s  ( n's  3  ct  i  ) 

fl\  -r-  di>  —  -  ds 


(10  I 


ctt   -  -  ih 


Cela  pose,  le  piobleme  sera  resolu  si  Ton  Lrou\re  deuv  coiubci 
algebiiques  (C),  (C,,),  1'une  (G)  Uacee  siu  la  developpable  (A), 
i'ciulre  (C^}  siLnee  dans  1'espacc,  saLisIaisanL  anx  conditions  ^111- 
santes  les  elements  coiresponclanls  des  deu\  combes  seiont  a  la 
fois  egauv  ct  pcrpendiculaues,  de  plus,  bi  M  et  J\I0  sont  les  poinK 
cotiespondants  dc  ces  deuv  combes,  le  plan  tangent  en  M  a  l,i 
developpable  (A)  devia  etic  paiallele  a  la  tangente  en  M,,  a  (C0  ) 
En  elTet,  si  Ton  consideie  la  surface  minima  mscute  a  (A)  sunani 
la  courbe  (C),  la  courbc  (C)  auin  pom  conjuguee  (C0j  sin  la  sm- 
face  adjoiute,  et,  ccs  deux  combes  (C),  ^C0)  etant  algebuques,  il 
en  sera  de  me  me  dc  la  surface  minima 

Suient  x,  o,  o  les  cooidonuees  de  M  par  lappoit  au  tuedie  (T  ) 
et  ro)  J)o>  ^o  celles  cle  M0  Les  projections  du  deplacement  de  M 
seiont,  d'apres  les  formulas  lappelecs  plus  haut, 


/  j         , 

(  n  )  as  H-  «A  ,          -  j          o  , 

p 

celles  du  deplacement  de  Mrt  seront  de  meine 

(12)  dxu  +  Ch  -  1'2  ds,       dja-r(^--r-^-}  (IS,       d3»  -  —  ih 

P  V  P        T  /  " 

En  evpnmant  que  la  langente  en  M0  est  paiallele  au  plan 
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,  on  tiouve  cetLe  premieie  condiUon 


(»3) 

Si  Ton  ecut  ensuite  que  les  deux:  deplacemenls  son  I  a  la  fois 
e«aux:  et  perpendiculaives,  on  oblient  les  cleu\  condilions  nou- 
vt'lles 


/  7  int/s\2       |~  ,          /?n       ~n\  7  "I2 

(  dsa  -1-  ds  —  -—  —       H-     f(j'o  -h  I  —  -+-  —  U/A       , 
V  ?     /         L  \  P         ^  /       I 

ods\  1  (?$  r    ;  /  rO  -u  \    7   1 

—     -i  ---      rl)'0  —     —  -i  --  -  )ds     =  o, 
?     /  PL"  \  P          •=  /       J 


7 

0  -r-  ds 
e  Ton  laincne  facilement  aux  suivanles 


-  ^^  -f-  A)  =  ^;  0-+-  -+- 


7  7  n 

—   --  =  djrQ  -J-  els       —  —  i 

P  P 


ou  les  signes  se  coirespondent  Ilestaise  dc  voir  que  les  equations 
(  1  4)  el(i4)  pcuvent  donner  les  valeurs  de  /0,  ~o,  ?  <?n  funclion 
de^o,  cai,  M  Ton  diileieiiLie  Ja  seconde  des  equations  (i  \)  aprus 
1  a\oir  (jcuLe  sons  la  forme 


•in  ohtient,  en  Lenaat  compte  de  la  premiere,  la  iclalion  nomellc1 

fdc°        M 

(  —  —  -r-  T      , 

\  ds  /  J 


r"       ^n  d 

--  ,  --  —  r  =  —   -  -     p    —  — 

?          "-  ds  ds 


qm,  jnmte  a  I'equation  (i3j  et  t\  la  seconde  equation  (i/f),  nous 
donne  les  \alcuis  sundiHeb  de  j  „,  r0j  x 


Ges  formules  donnent  la  soluUon  complete  du  piobleme  pro- 
post-.  Si  lade\eloppable(A;est  alg^buque,  il  suffira  de  preudre 
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pour  x0  unc  fonction  algebiique  du  paiametie  clonl  dependent 
algebuquement  Ics  elements  de  la  de\eloppablc,  lus  fondion;. 
r0,j)o'  x  eL?  Pai  suite,  Id  suiface  minima  coircspondanLe  soroul 
cgalemenl  algcbuqnes 

256    Les  ionnules  que  nous    Acnons    d'oblenir  s'jnlcrpreleut 
geonieLnqucmcnL  dc  la  manieic  suivanle 

ConstunsoLis  (fig    19)  Ic  Lucdie  (T)  el  soil  PRQ  le  plan  defini 

par  1'equation 

a,  —  XQ 

Fig    if) 


Quand  le  tncdie  (T)  se  dcplace,  ce  plan  enveloppc  une  de- 
veloppable  (D),  si  #0,  r',  z1  desiguent  les  cooidonnees  cl'im  do 
ses  points,  les  projections  du  deplacemenl  de  ce  point  sm  les 
trois  axes  scront,  conforme"menl  aux:  ioimules  (10), 

(IT)        dx0  -t-  ds  1 1  -  1-  \     df+(^  +  -\  ds,    dz'  —  —  ch 
\         P  /  Vp^/  T 

Par  consequent,  1'equation 

dx0  -+-  di>  [  i )  =  o , 

V         P  / 

qui  defmit  les  points  du  plan  dont  le  d^placement  esL  peipendicu 
lane  a  Ox,  c'est-a-dire  parallcle  an  plan,  repie"sentera  la  gen6ra- 
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tuce  de  contact  dn  plan  avcc  son  enveloppe  (D^,  la  drone  QS 
ainsi  obtemie  est  evidemment  parallele  a  Qz  ct  Ton  detciinmeia 
son  point  de  conctact  S  avecl'aicte  dc  lebionssement  (S)  de  (D'), 
en  ecmant  1'equation 


par  laquelle  on  expnme  que  le  displacement  cle  cc  point  eat  ausi 
peipondiculaiie  a  Oy  Lcs  deu\  formules  prccedenles  nou^  con 
dmscnl,  pour  lea  cooidonnees  dn  point  S,  au\  expressions 


T  r,,           (h              7  /•(,  f/  [     / 

j  _ T  __  = __     p    j 

p  c/i  p  f/5  [_ '  \ 


La  comparaison  de  ces  resultats  avec  la  piemieic  des  fornudes 
G    nous  donne  d'aboid 


D'apies  ccla,  si  Ton  poite  bin  SQ  nne  longncui 

ST  =  ±L  T, 

le  plan  IIKT,  mene  pai  le  point  T  paiallclement  an  plan  des   n  , 
auia  pour  equation 


ft,  si  nous  clesiguons  par  .r",  j ",  ^0  les  cooidonnees  d'un  quel- 
Lonque  de  ses  points,  les  projections  du  emplacement  cle  ce  point 
•^ciont 


par  suite,  liquation 


dcfinua  1  anMe  de  contact  NN'  du  plan  avec  la  developpable  qu  jl 
<  meloppc,  de\eloppable  que  nous  designeions  par  (A0)  et,  si  Ton 
joint  a  la  piecedcnte  la  relation 


fh"       r^_      £,,  _ 

C/A"  "^   p    ""  ^  ~  °' 
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ces  deux  fonnules  ('21),   (22)  defirnront  le  point  de  contactN  cle 
NN'  avec  1  aiete  cle  lebroussemcnt  dc  (A,,) 

Le  point  M0  ou  la  droile  NN'  coupe  le  plan  PRQ  a  pom  cooi- 
donnees  x0,  }  0>  ~» >  ^  decntdonc  la  courbe  clierchcc  (C0),  landis 
que  la  dioiie  NN'  cngendre  la  developpable  ('A0)  Si  1'on  le- 
inaique  en  fin  que  la  deimeie  foimulc  (if))  pcuL  se  mellre  sous  la 
foi  me 


on  s'^ra  conduit  a  la  consliucLion  suivante 

tilanl  donnee  la  developpable  (A),  on  consti  ml  line  com  be 
algebi  ique  (S)  donl  les  tangcntes  soient  pei pcndiciilau  cs  am 
plans  tangent  de  (  A)  et  donl  les  plans  osculaleai  ?  soient,  pai 
suite,  pel pendiculaiies  an  c  genei  all  ices  rfe(A),  sur  uncdi  oite 
SQ  Langente  en  S  a  (  S  ),  o/?  poi  le  la  long  item 

ST=-'-T, 

7  deisignant  le  T  a)  on  de  toi  sion  de  I  ai  die  de  i  ebi  oussenient 
(R.)  cle  (A)  ««  poinl  0  o/>  ce^e  combe  ( R)  <^5i  louchee  pai  le 
plan  [ongent  de  (A)  pei  pendirulaii  e  a  S(^  Le  plan  mene  pai 
le  point  T  noi  malenicnl  a  SQ  envelopj/e  la  developpable  (A/i 
c^  /«  louche  sm^ant  line  di  oite  NN;,  necessau  ement  pai  allele  a 
la  langenlede  (R)  CM  0  Lapiojeclion  M0  f/e  /'z//i  des points 
S,  T  A«/  cc//e  genei  alnce  de  (A0)  deci  it  la  combe  (C0)  Pom 
oblenir  la  com  be  (C),  o/i  /;o/  ^e/<7  5w/  /«  langente  de  (R)  e/?  O 
lungiieui  egale  a 


257  De  cettc  construction  gene'rale  on  jicut  detinue  loules 
celles  qui  sonL  relatives  a  des  eas  parLicnbcis  ct  qui  out  ('-Lc 
rlonnecs  par  M  Lie  Sujipobons  d'aboid  que  la  developpable  (A) 
soil  nn  cone,  son  arete  de  icbioussement,i(.'duilc  aim  point,  devm 
otic  consideiec  comme  bomotlictiquc  a  une  combe  ilnie,  le 
rappoit  cl'homollieLie  elant  mil  11  faucha  done  supposer  dans  Li 
ponsluiction  piecedentc 

T  —  0 

Lc  point  T  se  confondia  done  a\ec  le  point  S  ct  le  plan  HR.T 
de\iendia  le  plan  noimal  en  S  a  la  coin  be  (S)  Pai  suite,  la  lij;nc 
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NN'  sera  Pa\e  da  cercle  osculateur  ct  le  point  M0  le  centre  cle 
combine  de  (S)  On  est  amsi  conduit  a  la  construction  suivanle, 
cjui  est  due  a  M  Lie  (() 

POUJ  obterui  lasuiface  minima  algebi  ique  la  plus  genet  ale 
//?st/  Lie  dans  un  cone  algebi  irjuc,  on  consU  un  a  une  com  be 
algL-biujue  quelconque  (S)  dont  les  plans  osculateitis  soicnt 
pci  pendiculau  es  aitx  genei  ati  ices  du  cone,  el  Von  porlei  a  snf 
chit  c  une  d^s  gene/  aLi  ices  die  cone,  a  pai  tn  da  isommet,  une 
longueur  eg  ale  au  ;«j  on  de  coiubui  e  de  (S)  an  point  coi  i  es- 
pondant  L'extiennte  de  cette  lungiieui  deci  n  a  sui  le  cuiic 
la  cow  be  (C)  de  contact  d'  une  surface  minima  algebi  ique, 
inscnte  dans  le  cone,  la  suijacc  adjoinle  de  cette  siujace 
minima  cuntiendia  le  lieu  des  centi  es  de  coiubiu  e  de  (S) 

258  Nous  mdiqueions  une  autre  application  paiticuliere  10- 
lative  au  cas  ou  la  courbe  (S),  menlionnee  au  n°  253,  se  reduil 
«i  un  point  S'll  en  est  amsi,  les  composanles  (17)  clu  cleplaceaienl 
du  point  S  cleuont  elre  toutes  nulles,  et  Ton  aura  a  ajouter  auv 
equations  (18)  la  suivante 


qui  nous  donne 

y'—^ 

J    ~  "  ds 


Comme  on  a  d'ailleurs 


efrn 

1  0  =  T  —  -  , 
ch 


1'expiession  (28)  cle  x  prencha  la  forme 

x  =  ±**{  ?*-~ 
ch 

ou,  en  tenant  compie  de  Toqualion  (19), 

fh 


(')  WathematiAche  Annalen,  (    \V,  p 
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CcLte  expression  de  x  donne  le  cuneux  theoreme  suivant 

Etant  dojinee  une  com  be  algebi  ique  (R),  ±i  Von  pot  Le  sun 
les  tangentes  a  cettc  com  be,  a  pai  tir  chi  point  de  contact,  une 

longueiu  eg  ale  a 

fa 

T  ~T  ' 
ds 

on  obtiendi  a  une  combe  (C)  suivant  laquelle  une  surface 
minima  algebuque  (M)  sei  a  insci  ite  a  la  dev  elopp  able  foi  mee 
par  les  tangentes  de  (R) 

Remarqnons  une  fois  pom  toales  que  les  propositions  donnees 
dans  ceChapiLie  sonl  appli  cables  au\  combes  etaux  cleveloppables 
transcendanles  Dans  ce  cas,  an  lieu  de  suifaces  minima  algebri- 
ques,  les  operations  mdiquees  nous  donneront  des  suifaces  mi- 
nima que  1  on  ponrra  determiner  sans  aucune  integration  C'esl 
amsique  le  thcoieme  precedent  nous  conduit,  si  la  courbe  (R)  est 
tianscendanlc,  a  uue  siuface  minima  dont  on  pcuLecvne  les  equa- 
tions sans  aucun  bigne  de  quadialuie 

Nous  laissons  au  lectcui  le  soin  de  venfior  duectement  cetle 
proposition  par  1'apphcdtion  des  [bunnies  de  INI  Schwai/;  On 
trouvc  ainsi  pour  determiner  la  suiface  les  foi  mules  suivanles 


vr>  F 

=  cJU 

|_ 


v  7 

=  cJU  x  -+-  «T  -7  -H  it  (  b  ~j-  -I-  c 
ds 

(It 


rt,  a1,  «",  b,  i',  b"  ,  c,  c',  c"  clcsignant  respectivcmcnt  Jes  cosmus 
JnecteiiLS  de  la  Langcnle,  dc  la  normale  prmcipale  et  de  la  binor- 
male  en  un  point  de  la  courbe  consideree  Ces  cosmus  direclems 
satisfont  au\  formules  donnees  par  M  Sorrel  [p  10] 

259  La  proposition  que  nous  venons  d'etablu  dans  le  numeio 
precedent  donne  une  solution  particnlieie  du  probleme  general 
qui  (ait  1'objel  de  ce  Chapitre  On  doit  a  M  Lie  une  construction 
elegante  qiu  permet  de  le  lesoudre  d'uae  manieie  complete  lois- 
qu'on  en  connail  une  seule  solution  paiticuliere,  obtenue  d'ail- 
D  —  I  27 
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leuis  dune  mamere  quelconque,  nous  allons  montier  comment 
les  rt-sultals  piecedents  conduisent  a  la  proposition  de  M   Lie 

Repoi tons-nous  aux  formules  (16)  qne  nous    ecrnons  sous  la 
forme  smvante 

dz.  d  I         di0\ 

•-  — '  p+i/r)' 


a  t  Q 

-dT' 

en  inlroduisant  les  angles  de  contingence  et  de  torsion,  c/s,  d~t\  ,  et 
siipposons  que  1'on  ait  cleteimme  la  siuface  minima  coirespon- 
dante  a  une  valeur  paiticulieie  x'^  de  JGO  Si  1'on  veut  obtenir  In 
solution  coirespondante  a  la  fonction  algrbnque  la  plus  generate 
que  nous  melLrons  sous  la  forme 


il  faudra  ajouter  aux  valeurs  tiouvees  j  '0,  r'0,  x'  de  j'(},  J0)  v  des 
lermes  j'J,,  .="„,  L"  que  Ton  obtiendrait,  par  suite  de  la  foime  h- 
n^aire  des  equations  (26),  en  remplacant  dans  ces  dqualio.ns  JCQ  pai 
r"0  et  suppumant  les  teimes  ±  T,  — p  qiu  ne  contiennent  pas^o} 
c'est-a-dire  en  faisant 

ce  qiu  levienl  a  supposer  que  la  developpable  (A)  sc  rediut  a  un 
cone  En  particnlier,  la  quantite  x"  qu'il  faudia  ajouter  a  x  set  a  l^i 
raeme  que  si  la  developpable  (A)  se  icduisait  a  un  cone,  cette  re- 
maique,  jointe  a  la  construction  deja  donnee  (n°  257)  pour  le  cas 
paiticuhei  du  cone,  nous  conduit  au  tlieoreine  de  M  Lie 

Si  Von  a  obtenu  une sut face  minima  (M)  inscjitcdans  la  dc- 
vcloppable  (A),  on  const]  un  a  la  couibe  algebnque  (C)  la  plus 
genei  ale  dont  les  tangentes  sout  pei pendiculan es  aux  plans 
tangents  de  (A)  et  Vonpoi  tcia  sin  c/iaque  genet  atnce  de  (A  ), 
a  par  tu  du  point  de  contact  de  cette  genet  at?  ice  avec  la  siu- 
face (M),  une  long  ueur  egale  au  rayon  de  courbui  e  de  la  coitrbe 
(C)  au  point  cot  i  espondant  L'extiemite  de  cette  longueur  de- 
cj  11  a  la  com  be  de  contact  de  la  surface  minima  algebnque  la 
/tins  geni'i  ale  insci  ite  dans  la  developpable  (A) 
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260  Aux  deux  solutions  difierenles  que  nous  venons  cle  donner 
successivement  on  pent  aj outer  la  suivanlc,  que  nous  aliens  dcve- 
loppei,  parce  qu'elle  lepose  sur  une  geneialioa  nouvelle  des  s«r- 
i aces  minima,  oblenue  dans  un  impoitant  Memone  de  M  Ribau- 
c our  (') 

Nous  avons  vu  (n°  220)  commenL  on  obtienlla  surface  minima  la 
plus  generale  an  mo>en  de  deux  combes  minima  (F),  (F,),  si  M, 
MI  sonL  deux  points  apparlenanliespectivementauxdeuxcourbes, 
le  milieu  [j  du  segment  MM,  (fig  20)  decni  la  surface  minima  et 


le  plan  tangent  en  p  est  parallele  aux  deux  dioites  MT,  M,T,, 
Lcingontcs  en  M  et  en  MI  icspectivement  auv  deux  courbes  (F), 
(F,)  Soit  (P)  le  plan  osculateur  en  M  a  (F),  nous  designeions 
pai  (^}  la  developpable  qu'il  enveloppe  ot  dont  (F)  est  1'aretc  de 
rebrousscment,  nous  designerons  de  meme  par  (P,1)  ]e  plan  oscu- 
lateui  en  M,  a  (F,)  et  pai  (S,)  la  developpable  dont  1'aiete  de 
rebroussement  est  (F|)  Les  deux  plans  (P),  (P,  j  se  coupent  sui- 
vanL  une  di-oite  qui  louche  respcctivemcnt  les  deux  developpables 
en  cf  ct  en  </,,  je  vais  d'aboid  prouver  quo  cette  droile  a.vt  est 
pcrpendjculane  au  plan  taugent  en  p  a  la  suiface  minima 

Ilsuffit,  pour  le  reconnaitre,  de  se  rappeler  lapiopuete  carac- 
tenstique  des  plans  tangents  au  ceicle  de  I'mfini  :  toute  droite 


(')  RIBVUCOUR,  Etude  des  clussoides  ou  sit/faces  a  combine  moraine  nullc, 
Mdmoue  couionn^  pai  1'Acaclemie  clc  Belgique  clans  la  seance  pubhque  du  16  dc- 
ccrnbie  1880  (  Memoir  es  com  onnes  et  Mcmuue^  des  savant*  etiangeis 
pai  I'Academie  royale  de  Belgique,  m-'i0,  I  \LIV  iSSil 
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perpendiculane  a  un  lei  plan  liu  est  aussi  paiallcle  et  va  passei 
pai  le  point  cle  contact  clu  plan  avec  le  cercle  de  I'lnfmi  II  icsulte 
de  la  que  la  tangente  MT  situee  dans  le  plan  (P)  Iui  seia  pei- 
pendiculaue  et  seia,  par  suite,  perpendiculaire  a  la  droite  <ya,, 
situee  dans  ce  plan  Pour  la  memeiaison,  yy\  seia  perpendiculaire 
a  Mj  T,,  elle  sera  done  peipendiculane  au  plan  tangent  en  p.,  qui 
est  parallele  a  la  fois  a  MT  et  a  M,  T, 

Ce  point  etant  etabli,  nous  remarqueions  de  plus  que  le  plan 
tangent  en  u,  qui  est  parallele  au\  deux,  dioites  MT,  M,T,,  est 
ausm  a  des  distances  egale=;  de  ces  deux  droites ,  il  passeia  done 
necessaiiement  par  le  milieu  (3  du  segment  de  droite  vo^ 

En  reumssanttous  ceu  resultals,  on  obtient  evidemment  le  mode 
de  generation  suivant  des  surfaces  minima,  qui  a  ete  donne  par 
M  Ribaucour 

SL  I' on  considere  deux  developpables  (S),  ^,),  circonsc/  Lies 
rune  etl'autieau  cejcle  de  Vinfim,  la  sw  face  minima  la  plus 
geneiale  est  Vcnveloppe  des  plant,  perpendicular  es  a  toutes  les 
tangrntes  communes  de  ces  deux  developpables,  ceiplans6ta.nl 
mends  a  eg  ale  distance  des  deux  points  de  contact  de  ces  tan- 
genLes  communes. 

Cette  definition  est  moms  simple  et  moms  complete  que  celle 
deM  Lie,  qm  determine  a  lafois  le  point  et  le  plan  tangent  de  la 
Miriace  minima ,  mais  elle  offre  1'avantage  de  ne  fane  inteivenir 
que  les  plans  tangents,  et  elle  associe  a  la  surface  minima,  lieu  du 
point  p,  k  surface  Leu  du  point  (3,  alaquelle  M  Rihaucom  a  domic 
le  nom  de  surface  mojenne  et  dont  il  a  fait  connattre  un  grand 
nombre  de  piopneles  remarquables 

Les  droites  aa,  dependent  Evidemment  de  deu\  parametres  et 
elles  engendrent  ce  que  1'on  appelle  un  sjsteme  de  layons  reculi- 
gnes  ou  une  congruence  Comme  elles  sont  tangentes  a  la  fois  aux 
deux  de\elopPables  (I),  (s,),  ,1  est  clan  que  toutes  les  siufaces 
reglees  formees  de  ces  droites  qm  contiendront,  par  exemple, 
Tune  d'elles  era,  seront  tangentes  les  unes  aux  auties  aux  points  a 
et  a, 

Les  plans  tangents  communs  en  ces  deux  points,  etant  ceuv  cles 
A),  (A(),sont,  par  cela  meme,  tangents  au  cercle 
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de  1'infini    Or  il  est  aise  d'ctabhr,  sou  par  I' Analyse,  soil  par  la 
Geometric,  la  pioposition  suivante 

Etant  donnee  une  surface  i  eglee,  si}  pen  une  de  ses  genei  a- 
liices,  on  mene  les  deux  plans  tangents  au  cei  cle  de  1'infini,  le 
segment  foi  me  par  les  deux  points  de  contact  de  ces  plans  a 
pom  milieu  le  point  centi  al  de  la  geneiatiice,  de  plus  il  est 
egal  au  pai  ameti  e  de  disti  ibution  in  ill  tip  he  par  21  (<) 

II  suit  de  let  que  la  sin  face  move/me  est  le  lieu  des  lignes  de 
sti  iction  de  toutes  les  su?  faces  ;  eg  lees  foi  mees  avec  des  dj  oites 
de  la  congiuence,  et  que  le  pai  ameli  e  de  disti  ibution  est  le 
inline  pour  toutes  celled  de  ces  sw  faces  qui  contiennent  une 
meme  di  oite  de  la  congi  uence  M  Ribaucour,  A  qui  sont  dus  ces 
resultaLs,  les  a  oblcnus  par  des  melhocles  qui  en  font  moms  bicn 
connattre  la  venLablc  ongine 

La  generation  prcce'denLe  conduit  a  une  solution,  tres  simple  da 
probleme  que  nous  avons  a  icsoudie  En  effet,  si  1'on  considere 
une  clc^eloppa]Jlc  (A)  circonscnte  a  une  saiface  minima,  les  droites 
rjy\  perpendiculaires  aux;  diveis  plans  tangents  cle  (A)  foimeront 
une  suiface  rcglee  dont  la  ligne  de  striction  devra  etie  decrite 
par  le  point  de  la  droitc  vyt  qiu  se  liouve  dans  le  plan  tangenl 
correspondant  de  (A)  Nous  sommes  ainsi  conduits  a  la  propo- 
sition s  in  va  nte 

Pow   obtenir  toutes  les  suijaces  minima  insci  ites  dans  la 


(')  Si  Ton  piencl,  en  cflet,  la  clioiLe  poui  axe  clcs  -,  le  plan  cenlial  pom  plan 
des  xz  ct  si  1'on  place  Pouginc  au  point  ccntial,  la  suiface  niglce  a,  en  tons  les 
points  dc  la  choite,  les  monies  plans  tangents  que  le  paiaboloidc  dcfini  pai  1'^- 
ijualion 


ou  a  est  le  paieimttie  cle  dislnbulion    Pom  un  plan  tangent  au  cciclc  de  1'infini, 
on  doit  avou 


On  ohtienl  clone  pom  z  les  dcu\  valeurs 

+  OLI,       —XI, 

d'ou  rcsulte  imm£diatenient  le  thcoiLine 
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developpable  (Aj,  on  detei  imnei  a  toutes  les  surfaces  i  eglees 
dont  les  genii  au  ices  sont  nn/  males  aux  plans  dc  (A^  el  qw 
out  pom  hgne  de  stiiction  la  combe  engendi  ee  pa/  le  point 
de  icncontie  de  chacane  de  ccs  genei  ati  ices  avec  le  plan 
coj  icspondant  dc  (A)  Les  ai  etes  de  ;  ebi  oiissemenl  des  deux 
developpables  cu  consci  ites  a  la  surface  j  eg  lee  el  an  cei  cle  dc 
Vmfini  sci  out  les  deux  coutbes  (F),  (F,)  au  moyen  desquelles 
on  pent  engendi  ei  la  suiface  minima 

Pour  determiner  les  snifaces  reglees  satisfaisant  aux  conditions 
que  nous  venons  d'enoncei,  leprenons  les  methodes  dn  n(>  255  ct 
lapportons  les  points  cle  1'espace  an  tuedre  (T)  lelatii  a.  1'aretc 
de  rebroussemenl  (R)  de  (A)  La  droite  qiu  engendre  la  surface 
leqlee  cheichec  aura  poui  equations,  relativemcnt  a  ce  tiicdic, 

T  =  Zi,       y=}\, 

ct  le  deplacement  d'nn  de  ses  points  (-/,,  j  ,,  r,),  clans  un  moa- 
vement  mfiniment  petit  du  tviedie,  auia  pour  composanles 

7.          7         1  1  (is        j         TI  cL        jj  ds         ,  i  i  ds 

^[-j-rfi  --  ,     dyi-\  --  !  --  1  --  -  —  ,     dzi—  —  —  • 

?  p  7  •= 

Le  plan  tangent  en  ce  point  a  la  surface  reglee  aura  done  pour 
equation 

,  7          y\  ch 

cfrL-{-  ds  —  ~  - 
a1—  f  o 


—  Ji 


P 


Quand  r,  ^aue,  on  obtient  les  plans  tangents  en  tons  Les  points 
de  la  choite,  en  particuhei,  pour  -{  —  GO,  on  tiouve  le  plan 


./    —  3"i 


Le  plan  central,  devant  etie  perpendiculaue  au  precedent,  cor- 
respondia  a  ^aleui  de  ^,  donnee  pai  1'equation 


Com  me  le  pomt  cential  doit  etre  dans  le  plan  des  xy  ,  la  valeui 
de  5|   ddlernimee  par  cette   Equation  devra  elie  nulle,  il  faudra 
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done  quo  Ton  ait 

TI  (h 

rfMH-—    =0 

ou 


CeLLe  foimule  si  simple  lesouL  complelement  le  piobleme  pio- 
pose,  on  choisua  aibiliauemeaL  j  ,,  el  eHc  donneia#i 

Si  Ton  fait,  en  pailicuhei,  x\  =j  ,  =  o,  onretiouvela  soluLion 
parUculierc,  donnce  au  11°  2o8  On  pounait  aussi  piendie 
3-,=o,  y\  =  A",  A  designanl  une  conslante  quclconque,  ce  qui 
donnciait  une  soluLion  paiticuhere  nouvelle,  un  pen  plus  geneiale 
que  la  proccdenle,  mais  il  Cbt  picfeiable  de  lesouclie  I'equa- 
liou  (26)  pai  dc  simples  coiibLruclions  geomeLriques 

Pom  ccla,  nous  conslumons,  d'une  manieie  qnelconque,  une 
surface  icglec  (K/)  donL  Ics  gunciatnces  soient  perpendiculauea 
au\.  plans  LangcuLs  dc  (A),  eL  nous  menerons  le  phm  perpeudicu- 
laire  ci  chacune  des  gcncialnces  de  (R')  en  son  point  central  Les 
differents  planb  ainsi  oblcnus  cnvcloppeiont  une  cleveloppable  (A') 
pom  laquelle  on  aura  esidemmcnt  une  solution  du  probleme 
propose,  fourn  ic  par  la  surface  leglee  (R')  Comme  les  angles  de 
contmgence  et  de  torsion  sont  Ics  memes  pour  les  aietes  de  le- 
broussement  de  (A)  ct  dc  (A'),  la  solution  fouinie  par  (R')  relati- 
vement  a  (A')  fera  connaitre  le^  fonctions  les  plus  geneiales  .z,, 
yt  verifiant  1'equation  (26)  II  suffiia  done,  pom  avoir  la  solutioi? 
generate  du  probleme  pose,  de  construire  la  surface  (R)  dont 
chaquc  gcn(5ratricc  a,  par  rapport  au  tucdie  (T),  iclatif  a  un  point 
de  1'arute  de  rebroussemcnt  de  (A),  la  meme  position  que  la  ge- 
neiatuce  coirespondanLe  dc  (R')  pai  rappoit  au  trjedre  (T')  dont 
les  aretes  sont  paialleles  a  cellcs  de  (T)  et  qui  est  relatif  au  point 
conespondant  de  1'aiete  de  rebroussement  de  (A')  En  d'autres 
teimes,  pour  avoir  la  dioite  de  (R),  il  faudia  impumer  a  la  droite 
de  (R')  une  translation  e'gale  a  celle  qui  amenerail  le  tuedre  (T') 
en  coincidence  avec  le  triedre  (T) 
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CHAPITRE   X. 


LE    PROBLEMS    DE    PLATEAU 

DETERMINATION  DE  Li.  SUM  ACE  MINIMA  PYSSANT  PVR  UN  CONTOUH 
DONNE  COMPOSE  DE  LIGNES  DROI1ES,  OU  DE  PLANS  QUE  L  V.  SURFACE 
DOIT  COUPER  NORMVLEMENT 


Fhsloiique  —  Indication  des  travauv  tie  Ricmann,  de  M  Weieistiass  ct  dc 
M  Sdnvarz  —  Exposition  c,cnciale  dc  la  mclliode  a  suivie  dans  le  cas  ou  il 
n'y  a  pas  rle  point  de  lamification  —  Surface  minima  passant  par  deux 
dtoites,  —  coupdnl  a  angle  dioit  deux  plans  donnes  el  conLcuant  une  dioite 
donnee,  —  passanL  pai  tioia  clioiles  dont  Tune  coupe  les  deuvauLics,  —  passant 
par  les  qualie  cutes  d'nn  ijnacliilatLie  gauche  quelcoaque  —  IiHioclucLion  ties 
poinla  de  lamificalion  —  Piopneles  gt-omaiiques  idaLivcs  a  ces  puinU  — 
Solution  gcneiale  du  piobkine  piopose 

201  Nous  aliens  main  tenant  compleler  1'exposition  ties  pio- 
prietes  les  plus  simples  cles  sin  faces  minima  en  mdiquant  les 
pnncipaux  resultaLs  qu'ont  obtenus  les  geomctres  dans  Pelude  de 
la  question  suivante,  posee  par  Lagiange,  et  qui  a  donne  nais- 
sance  a  Loute  la  tlieone 

Determiner  La  siuface  minima,  paijaitemeiit  continue  OIL 
(tssujettie  a  des  disco ntimates  de  natui  e  connue,  passant  pat 
an  contain  fei me 

On  sait  que  Plateau  a  i^solu  ce  proLleme  pai  1'ex.penence  en 
pbngeant  le  contour  donne,  realise  plivsiqueraent,  dans  une  dis- 
solution de  hquide  glyceuque  L'Analyse  mathematique  n'a  pu, 
jusqu'iei,  imagmer  aucune  methode  geneiale  permettant  de  com- 
mencer  1'elude  de  cette  belle  question  Toulefois,  dans  le  cas, 
particuherement  mt^ressant,  ou  le  contoui  est  foime  de  hgnes 
droites,  etdans  ceku  ou  quelques-unes  des  portions  de  ce  contour 
^ont  remplacees  par  des  plans  que  la  surface  doit  coupei  nor- 
malement,  les  propositions  que  nous  avons  fait  connaitie  rela- 
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tivemenl  anx  chveises  rcpi  escalations  coiiformcs  de  la  sin  face  ouL 
permis  de  prepaier  la  solution  du  piobleme,  el  meme  de  le  le- 
soudie  d'nne  manieic  complete  poui  cei  tames  foimcs  simples  du 
contour  Lcs  puncipaux.  icsuluts  acquis  a  la  Science  dans  cet 
oidie  de  iechcicb.es  sont  dns  a  Ricmann,  a  M  Weierstiass  eL 
a  M  Sell  \vaiz 


2  Nous  avons  deja  cile  plusieurs  fois  le  Memoire  fonda- 
mental  de  Riemann,  presente,  le  6janvier  1867,  paL  M  HalLen- 
doif  a  la  Societe  Royale  de  Goettmgue  ct  inseie  clans  le  L  XIII 
des  Memoires  de  celle  Sociele  (')  Ce  beau  tiavail,  qui  figure  di- 
gncment  a  cole  des  plus  imporlanLes  piocluctions  de  boa  illtibtic 
auLeiu,  conlient  des  applications  tres  mteressantes  des  vues  nou- 
velles  ct  ptofondes  qne  Riemaun  a  apporlces  en  Analyse  On  pcuL 
le  consider  er  comme  compose  de  deux,  parties  bien  disLincles 
Dans  la  premiere,  Ricmann  etudic  d'une  manieie  genc'iale  les 
siufaces  minima  eL  il  y  faiL  connaiLic,  en  dehors  des  piopositions 
qne  nous  avons  etabhes,  Line  foimule  lemarquable  qui  n'a  pu 
ti  ouver  place  dans  notic  tlieone,  et  c[iu  cstielatne  a  1'aire  d'une 
portion  ImuLee  de  la  surface,  il  y  emploic  en  paiLicuhei  le 
sysLcme  de  coordonuees  dont  la  pienueie  idee  appailicnta  1M  O 
Bonnet  (n"  181),  c'esL-a-dire  cjn'il  deleimineun  point  do  la  ^phure 
et  le  poiut  corrcspondant  de  la  suiface  minima  par  la  valeui  de  la 
vanable  complete  qui  cst  Talfixe  de  ce  point  (n""  ,^0  et  IGi)  Los 
tianstoimations  de  coordonntes,  clonL  Riemann  fait  usage  a  dif- 
ferentes  reprises,  mcttcnt  natiuellemenl  en  Evidence  le  fait  si 
souvent  signale  dans  les  pages  qui  precedent  Toule  ti  ansfoi  ma- 


(')  Dans  une  note  plactie  an  commencement  du  "Ui.moiic  (JRtana/in's  gesam- 
melte  Wale,  p  aS3),M  HalLcndoif  nous  appicncl  cju'il  a  ilu  luligei  enUeiemcnt 
eMcmoue  il'apics  un  inanuscuL  de  Riemann  qui  neconlenait  abaolument  ijucles 
formules  el  les  rubuluits  Ce  manuscut,  qui  esl  clalL  Je>i  annce^  i&Oo  eL  iS()t,  a  olt 
envoyc  a  M  Uattencloif  en  avul  1866  On  sait  que  Ricmann  est  moit  en  Italic  an 
mois  dejuillet  suivant 

Dans  un  Ti  avail  picscntii  comme  these  en  iSSo  a  la  FarulU  des  Snenccs, 
\f  Niewenglowslvi  a  fait  connaitie  en  Fiance  les  pimcipaux  icsultats  obUnns 
par  Riemann  Von  le  Mdmouc  Exposition  de  la  nn.lliode  dc  liicmann  poui 
la  determination  des  siufaces  minima  dc  contain  do/me,  nisei  L  auv  A/males 
de  I'Ecole  domicile,  t  IX,  a6  SLUC,  p  227 
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Lion  dcs  COOT  doiuiees,  OIL  tout  de  placement,  ^expiunepai  une 
subslitiilioji  lineau  e  pai  liculiei  e  eflccluee  sut  la  variable 
complete,  proposition  dont  l'importance  et  1'iatuiet  n'ont  ele 
pleinemenl  reconnus  que  depuis  la  publication  des  beau\  lmau\ 
de  M  Klein  lelaLifb  a  I'lntegration  des  equations  lineairei  du 
second  oidre,  a  1'icosaedie  el  a  la  resolution  des  equalionb  al- 
gebriques 

LdsecondePailie  duMemoiie  est  presquc  entitlement  consacre'e 
«%i  la  determination  de  la  surface  minima  limilee  par  un  poljgone 
gauche  dont  tons  les  cotes  sont  leclilignes  (')  Riemann  n'evclut 
meme  pas  le  cas  ou  le  contoui  serait  pai  tiellf  mont  ouvertet  ou  la 
surface  deviant  avoir  des  segments  in  finis,  analogues  a  cette  por- 
tion de  1'lu'licoide  gauche  a  plan  directcur  qui  s'etend  a  1'infini 
entie  deux  geneiatnces  icctilignes  de  la  surface  Apies  avoir  de- 
\eloppe  la  solution  generale  du  probleme,  solution  qui  e\ige  la 
formation,  toujouis  possible,  d'une  equation  diiTeientiellelmeaire 
el  la  itisolulion  d'un  sptcme  d'equations  lianscenclantes  dont 
1  etude  est  laissee  de  cote,  an  moms  dans  le  cas  geneial,  Riemann 
aboide  les  applications  et  e\amme  successivemcnt  les  contours 
sui\anl>> 

1°  Deiu.  dioites  inflates  qui  ne  sont  pas  dans  le  meme  plan 

Si  Ton  suppose  que  le  secteur  infini  s'etendant  entie  les  deux 
dioiles  n'a  pas  de  discontmuite  m  de  point  de  ramification,  ou 
ttou\e  Hiehcoide  gauche  a  plan  directeur 

a"  Tiois  clioites,  dont  deux  se  coiipent,  la  tioisieme  elant 
parallclc  an  plan  de<>  dear  auLies 

Sous  les  reseises  piecedentes,  la  solution,  ici  encore,  est  com- 
plete el  les  foi  mules  definitives  sont  obtenues 

,)'  Tints  droites  placees  d'une  maniei  e  qiielconqae  dans 
rcspacc 


('J  Ilicmann  j  monLic  au>si  que  loo  peuL  iiSsoudie  le  piobleme  de  PlaLeau 
poui  le  cab  on  Ic  contoui  esL  compose  de  deux  ceicles  qnelconques  suuus  danb 
tleux  i>l.ins  paralltles  II  suffit  dadmctlie  que  touLCs  Ics  secHons  determmees  pai 
'!•--.  pUna  paidlklcs  auv  plaas  des  deux  cciclcs  sont  des  ceicles  La  sui  tace  ob- 
teniic  d.  pend  ck-s  fonctions  elliptiqucs 
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Pom  Lien  sc  icpicsenler  le  probleine  lesolti  pai  Riemann,  on 
pen l  imagine!  im  liexagone  gauche  Si  trois  cules  non  conseculifs 
de  eel  hevagone  s'eloignenl  mdefimment,  les  Lrois  aulies  icstant 
fives,  la  surface  minima  qiu  c-Lait  limitee  pai  les  siv  cotes  dc 
I'liexagone  tend  vers  une  suiface  a  Irois  secteuis  mfinis,  donl 
on  apcicoil  aisemcnL  la  forme  generale  C'esl  cetLe  suiface  que 
deteimme  Ricmann 

4°  Un  quadi  itatei  e  gauelie  qiielconque 

Riemann  ioime  1  equalion  lineaire  du  second  ordre  clont  depend 
la  soUilion  du  piobleme  Cctle  equation,  que  nous  donneions  plus 
loin,  a  unc  (in me  ties  lomarquable  qui  la  rapproche  de  I'equation 
de  Lame  On  n'a  pu  encore  1'integrer  dans  le  cas  le  plus  geneial, 
Riemann  consiclcre  le  cas  particuhcr  ou  Ics  quatie  cotes  du  qua- 
dnlateie  sont  aus^i  les  arttes  d'un  tctiaedre  reguhei,  ct  il  obtient 
alois  la  bolulion  da  probleine  par  unc  melhode  duecle  et  ties 
elegante,  que  les  Iravaus.  deja  iippeles  de  ft!  Klein  nous  aident  d 
compiendre  dans  tons  scs  drlaiU 

5°  Tioit,  dioiies  doni  rune  icncoiiLie  les  deux  ait  Lies,  en 
sorte  quo  la  suifacc  a  denv  sommels  et  un  secteui  infmi 

G1'  Deux  polj  goncs  lecLilLgnes  non  eLoile*  siLiies  dans  deux 
plans  pai  allelc^ 

Ces  dcu\  deimers  excmplcs  onl  ete  publics  pour  la  premiere 
fois  dans  les  OEuvi.es  dc  Riemann  (') 

263  Les  resultats  precedents  demeurent,  aujourd'hui  encoie, 
les  plus  compleLs  et  les  plus  genciaux  parmi  ceux  qni  ont  ele 
pubhds  sur  le  probleine  qui  nous  occupe  Mais,  quelques  jours 
avant  la  pidsentation  du  M6mone  de  Riemann  a  la  Societe  de 
GoltinsLie,  le  20  deccmbie  i860.  M  Weierstrass  avail  commu- 

D          i  ' 

nique  a  l'Acad6mie  de  Berlin,  dans  une  Note  de  deux  pages  (2],  le 
resume  de  ses  recheiclics  sur  le  metne  sujct 

Les  lesultats    annonces   pai    M    Weiersliass   sont  en   paifait 


(')  Jliemann't,  gesamniclte  Wei  he,  p  ,'117  <i  !\ib 
(-)  Monatsiei  iclite  dot  K  P   Ahademie,  p    S55, 
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accoid  avec  ceux  de  Riemann  Malheuieusemcnt  cet  jllusLie  geo- 
melre  n'a  pas  mdique  d'une  mameie  detaillee,  an  moms  dans  un 
travail  nnpiime,  h  melhode  qu'il  a  smvie  et  les  cas  paiticuhers 
qu'il  a  trailes  Nous  devons  signaler  toutefois,  dans  le  court 
resume  qu'il  a  donne,  line  indication  ties  prccieuse  itisullanl 
d  unefoime  temaiqnable,  sur  laquelle  nous  icviendrons  plus  loin, 
clonnee  aux  equations  qiu  deteimmenl  la  surface  minima 

264-    Les  piemieres  lecheiches  de  M   Schwarz  ont  ete  publics 
avan t  les  prticedentes,  mais  elles   sonL  lelatives  a  un  probleme 
paiticuher    Dans  une  couite  Note  inseree  eu  i865   aux  Gomples 
icndus  de  1  Academic  de  Beilm  ('),  M    Schwarz  se  icporie  a  des 
eludes  anteueures  lelatives  a  la  repiesentation  conform e   dc  la 
surface  d'un  poljedie  sur  la  spheie,   etudes  qui  ont  eL&  pubhoes 
dans  le  tome  LXX  du  Join  nal  de  Cielie,  et  il  annonce  que  la 
solution  de  ce  piobleme  de  la  representation  conforme  pour  les 
difTeients  poljedies  leguheis    permet   dc  deteiminei,   pai    1'ap- 
pbctition  d'an  theoreme  de  M    Wemgarten  qui  sera  etadie  dans 
la  suite  de  cet  Oimage,  un  certain  nombie  de  surfaces  minima 
sur  lesquclles  se  tiouvent  une  infinite  de  dioites    Ces  dioitcs  n« 
sont    pas  isolees  les   unes  des  auUes,   elles  se    lencontrenL   mu- 
tuellement  de  telle  manieie  qu'un  certain  nombre  d'enlre    elles 
puissent  scivir  de  Inmle  a  une  portion  de  la  sin  face,  supplement 
connexe    C'est  ainsi  que  la  surface  minima  derivee  du  cube,  sur- 
face clontla  cle'leimi nation  s'effcctiie  aumoyen  des  fonctions  elbp- 

tiques  de  module -^=3  contient  une  infinite  de  quadnlateres  gauche^ 

va 
egaux,  chacun  d'eux  est  forme  avec  quatie  aretes  cl'un  tetiaedrc 

leguliei  et  permet  de  hmiter  une  certame  portion  de  la  surface 
On  a  done  une  solution,   obtenue  il  est  Mai  d'une  niamere  in- 
directe,  du  probleme  de  Lagiange  et  de  Plateau  pour  le  contom 
forme  par  ce  quadnlatere  regulier 

Le   second  ticUciil  de  M    Sclrwaiz  est  un  Memoire  beaucoup 
plus  etendu,  couronne  en  1867  parl'Acad^nue  de  Beilm  et  public 


(')  H  SLIIW  in?,  Ueber  die  Hinimums-flacJie  deien  Begi  enzung  als  cm  von 
oiei  Lctfiten  ernes  regularen  Tcliaedeis  gebildetes,  wmdschiefes  Viei eck  ge- 
gcben  ist  (Monatsbei ichte  der  K  P  Akademie,  p  i^q-iS 
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en  1871  sous  le  litre  suivani  Bestimmung  emei  speciellen 
Miiiiinaljlache  (1)  L'auLeur  y  aborcle,  celte  fois  par  ties  me- 
thodcs  cluecLcs,  la  determination  cle  la  siuface  minima  passant 
pai  les  quatre  coles  d'un  quadiilalere  gauche,  et  il  inontre  que 
1'on  pouira  donnci  la  solution  complete  du  probleme  dans  le  cas 
paiLiculiei  ou  le  quadnlalcie  gauche  csr  assujetti  a  1'nnique  con- 
dition d'avoir  un  plan  dc  symelne,  passant  necessairement  par 
deux  de  ses  sommels  opposes  II  considcre  en  particular,  coaime 
Riemann  dont  le  Mcmoirc  etait  encore  mcclit  a  1'cpoque  ou 
M  Schwarz  communiquail  son  travail  a  1'Academie  de  Berlin, 
le  cas  icmarquable  ou  les  quatre  c6tL-s  du  quadnlatere  gauche 
sont  les  aretes  d'un  U'Liaedre  leguhci  ,  il  letrouve  alors  la  siuface 
cle]r\  dcfinic  dans  sa  Communication  piecedente,  on  1'oblienl  en 
faisaut,  dans  les  ibi  mules  de  M  Weierstrass  (n°  191), 


v'  i  —  1  1  n>  -+-  us 


En  fin,  dans  un  Appendicc  qui  Lermine  le  Memoue,  1'eminenL 
gcomtitrc  fail  connaitie  cei  tames  sin  faces  minima,  pom  lesquelles 
la  fonclion  $(u]  cst  1'imersc  de  la  racine  cairee  d'un  poly  no  me 
du  hui  lie  me  dcyie,  el  qui  contienncnt  dcs  droiles  avec  lesquelles 
on  peat  formei  dcs  pohgones  gaudies  d'une  natiue  sp^ciale, 
limitanl  cci  tames  ]>ortions  de  la  surlace  Supposons,  pai  evcmple, 
que,  dans  un  parallelepipede  icclaogle,  on  suppiime  les  six  aietes 
qui  aboutissent  a  deux  sommcls  opposes,  il  icsteia  un  hexogone 
gauche,  pai  lequcl  on  pouua  (aire  passei  une  des  suifaces  definies 
pai  M  Sch\\ai7,  la  poition  de  suifaoe  Lmitee  pai  cet  hexagone 
seia  supplement  connexe  et  ne  conticndra  aucun  point  singulier 

2Go  Un  aulrc  tiavail  du  memo  auLeur,  For  tgesclzle  Vntersu- 
chitngc/i  ubei  specielle  Minimal  Jldchcn,  impnme  en  18^2  (J), 
conlient  1'cLude  delaillee  et  la  solution  complete  d'un  pioblcme 
propose  en  ces  lerrnes  des  1816  par  Gcrgonne  (3) 


(')  IIair\\ilz  uncl  Gossaiann,  in-'i0,  Bcilm,  1871 

(-J  MonaLsbei  ichle.  der  K   P   Al^ademic,  jaiuiei  1872 

(s)  Annalcs  de  Gei gonne,  t   VII,  p    99 
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Coupei  un  cube  en  deuj.  pen  ties  de  telle  ma  mete  que  la  sec- 
Lion  vienne  se  tet  miner  aux  diagonalcs  itivci  ses  de  deux  faces 
opposees  et  que  Van  e  de  ceLle  section  Lei  minee  a  la  suiface  da 
cube  soiL-  un  minimum  Donnei  en  outre  I'  equation  de  La 
coin  be  suivant  laquelle  La  sin  face  coupante  coupe  chacune  da, 
ai'Jjes  Jaces  de  ce  cube 


Oil  Home  a  la  page  148  du  tome  VII  des  Annalei*  de  Gci- 
gonne  un  essai  siu  ce  pioblcme  dd  a  Tedenat,  leclcur  de  TAca- 
demie  cleNimes,  1'un  desiedactenrsles  plus  assiclus  de  ce  Jouinal, 
mais  la  solution  proposee  est  mexacte  Le  calcul  des  variations 
peimet,  en  efTet,  d'etablir  que  la  suiface  cherchee  dojt  coupcr  a 
angle  dioit  deux  des  faces  lateiales  du  cube,  et  Thehcoide  con- 
sideie  par  Tedenat  ne  satisfait  pas  a  cette  condition. 

M  Schwaiz  reprend  le  piobleme  de  Geigonne,  ou  pluLoL  il  scj 
pi oposede  determine!  toutes  les  suifaces  minima,  painn  lesquelles 
doit  se  irouver  la  suiface  cherchee,  qni  passent  par  les  deux  dia- 
gonales  inverses  de  deux  faces  opposees  et  qiu  coupent  a  angle 
dioit  deux  auties  faces  opposees  du  cube  Le  resultat  obtenu  csL 
parlicuherement  mteressant  de  meme  qu'il  y  d  une  infinite 
d'helicoides  gaudies  a  plan  directeur  passant  par  deux  droites 
donnees,  il  y  a  aussi  une  infinite  de  suifaces  satisfaisant  aux  con- 
ditions que  nous  venons  d'enoncer  II  n'est  pas  difficile  de  choisir 
painu  toutes  ces  surfaces  celle  dont  1'aire  est  reellement  un  mi- 
nimum 

Dans  ce  m&ne  travail,  M  Schwaiz  fait  aussi  connaitre  une 
extension,  tres  digne  de  remarque,  des  r^sultats  de  Riemann  et  do 
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ftj  "Wcicisliass,  il  subsliLuc  an  piobleme  aboide  par  ces  deux 
geometics  le  suivant,  qui  esl  beaucoup  plus  geneial  et  se  lesout, 
coin  me  nous  le  vcirous,  par  1'omploi  clcs  m  ernes  puncipes 

On  donnc  tine  Jiaine  continue  fei  mee,  composee  de  segments 
icctihgnei,  on  de  plans,  ou  de  segments  lectihgnes  et  de 
plan*,  ei  ronpiopo^e  de  dclei  muiei  une  suijace  minima,  a 
connexion  simple,  ne  conLenanl  aiiciin  point  sinoufiei  dant> 
son  intei  leui  ,  UnnLee  pat  les  segments  lectilignes  et  les  plans 
de  la  cliainc  el  coupant  ces  dei  niei  s  a  angle  di  oit 

Pdi  excmplc,  si  Ton  consideic  (Jig  22)  [p  487]  deux  tiges  AB, 
ACieunicscu  A  ctappii}anl  Icurs  exLiennLes  BelC  conLre  uuelarne 
dc  vene,  la  suiface  que  Ton  oblicnL  en  plongeantle  s^steme  entiei 
dans  le  liquidc  gl^conquc  s'appuie  sur  ]es  liges  AB,  AC  eL  coupe 
iiornialcinenL  la  lame  de  vcrre  CcLLc  suiface  pent  elie  etudiee  el 
defime  analyLiqucmcnL  par  des  mclliodes  LouLes  semblables  a  celles 
qui  avaicnl  etc  employees  anlcrieurcmcnl  dans  le  cas  special  des 
conloius  cxclusiveinent  composeb  de  lignes  dioiles 

Nous  nous  conlcnlcions  des  mdicalions  jjieccdeaLes  et  nous 
(eions  mainlcnariL  connaiLic  les  pimcipcs  SLU  lesquels  leposcnl  les 
leclicichcs  donL  nous  venons  d'exposei  les  rcsullals,  en  negligeant 
les  details  qui  cxigciaicnl  beaucoup  de  developpemcnls  et  que 
L'on  trouvera  dans  les  Memoiies  oi]ginau\ 

!2G6  An  Chapi  I  re  IV  [p  3og],  nous  avons  signale  deu\  tracer 
geogiapliicjues  diflVients  de  la  sin  lace  minima  L'un  d'eux  est  dc- 
leimme  pai  la  lepieienlation  splieiique  de  la  suiface,  si  Ton 
adople  les  cooidonnces  w,  u\,  si  souvent  cmplovees  dans  les  pages 
pieccdenlcs,  la  variable  comple\c  u  est  I'alfKe  d'un  point  reel  de 
la  splieie  qui  est  1'image  du  pomt  corrcspondant  de  la  suiface 
minima,  et  la  icpiesenlation  ainsi  oblenue  constitue,  comme  I'd 
montre  M.  0  Bonnet  (n°  202),  un  piemier  tiace  geogiapluque  de 
la  suiface  minima  sur  la  spliere  de  rayon  i  Si  mamtenant  on 
mtiocluit  la  variable  complexc  dcfinic  pai  1'equation 


(i)  ?  = 

et  qu'on  la  lepresentc  sin  le  plan,  on  obtiendia  un  nouveau  irace 


L1VRE    III     —    <  U  YP 


geogiapluque  dans  lequcl,  nons  Tenons  MI  (n°  20  i),  les  lignes  cle 
combure  auiont  poui  lepicsentation  des  paialleles  aux  axes  cooi- 
donncs,  laudis  que  les  lignes  as}  mptotiques  seiont  repiesentees 
par  des  paialleles  aux  bissectnccs  cle  ces  axes 

La  consideration  simullanee  cles  dcuxiepiesentations  confonnes 
precedentes  joue  tin  rule  capital  clans  les  raisonnements  qui  vont 
suivre  et  conduit  par  ime  voic  naturelle  a  la  solution  clu  probleme 
propose 

Si  Ton  decoupe  sur  une  sin  face  minima  un,  segment  limite  (M), 
a  connexion,  simple  et  ne  contenant  aucun  point  singuliei  dans  son 
inlerieur,  I'liitegrale  or  sera,  sous  ceitames  conditions  que  nous 
mdiquerons  plus  loin,  unefonclion  nnifoime  ayanl  une  valeui  finie 
ct  bien  dc'termmee  pour  chaque  point  cle  (M)  La  representation 
plane  de  cette  portion  de  s  m  face  sera  alors  une  aire  plane,  lnnitee, 
a  connexion  simple,  qui  pourra,  dans  certaines  parties,  se  com- 
poser de  plusieurs  femllets  et  qui  se  termmeia  a  la  combe  dont 
les  points  correspondent  a  ceux  de  Ja  hmite  de  (M)  Or,  si  ran 
veul  que  (M)  sou  hnutce  pen  des  di  oiles  ou  pa/  des  plans 
qn'clle  coupet  a  noi  incitement,  les  di  flei  cnfes  poi  lions  du  con- 
tour seiont  des  lignes  asymplotiques  de  la  suiface  si  etles  wnt 
des  dioites,  on  des  lignes  de  combine  si  ella>  soul  dans  les 
plans  que  la  suijace  doit  coupe/  noimalement  Pai  consequent, 
il  leur  coriespondia,  dans  le  tiace  geogi  apbique  plan,  des  pai  allies 
aux  axes  coordonnes  dans  le  second  cas,  et  des  paiallclea  au\  bi- 
sectrices de  ccs  axes  dans  le  premier  Amsi  ce  ti  ace  geogia- 
phique  se  compose)  a  d'  une  an  e  plane  (3)  linutee  pai  des 
diuitcs  dont  la  dnection  an  moms  sei  a  connue  et  qui  se  sitc- 
d'dei  out  dans  im  ordi  e  deter  mine 

Etudions  mamtenant  la  lepresentation  spbenque  de  (M).  Elle 
sc  compose  d'une  aue  (S),  pouvant  recou\nr  plusieurs  fois  cei1- 
laines  parties  delaspbere,  mais  il  resulle,  comme  nous  le  veuons, 
des  In  po  theses  faites  sur  c  que  cette  aire  (S)  n'a  aucun  point  de 
ramification  dans  son  inteueui  lei  encore  on  pent  determiner  la 
courbe  hmite  de  (S)  En  efTet,  pour  chaque  poition  de  dioite 
comprise  dans  le  contour,  la  lepieseulation  spheiique  sera  un 
arc,  plus  ou  moms  etendu,  du  grand  cercle  dont  le  plan  est  pei- 
pendiculaire  a  cetle  droite  S'il  y  a,  dans  le  contoui  consideie,  des 
plans  que  la  surface  doit  couper  a  angle  droit,  la  coiube  hmite 
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de  la  suiface  siluee  clans  ce  plan  scia  repiescntc'e  surla  sphere  par 
une  portion  du  giancl  ceicle  dont  le  plan  esl  parallele  an  plan 
correspoudant  clu  con  loin  On  \oii  clone  que  hi  i  epi  escalation 
sphei  ique  (S)  du  segment  (M)  scia  hmitee  pen  des  cues  de 
»]  anch  codes  dont  la  position  sc7  a  connue  et  qui  sc  succe- 
tlci  out  dans  un  Of  di  e  pcujaiicment  detei  mine 

Les  deux  aires  (5)  cl  (S)  conslilnenl  deux  icprtsentations  con- 
formes  de  la  suiface  (M)  Si  cclle-ci  clait  connue,  il  esl  clair  que 
Ton  pouuail  oblenir  nne  lepicsenlalion  direcle  et  conforme  de 
I'ane  sphciiquc  (S)  sur  1'aire  plane  (3)  Invcisemcnt,  si  Ton  a  pu 
deteimmci  direclemenl  ce  Lrace  geogiaphique  de  (S)  sin  (5), 
c'csl-a-dire  si  1'on  a  expiune  cr  en  ibnclion  de  u^  on  aura 


-r- 

2  du- 

et,  la  fonction  3  (w)ulant  ainsi  connue  poui  Louies  Ics  valeuis  de  u 
qni  coriespondcnl  aux  drvcises  parlies  de  (S),  le  segment  (M)  seia 
plememenl  detcimmo  Nous  somrncs  clone  iameu.es  a  la  solution 
du  probleme  suivanl 

Realise]  une  i  epi  esentation  confoi  me  d'une  an  e  splie- 
/z</«e(S),  limitee  par  dcs  ai  c<>  de  gi  and<>  ceiclcs,  sin  une  an  e 
plane  (S),  limilee  pcu  des  di  oiLe^ 

Or,  cette  solution  est  conlcnuc  impbcitement,  au  moms  pom 
les  cas  Ics  plus  simples,  dans  les  developpements  donnes  au  Cha- 
pitre  IV  du  Livre  II  [p  170]  On  icpiescntcra  les  deux  anes  (S) 
cjl  (S)  sui  la  moitie  supeueuic  du  plan,  ce  qui  donncia  ?  el  u  en 
fonction  d'une  vanable  i  a^sujctlie  a  la  seule  condition  c]iie  sa 
parlie  imagmajie  soil  positive  Pins  on  porlera  ces  ^aleurs  de  u  ct 
de  a-  dans  le^  Tommies  de  M.  \\reieistiass,  ou  Ton  aura  vemplace 
3  (it}  par  sa  valeur  luee  dc  la  formule  (2),  cc  qui  donncia 


/  ~  ,r>      /       i  —  U-   dc- 


x  =  e^rL^.^.: 
J        >.        da 

dt 

du  ' 


u  el  cr  elan l  des  lonclions  connucb  de  la  vanable  t 

D    —  I  aS 
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207    Nous  aliens  indiquei  chffeients  evemples  an\quels  oiipeul 
apphqucr  la  melhode  piecedenle 

Pioposous-nous  d'aljoid  cle  determine!  la  siuface  minima  (M), 
necessaiiement  infinie,  hmilee  pai  deu\  clioiLes  quelconques 
Consluiisons,  sin  la  sphiht  de  ia^on  i,  Ics  deux  giands  cu'deb 
GOG'O',  DOD'O'  se  coupant  en  O,  0',  dont  les  plans  soul 
peipendiculanes  a  ces  clioites,  et  soil  arc  1'anyle  GOD  de  ces  deux 
ct'ixlesj  egal  a  CL!IH  dcs  deuv  dioiles  La  s in  face  chcicliee  ^M) 
auia  pom  repiesentation  sphenque  une  auc  limilee  pai  ces  deu\ 
cercles  Choisi&sons,  pai  exemple,  pom  cetlc  aire,  le  fusean 
OCO'D,  d'angle  or.  Si  Ton  prend  pour  axe  des  ^  Je  diamelre 
O'O  etpoiu  plan  des  }z  le  plan  ODO',  Pongine  des  cooidonnces 
elan  I  toujouis  au  centie  de  la  splieie,  le  point  O  coiiespondu 
a  la  -\aleui  zero  de  la  vaiiable  u  eL  le  trace  gdogiaplnque  da  fuseaii 
OCO'D  sui  la  pailie  supeneiue  du  plan  seia  determine  pai  la 
foimule 

U)  u  =  t*, 

car  on   voit  immcdiatement  que,  lorsque  I'aigumenL  de  l  ^ane 
entie  o  etr,  cclui  de  u  vane  entie  o  et  u- 

Mdis,  il  impoite  de  le  remaiquer,  on  pent  imagmcr  une  infinite 
d'anes  sphenques  ajanL  les  memes  limiles  que  le  fuseau  prece- 
dent ,  si  Ton  fait  touinei,  en  eflet,  le  demi-cercle  ODO',  dans  tcl 
sens  que  Ton  vouch  a,  autoui  de  OO',  en  continuant  mdelinmient 
le  mouvement,  il  Mendra  pciiodiqnement  comcidei  u\ec  1'nne 
des  monies  du  second  cerele  OCCVC',  et  la  7i"-"ie  coincidence  se 
produua  aprea  que  ODO'  aura  fait  n  —  i  denn-i evolutions 

Lane  sphrnquc  ainsi  engendree  pai  le  deim-cercle  se  coni- 
poacia  de  plusieurs  feuilleis,  superposes  et  pouria  recoinru  la 
spheie  .uilant  de  fois  qu'on  le  vourlia,  il  sera  evidemment  permis 
de  la  substiluer  au  fuseau  piecedent  et  de  la  considers  coinme  la 
lepresenlation  splienque  de  la  surface  cherchce  On  reconnait 
d'ailleins  aisement  que  1'on  embrasse  tousles  cas  que  nous  venous 
d'enumeicr  en  augnientant  a,  dans  la  foimule  (4),  d'nn  nombie 
onticr  quelconque,  posilif  on  negatjf,  on,  ce  qui  est  la  meme 
chose,  en  convenant  de  designer  par  a-  une  quelconque  des  de- 
terminations de  Tangle  des  deux  droiles  donnees 

Exammons  mamtenant  le  second  trace  geogiaplnque,  la  repie- 
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Dentation  plane  (Sj  do  (M)  Si  Ton  suppose  que  les  deux  dioitCb 
qui  limilcnL  (M_)  appailicnnenl  a  un  meme  s^sleme  de  lignes 
asjinploliques,  celto  repiesentatiou  sc  composera  d'une  bande  du 
plan  compute  entie  deux  paiallelcs  a  une  me  me  bissecUice  des 
axes  cooidonnus  CcLlc  bande  peuL  etie  consideiee  comme  un 
quadnlatere  donl  deux  angles  opposes  seiaient  egauxi  ir,  les  deux 
auLres  elanl  mils  Pai  suite,  en  apphqnanl  la  foimulc  donnee  au 
n°  134  cL  en  remarquanL  quo  les  angles  mils  coiiespondcn  L  aux 
valours  o,  oc  de  t,  on  am'a 


-Cclh  f—  = 


Loisque  la  variable  t  vaue  du  o  a  arraignment  de  cr  doit  etre 
egal  a^  ou  a  —  -•  Le  clioix  est  indifferent,  par  suite  de  la  pre"- 

sence  du  radical  \/$(u)  dans  I'cxprcssion  de  <r   Posons 

_  ZE 
(5)  cr  =  Ce~'HoS/ 

On  aura  alois 

<s—-c    l  ''  log tt, 
a, 

el,  pai  suite,  en  prenant  la  dcrivee  pai  rapport  a  u, 


on 


K  designant   line    constante    reelle     Nous  letiouvons    la   valeur 
de  3(u)   qui   caractense  un   helicoide   gauche    4  plan  directeur 

(n°  196) 

Mais,  si  Ton  veut  determmei  la  constante  C,  il  vaudia  mieux 
subslituer  les  valeurs  de  a-  et  de  u  en  fonction  de  «  dans  les  for- 
mules  (3)  On  aura  ainsi 


Si  1'onremplace  t  par  pe'°,  p  et  0  designant  le  module  et  1'  argument 
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£,  0  vaneia  culie  o  el  T;  el  1'on  auia 


Les  tWx:  dioilcs,  paiallt-les  an  plan  des  jy  ,  qiu  Iimilenl  la  stn- 
face  CM)  coircspondrnl  an\  \alcms  o  eL  TC  de   0    On  a  done,  en 
par  A  leur  plus  com  re  distance, 


el  les  iormules  (j)  piennent  ici  la  foiine  dehmlne 

fK\  '  >r>     C    i   /a-i~  ^~"    <^/  -,      A 

Cfa)  7='K/    A — _  =^_±_(^_/-a), 

OLI  tout  est  connu    11  sui'llia  de  donnei  a  </  loutes   les  valeurs  de 
Tangle  pour  obtcun  lous  les  hehcoides  qui  conLiennent  les  deuv 


268  Dans  1  cvciuplc  puke-dent,  il  ^  a  uue  ccilainc  indeteimi- 
nalion,  relativemcnt  an  mom-,  a  la  lepi^eiualioa  splierique,  el 
oL-lie  nuiniL  indfiteimiuaiion,  qiu  se  piesente,  comme  nous  1'avons 
mdiqiu'',  clau.  ks  solutions  Sl  ttndjccs  domiees  pai  M.  Sclmai/ 
pom  terlams  prublcmes  parliciiliers,  se  vepioduiidit  evidcmmcnt 
dans  les  probk-mes  plus  coiupliqucs  que  nous  ruons  a  examiner 
Uici  eommenl  on  pouna  opur^  loisqu'on  Aoudu,  neohgcanl 
lous  le,  cas  po^iMe,,  ol.lcmi,  pai  exemple,  la  suiface  leeHemenl 
minimum,  celie  qiu  est  ic-al^ee  par  les  expciiences  de  Plateau 

Pioposuns-nous,  par  exemple,  de  delernunei  la  suiface  (M> 
<iui  est  hnnte^  par  deuv  rlioitcs  AB,  AC  el  qui  coupe  normalemeni, 
un  plan  RIN  (fig  a?  )  Soit  BC  la  coin  be  mconnue  smvanL  laquelle 
la  surface  cherchee  coupe  le  plan  MN  L'expdrience  apprend  que 
(  ctle  courbe,  qui  se  iMu.t  a  une  dioile  quand  le  plan  B4C  eat 
|)erpendiculdiie  au  plan  MN,  n  apas  d'mfleMon  ct  est  placee,  par 
jappoiL  a  la  dioitc  BC,  du  meme  cote  quo  la  projeciion  de  A  stir 
!<•  pJaii  MN  Les  normales  en  A,  B,  G  a  (M)  sont  connues  clc 
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chiecliou,  <  ni  la  normale  en  A  cst  perpendicnlairc  an  plan  ABC, 
ct  la  nouuale  en  B,  par  exemple,  clou  si1  liouver  dans  Ic  plan  MN 
et  elie  pei  pendiculaire  a.  AB  D'aillems  le  sens  de  la  normale  en 
\  deteimine  celiu  des  noi males  on  B,  C  el,  gi'-ju'ralement,  en  Loul 
point  de  (M)  On  \oit  done  f[iie  la  suifacc  (M)  aura  pour  rep  re" - 
-,entation  sphenque  un  Lnangle  sphe"rique  donL  les  sommeLs  sc- 
iont  parfailemenl  determines 


Consideions  niamlennnl  la  lepicsenlaLion  [)!tiuc  LL'H  lignes  ^i.8, 
AC  diuoat  pour  images  des  paialloles  aux  bisscctnccs  des  axo 
cooidonnes,  tandis  qne  la  hgnc  de  combine  BC  sera  lepic'^enLec1 
par  une  paiallele  a  Tun  des  axes  Jl  iaul  done  admcllrc  epic  ccltc 
represenLation  esL  donnee  par  Ja  surface  d'un  triangle  icclanglc1 
isoscele  abc  donl  1'bypoLenuse  csL  paralluJe  a  Tun  des  a\cs  cooi- 
donnes 

Soient  \~,  p-,  VT:  les  angles  du  Lnangle  sphenque  qm  sei  t  dc 
repiesentation  a  (M)  Enconseivanl  Louies  les  notations  du  n"  136 
et  en  supposant  que  les  sommcts  \  p,  v  correbpondenL  aux  vale  ins 
u,  i,  oo  de  ^,  nous  aiuons,  ])0iu  determiner  la  lepi  csdntaLion  dc  ce 
triangle  sur  la  moitu5  supeneurc  du  plan,  la  foimulc 

t1-!  F(a  -h  i  -  Y,  p  -h  i  —  Y, 


a,  (3,  Y  elanl  deteimmes  par  Jes  fonmdes 

=  ^  (i  -  ?  -  [*  -+-  v),        a  -H-  i  -  Y  =  ^(i  -+-  ?   -  \J  -+-  v ), 

8)         r>       r  /       i  so  '          -v 

e  =  -  ( I  —  A  —  |A  —  v  ),          fj  -+- 1  ~  Y  =  -  (,  I  -+-  A  —  [j.  —  > ;, 

2—  Y  =  l-H  A, 
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et  le  module  JCC0  de  C  a}  ant  pom  valem 


Quant  a  !a  lepresentation  plane,  on  robticndia  en   appliquant 
la  foimule  (i4)  dn  n°  132  [p    179]  au  Lnangle  rectangle  i-sosccle 
En  supposant  que  le  sommeL  1  coiiesponcle  au  point  de  icnconlrc 
A.    des  deu\  dioites  et,  pai  consequent,  au  sommet  a  dc  Tangle 
droit  du  triangle  lectangle,  il  faudia  f.nre  dans  cette  tonmile 

a  =  o,  b  =  r,  c  —  M, 


ce  qui  donneia 
no; 


K  etant  une  constante  leelle  afin   qae  1'hypotenuse    dn   mangle 
^oit  duigee  paiallelement  a  1'nn  des  axes  cooidonnes 

L'e\emple  piecedenr,  qiu  a  ete  tiaiLe  pom  la  piemieie  fois, 
comme  nous  1'a^ons  nuhqiie  (n°  26  i),  par  M  Scluvarz,  a  etc,  dnns 
ces  clermers  temps,  t'lnclie  d'nne  maniere  approfondie  dans  un  m- 
terebsant  tra\ail  de  M  Neovuis  (') 

269  On  pent  tiaitei  de  la  m^me  maniere  le  cas,  considere  par 
Rieniann,  ou  le  contour  est  forme  (Jiff.  a3)  par  une  dioite  AB 
qui  en  icncontre  deux  auties  AC,  BC7  Ici  encoie  la  lepresenlation 
splienque  du  segment  (M)  sera  un  mangle  splienque  La  icpresen- 
tation  spheuque  du  point  A  sera  siluee  sin  le  rayon  peipendicu- 
laire  a  AB  et  i  AC,  la  representation  spherique  de  B  sera  siluee 
sur  le  raj  on  peipendiculaire  a  AB  et  a  BC'  et  enfin  la  representa- 
tion spherique  dn  point  situe  a  I'lnfini,  soit  sur  AC,  soit  sur  BC', 
sera  situee  sur  le  la^on  peipenchculaiie  a  ces  deux  dioites  Nous 
adoplons  ici  I'hypolhese  la  plus  simple  relaUvement  a  ce  secteur 


(')  NEOVICS,  Bestimmung  zn  eie?  speciMen  pei  wdischen  Muumalflachen  auf 
nelc/icn  unendlich  vide  getade  Luuen  und  unendlich  viele  ebene  geodatische 
Linien  hegen  IlelMngfois,  i883 
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infini,  il  fauL  concevoir  le  segment  (M)  comme  etant  lnmte  pat 
une  drone  CC'  qui  rencontie  \.C  ctBG'  et  s  eloigne  indefmiment. 
Quanta  la  repiescntation  plane,  cllc  scia  CMdcmment  formee 
d'une  dioite  ab,  corrcspondante  a  AB,  paiallele  a  1'unc  des  bis- 
secli  ices  des  a\es,  ct  de  deux  dioiles  ac,  be'  peipendiculancs  <iab 
On  pent  eavisagcr  cette  iiguie  comme  un  tuangle  dont  1'un  des 
sommcLs  s'est  eloigneindiTiniment  Si  Ton  suppose  que  les  valetus 

F'i"    23 


o,  i,  co  de  t  coi respondent  rcspectivement  JIIIK  points  a,  b  et  c,  c'} 
la  foimule,  d(5ja  lappclce,  du  n°  132  nous  donneia  jci 


(n) 


/•» 

e"7  / 

J  v/m 


K  etant  unc  conslante  icelle  CelLe  formulc,  jomte  a  celles  qiu 
definisscnt  la  lepresentaLion  splieriquc,  deteimmeia  la  suiface 
cherchee  , 

270  Tl  nous  leste  a  etudier  le  plus  impoitant  et  le  plus  difficile 
des  problemes  au\quels  pent  encoic  b'apphqucr  la  methode  ele- 
mentajie  piecedenle  Supposons  que  le  contour  clonne  soitfoime 
par  tin  quadnlaLLie  gauche  quelconque,  ABCD  On  apercoit  ici 
encore  cl'iinc  maniere  lies  nelle  la  icpresentation  ^phenque  de  la 
surface  Eile  est  for  mee  par  un  quadrilatere  sphenqne  dont  les 
so  mine  Is  sont  pailaitemcnt  delei  mines,  et  elle  est  la  meme  que 
cello  du  paiaboloide  hypcvbohqae  passant  par  les  qnatre  coles  du 
quadnlateie  gauche  (')  On  pent  tonjouis  supposer  (n°  128)  que 


(')    On    pent  signalci    i   cc   sujel  un  ]appiot  liement  Lies  (uiieux  donne  pni 
Jf  Schwaiz  tlans  Line  rlcs  notes  da  MLinoiieck-ja  oiLc    Bestiminnngeuiei  spcciellan 
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lessommets  consecutifs  dn  quadiilalerc  couesponclcnlaux  valeurs 

o,  i,  T-;>  cede  £,  A  designantune  constante  reelle  plus  petite  que  i 

D'apies  les  melhodes  developpees  aux  n0"  13i  ct  13o,  on  obtiendra 
le  tiace  geographique  sur  la  moitie  snpeneure  du  plan  du  qua- 
dnlateie  sphenque  qui  est  la  representation  de  (M)  en  posant 


Oj  et9i  etant  deux  solutions  particulieres,  convenablementchoisies, 
d'une  equation  lineaue 


dontles  coefficients  p  et  q  ddivent  satisfaire  a  I'uniquc  condition 
(,3,  2,_£_|  =  !ll,,;, 

j  ti,  £J  ayant  ici  la  valeur  suivante 


a^ec  les  relations 

"1  =  0, 


Dans  ces  formules,  or,*,  a.Tr,  orjir,  »,TC  designent  let,  angles  du 
quadnlatere  qui  correspondent  respeclivement  aux  sommets  o,  r, 

i  111 

^>:c,  /i,,  /2Js  /i3   sont  des  coustantes  arbitrages   et  inconnues 

comme  le  module  A-,  assujetties  unzquement  a  vdnfiei  les  re- 
lations (10),  il  reste  done  deux  constautes  arbitraires  dont  il  faut 
fixer  la  valeur  Les  theoremes  geneiaux  etabhs  pai  M  Schwarz 


Mimmal/lache  Dans  le  cas  ou  le  qiiadiilateie  csL  rLguher  et  a  scs  angles  egauv 
i  T  la  diiT^rcnce  calrc  1'a.re  du  parabolo.de  et  celle  de  la  siuface  minima  esL 
mfaieure  a  ~-  de  la  valeur  de  1'une  quelconque  des  atres,  de  plus,  le,  deux 
surfaces  sont  tangentes  1'une  4  l'aaue  au  point  cenlral  du  qu,ldri,aUjie 
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peimettcnt  d'affirmcr  (n°  135)  qu'il  seia  loujoms  possible  de  dc- 
teinnncr  ces  constantes  de  mamere  a  obtcmi  elTeclivcnicnL,  pai 
le  quotient  de  deux  solutions  paiticubcics  convenablcnitmt  choisie* 
de  1'equation  (12),  la  lepie'scnlation  clieicbee  du  quadnlateie 
bphenque  bin  Li  parlie  supeneuie  du  plan 

La  representation  plane  (S)  du  scgmeut  chcicbe  (M)  cst  rvi- 
demment  bmitee  par  les  cotes  d'un  rectangle,  on  aura  done 
(n°  132) 

-  i-   C  dt 

(ib)  (7  =  v/IIe    '    / 

J   v  ((*  —  t H1  —  j/i" f ) 
PI  de'signanl  une  constante  leelle 

271     On  voit  qne  la  surface  seiait  complelement  deLermmei1 
par  des  quadratures  si  Ton  savait  mtegrcr  1'equation  bn^aire  (i  2) 
Paimi  les    formes  cblTerentcs  que  jicnt  reccvoir  cctte   equation, 
nous  signalerous  la  suivante. 

Adoptons  pom  la  fonction/^,  qiu  pent  etrc  cboisic  arbitraire- 
ment,  nne  expiession  de  la  foime 


On  demon  tie  aisement  que  les  leimes  en  ->  --  ?    .  . 

i  r-    (t  —  iy     (/LH  —  I)* 

pouiionL   disparailie  de  l'e\pies&ion  de  q    II  sutfit,   poni   cela, 
que  el5  e_>,  e\  satisfassent  aux  equations 


Si  1'on  prend,  par  excmple, 


on  anra 


(18) 


= 
^ 


/  — 
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LYquation  (12)  pent  clone  se  lamenei  a  la  forme  stuvanle 


(jin  a  lie  1  ob]t-t  d'un  grand  nombie  cle  lecheiclies  ,  car  elle  esUi 
plus  simple  dc  toutes  les  equations  du  second  oidre,  opics  1'c- 
quation  <lc  Gauss  dont  elle  pent  eUe  considered  commc  une  gene- 
zalisat.on  (')  On  n'a  pu  jusqu'ici  I'mtfgicr  que  dans  un  pcLit 
nombie  de  cas  particulars,  et  meme  les  lesullals  oblenus  dans 
celle  AOie  ne  seiaienl  pas  toujoius  apphcables  a  la  question  que 
nous  avons  a  lesoudre 

272  Si  le  quadiilaltre  gauche  a  un  plan  dc  symt'tue  passant 
par  deu\  sominets  opposes,  la  surface  qui  donuc  la  soUilion  da 
problt'iue  tie  Plateau  devra  necesbauemenl,  si  elle  esL  unique 
comme  il  esl  natuiel  de  1'admettie,  avoir  lememe  plan  desMiicfciie 
(juplcijiiadnlalere  el,  par  consequent,  coupcr  ce  plan  a  angle  dioit 
Pai  -iiiiie,  si  Ton  se  pioposede  detci  miner  seulemenl  la  portion  de 
cette  suilace  qui  s,e  tiouve  d'un  cole  determine  de  ce  plan  de  sj- 
mr-'nc,  on  seia  lainene  au  piobleme  que  nous  avons  rcsolu  picce- 


i'1)   'M  Ion  picnuit  poui  p  l.i  ^al^.ul  siu\antc 


~    t        (  t  —  i  )      j  (  k*t  -  i  ) 

mi  nlitu  mlunt  lii[Uiilmn  niLine  donriLe  pai  flicmann  (Gescunmelle  ]peiAe1  p 
I  ii  fiilf-liluant  a  ;  la   \aiiablc  it  definic  pai  I'equaLioa 

t  =  ba-  it, 
el  <]IIL  in>  ihin  ic  dc  -  quo  pjj  uu  Facteui  constant,  on  clonncia  <i  cctte  equation  la 


/  ftjnl  ime  ron^tanle  aibitrjne  que  1'on  pout  subsLiluci  a  A,  Dans  un  aiticle 
mine  an  t  \CIV  i  p  iG^j)  rlos  Comptes  lendus,  j'ai  montic  que  Ci-LLe  equation 
pout  tHie  inUgrtc,  pai  1'application  cles  belles  methodes  cle  M  Ilermite,  cle  la 
nume  nunierc  que  1'equaLion  dc  Lame;,  qu  elle  compiend  comme  cas  paiticulier, 

limtcs  IPS  fois  que  les  nomhres  a—-,  a,  —  -,  a  —  -,  a  —  -  s 

'       i       -       j       3       >       l       2 


sont 


LEPROULLMEDH    PLATEAU  4  43 

ilemmenL  (n°  268)    Telle  est  la  mcthode  suivic  pai  M    Schwaiz 
dans  les  Memo  ires  que  nous  avons  analyses. 

273.  Ici  se  terrmncnl  les  applications  quo  nous  vouhons  donnei 
de  la  mcitbodc  gendialp  Dans  cliaquc  cas  parUcnlier,  nous  avons 
obtenu  let>  valeuis  cle  cr  ct  do  u  en  foncMon  de  t,  il  suffix  a  do 
poitei  ces  valours  dans  la  toimule  (3)  et  de  donnci  a  t  toutes  les 
valeuis  clonL  la  pailie  unaginaiic  eit  positive  Mais,  pour  completer 
la  theoue  piecedente,  il  nous  icstc  a  dcmonliei  que  la  sin  face  a 
laquelle  on  est  anisi  conduit  donne  cfTectivement  la  solution  clu 
piobleme  propose  Voici  comment  on  pent  etablir  ce  lesultaL 
essentiel 

On  iccounaitra  d'aboid  aisement  que  Ic  segment  dcsiuface  (M) 
n'a  aucun  point  smgulitr  dans  son  intrneia  Ni'gligcons  ce  piemiei 
point,  qui  apparaitia  dc  la  manujre  la  plus  clanc  dans  une  aulre 
niLthocle  que  nous  donnerons  au  Cliapilie  suivant,  ct  qu'il  csL  d'ail- 
leurs  trcs  ai^e  dc  demonticr  II  siitfna  done  de  pionvei  que  la 
couibelimilc  clu  segment  (M)  se  compose  de  dioiteset  de  coin  lies 
planes,  eL  qn'elle  pent  etre  identifiee  avec  le  contoiu  donnt?  a 
pi  101 1  dans  chaque  cas  paiticuher 

Pom  le  demontrci,  nous  donncrons  a  t,  Ics  valeuis  zeellcs,  qui 
fournissent  tons  les  points  dc  la  limile  dn  segment,  et  nous  sup- 
poseions  d'aboid  que  t  vane  seulement  dans  1'mteivdlle  auqucl 
doit  corresponds  unc  dcs  clioiles  (//)  clu  contour 

D'apres  la  determination  de  cr,  la  portion  consideiee  clu  con- 
tour, etant  lepiescntce  sur  le  plan  pai  une  pauillele  d  Tune  des 
bissectiices  des  axes,  scianeccssauemcut  une  Jigne  asvmptotique, 
et,  d'apres  la  deteimmation  de  u,  cettc  meme  poition  du  contoui 
auia  pour  icpiesentation  spheiique  un  arc  de  grand  cei^cle  clont 
le  plan  sera  peipendiculane  a  la  dioitc  (d]  Oi  toute  bgne  asym- 
ptotique  qui  adraet  un  grand  ceicle  pour  representation  spberiqne 
est  ntcessairement  une  ligne  diojte  cai  les  langentes  d'unf 
ligne  asymptolique  sont  perpendiculaires  a  celles  cle  sa  icpiesen- 
tation sphe'iique,  et,  par  consec[iient,  ellcs  seront  ici  toutes  per- 
pendiculaues  au  plan  clu  giand  ceicle  Ainsi  celte  portion  du 
contour  de  la  smface  trouvee  (M)  sera  une  droite,  pat  allele 
a  (d) 

Considdrons  maintenant  Tun  des  mtuivallcs  pour  lesc[uels  la 
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poilinn  du  contoui  doit  se  composer  d'nnelignc  plane  si  luce  dans 
un  plan  (P)  D'apres  la  de  let  nun  a  lion  de  <r,  celle  portion  du  con- 
tour am  a  pour  representation  plane  une  droilc  paiallele  a  Tun  des 
a\es  cooidonnus  etseia,  pai  consequent,  une  ligne  de  couibure, 
d'apres  la  \aleiu  allnbuee  a  «,  cclle  ligne  de  combine  aura  pour 
representation  sphenque  un  aic  du  grand  cercle  dont  le  plan  est 
parallele  a(P)  Donccette  poition  du  contour  de  la  surface  Ironvec 
seia  bien  une  combe  plane  siluce  dans  un  plan  que  la  surface  cou- 
peia  normalement  et  qui  sera  pen  allele  au  plan  (P) 

On  voit  done  que,  dans  chaque  cas  pailiculier,  la  surface  mi- 
nima o  ID  ten  tie  sera  limitee  par  une  chaine  composec  de  choiles  cl 
de  plans,  paralleles  a  ceu\  qui  avaient  ele  choisis  a  pnoi  i  Man 
ici  se  presente  une  secondc  question. 

27 i  Les  duections  des  dioites  et  des  plans  qui  composent  le 
contoui  de  la  surlace  oblenue  sont  bien  celles  des  dioiles  ct  Jcs 
plans  de  la  chaine  donnee  Mais  la  solution  ne  contienl  plus 
qu'une  constante  arbitiaire,  celle  qui  entre  en  factem  dans  a-  cL 
qui  est  to nj ours  leelle  (K  dans  les  premiers  exemples,  II  dans  le 
deimei  K  et,  pai  consequent,  elle  ne  pent  donner  que  les  sin  faces 
linulees  par  un  certain  contour  on  par  lous  les  contours  hoino- 
tlielique^  Or  il  esl  evident  que  cleiiK  chaines,  Iclles  que  celles 
consulates  pai  M  Schuarz,  ne  sont  pas  necessairement  iden- 
liques  on  hoinotlietiques  des  qu'elles  sont  composees  d'elements 
paralleles  Supposons,  pom  fixer  les  idees,  que  le  contoui  ne  se 
compose  que  de  droites  dont  la  direction  soilconnue  Lc  iheoieme 
des  projections  donneia  seulement  trois  relations  entre  Jes  loii- 
gucuis  des  cotes  Si  le  nombrc  cle  ceux-ci  est  supeueur  a  4>  si 
Ton  a  pai  c\emple  un  hexag-one,  il  y  auia  une  infinite  d'hesagones 
non  homoiheliques  dont  les  cotes  seront  paralleles 

On  Aoit  done  que  les  hjpmheses  faites  precedemment  sur  la 
surface  cheichee  sont  trop  limitatives  Alois  meme  qu'elles  pour- 
raiont  etie  mainteuues  dans  tous  les  cas,  elles  ne  donneiaient  la 
solution  du  piobleme  que  pom  des  conloms  speciaux  Elles  pour- 
rout  Sire  accepte'es  et  donneront  certameraent  une  solution  du 
probh-me  quand  la  foime  de  la  chaine  sera  deteimmee  pai  la 
direction  de  ses  elements  c'est  ce  qui  a  lieu  clans  tons  les 
exemples  precedents,  rnais,  dans  le  cas  ou la  direction  des  elements 
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ne  suffit  plus  a  determiner  les  lapports  de  leuis  longueurs,  clles 
seront  trop  bpeciales  el  ne  pouriont  conduuc  a  deb  solutions 
geneiales  II  faut  done  reprendie  la  solution  du  piobleme,  e\a- 
minei  la  signification  dcs  djfi'eientcs  hypotheses  quo  nous  avons 
faites  et  iccliercher  celles  de  ces  hypotheses  auxquellcs  il  faut  le- 
noucei 


27o  Nous  avons  admis  que  I'mlegiale  c-  o\.\  \!z3(u}du  e-,t 
nne  fonction  finie  ct  umibune  dans  toutc  1'clcndue  du  seymenl 

u 

(M)  que  Ton  vent  detciminei  Noui  allons  voir  que,  meme  on 
cxcluant  le  cas  ou  la  siuface  (M)  auiait  dcs  points  singulars,  il 
faut  admcttie  qu'il  peuLc\islei  des  points  paiticuhcrs  du  segmenl 
(M)  qui  seront  dcs  points  cutiqucs  de  cctle  mtegiale,  en  suite 
cju'elle  cessera  d'elie  unifonne 

Imagmons,  pai  oxemple,  trois  plans,  designes  par  les  nuniLio-. 
d'ordie  i,  'i,  3,  se  coupant  suivanlune  choitc  (d]  et  foimant  din^i 
siv  angles  diedrcs  que  nous  supposcions  <_gau\  cntie  eux,  a\ani, 

par  suite,  poui  valeur  commune  -•   Constiuisons  un  segment  de 

droitc  termine  aux:  plans  i  et  2  Si  Ton  pi  cad  le  s^metuquc  de  ce 
segment  pai  lapportau  plan  2,  pins  les  syinelnqueb  des  deuv  seg- 
ments ohtcnus  par  lapport  aux  deuv  plans  i  ct  3,  on  foimcid  un 
he\agone  gauche  done  d'unc  ccitaine  leguLmtCj  admetiant  \a 
dioite  (d]  pour  a\e  de  symctrie  tcinane  La  suilace  nnnim.i 
hinitee  pai  les  cote&  de  cet  hcxagoue  jouua  cvidcniinent  de  J.t 
meine  propriete,  clle  sera  norniode  en  un  point  [j  a  la  dioilt.  (d), 
qui  seia  aussi  pour  elle  un  axe  de  symetue  leinaire  Pai  suite,  si 
1'on  i  orte  1'ongine  des  coordonm'es  au  point  p  en  pienant  la  dioitc 
(d]  pour  ave  des  ^,  il  sera  impossible  que  le  developpeinent  de 
z  s  in  van  t  les  puissances  dc  x  et  de  y  commence  au\  tonnes  du 
second  degre,  aucune  suiface  du  second  degui  a  couihuies  oppo- 
sees  n:ajant  un  axe  dc  symdtne  teinanc  II  n'est  pas  impossible, 
an  contiaiie,  que  le  developpement  de  ;  commence  an\  leimes  du 
Uoisiemc  degie  Le  point  p  ne  cesseia  pas  d'ctie  simple,  mais 
Tequation  difieienLiclIe  des  lignes  de  couihure  et  celle  des  lignes 
asymptotiques  s'y  piesenteront  sous  une  loime  indeteimmee 

276    II  faut  done  consideier  ces  points  jjour  lesquelsroqnalion 
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de  la  suiface  rapportee  a  des  axes  convcnablemenL  choisis  piend 
Ja  foime  suivanLe 

(20)  Z  ~  '£„(/,  }    1-1-  0,/+1(   T,  J  J  + 

cft(z.n  }  )  dt-siguant  un  pohnome  homugene  dc  degrc  i,  el  n  pou- 
vant  etie  supuieui  a  2 

On  ^eLla  facilement,  en  pienanl  les  tcrmes  de  degre  moindre 
dans  FcquaLion  auxdenvees  paiLiclles  des  sui  faces  minima  donaee 
au  n°  176,  que  Ton  doit  avoir 


En  choisissanL  convenablemenl  1'axe  des  x^   on  pouria  done 
piendie 


«  designant  une  constante  icelle    Posons 

(21)  X+}'1=^,  X  —  J/i=/i, 

on  am  a 

(iO/)«4)  ^  =  -[^"4-  /)«]  -H 

Les  valenrs  de  Zi  eL  de  z/,  relatives  a  Toiigme  peuvent  etie  sup- 
posecs  nulles  Pour  reconnaitre  comment  s'expriment  u  et  3  (it) 
dans  le  voismage  de  ce  poml,  on  pent  employei  la  methode  sin- 
vante 

L'une  des  lignes  de  longueui  nulle  passant  par  1'ongine  est 
lepiet-entee  par  les  equations 


(22)  1 


r" 

c,  =  —   /     it-  ^ 
JQ 

r" 

=  /      5(u 

Jo 

/" 
n  $( 


du 


Liquation  diffeienlielle  de  cette  ligne  est  d'ailleius 

d\  dt{  -+•  dz*  —  o 
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ou,  eu  icmplaranl  <:/£,  dr{  pai  leuis  valeuis  deduites  des  formules 
precedentes, 

It*  =  [—  frt^"-1  -+•        ju^  -r  a  r\n-\  _+_        J2 

On  tue  de  la,  c  designant  1'umle  positive  ou  negative, 

£«=  —  («£"-J-h          )//-  -r-tf/]"-l  -r- 

cc  qui  donne  pour  «  une  \aleur  de  la  forme 
O3)  M  =  a  =  f,«-'+       , 

les  tcimes  m'gligcs  claat,  pai  lappoit  a  £,  ^,,  dc  degie  supeneui 
a  n  —  i     Si  Ton  poite  cctle  valeui  de  u  dans  I'equaLion 

(,«  *=_„.. 

on  auia  I'dquaLion  cljlTerenticIle  suivante 


La  valeui   dc  \  qui  saLisfait  a  cette  equation  cL  s'annule  pom 
rl  =  o  seia,  com  me  on  sait,  de  la  foime 

(25)  ^I'-'^rCr,), 

P(/^i)  clesis;nanl,  suivanL  nos  conventions,  une  scue  ordonnee  siu- 
vanL  les  puissances  enlieres  ct  positives  de  /]  et  gin  ne  s'annule 
pas  pom  /•,  =  o  On  deduit  de  la  et  de  la  loiimile  (a3) 


P((r,)  ayant  la  meme  signilicaLion   qtie  P(/i)    En  u'solvanl  pai 
rapport  a  ^(,  on  irouvera 


Si  1'on  differentiemaintenantcettc  equation,  eniemplacant  dr{  par 
sa  valeur  ^(z/;)  du^  on  aura 

2  —  ;z  I 

(  27  )  rf  (  U  )    =    Zt"^  P3  (  U"^1} 

Tellc  est  la  forme  dc3f(f/)  qui  conMenl  an  pom  I  considcie,  et  il 
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est  aise  de  demontrer  que,   reciproquement,  Loute  valeur  de  cettc 
forme  donne  un  point  simple  pour  lequel  le  developpement  de  r 
a  la  forme  (20) 
Faisons  en  eiTet 


Les  formules  clu  n°  191  qui  defimssent  la  surface  devipnclront  ici 

/•" 

=lJl-l)cSJl    I      (I—  i'Jw-^Pjl  (»)</(>, 


=  (n  —  i),y\  f  i([-Hi>2»- 

1  u 
/*" 

=(«  —  l)<5J\  2  C>«-lPj([' 


(38) 


Comme  PI(<;)  contient  un  terme  constant,  les  valcnrs  de  a;  ct 
de  _v  sont  du  premier  degie  par  rapport  a  r  et  a  sa  conjugnee  v\ 
On  pout  Loajoms  les  resouche  par  rapport  a  c  et  a  v\  ct  poi  tor  les 
vdleurs  obtenues  dans  - ,  les  premiers  teimes  de  z  serontbicn  du 
degre  n  en  x  et  en  j 

277  Imagmons  mam  tenant  que  Ton  ait  represente  la  suifacc 
cliercliee  (M)  sur  la  moitie  supeiieuie  du  plan  (')  Sou  L  la  Ba- 
ilable compleve  icpresentee  sur  la  moitie  supeiieure  du  plan  et 
•^oit  a  la  valeui  de  t  relalne  an  point  conside'ie  de  (M)  Les  cooi- 
dorinees  x  et y  de  ce  point  seront  developpables  siuvant  le^  puis- 
sances de  t  —  a  el  de  la  quantite  conjuguee  t\  — a\  ,  et  elles  con- 
liendiont  uecessairement  les  premieies  puissances  de  ces  deux 
quantites  D'ailleuis,  comme  la  variable  9  qui  figure  dans  les  foi- 
mules  (28)  est  le  paiametre  d'une  ligne  de  longueur  nulle,  elle 


(')  lit  jut  dunncc  une  poition  de  suifYirc  quelronque  (M)  a  conne\.ioii  simple, 
peul-on  Id  lepu'sentei  sui  la  paiLic  supLiicuic  du  plan''  La  pioposilion  fjui  IL- 
MiHc  d  unc  itponsc  atlllmat[^e  i  cclte  question  r\\\  pas  encoie  <_Le  ctahlie,  mais 
nous  ciojons,  a\ec  M  Klein,  que  Ics  ictheiches  iccentes  relatives  au  puncipe  de 
DuiclilcL  pouiiaicnt,  s.ms  tiop  de  lonqueius,  en  fouinu  une  clonionsliaLion  u- 
Kouicuse  Dans  le  cas  dessuifaces  mminid  elle  a  etc  tnoncLC  dans  les  aiLicleb  si 
aument  ciks  de  M  Weieistias>b,  et  Ion  pouriait  la  fane  deuvci  de  revisLence  ct 
dcs  propuULS  de  la  rcpiuaentation  spliuiquc  de  la  bin  face  Poxn  abic^ci,  nuiii 
1  ailiucltions  in 
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sera  fonction  soil  de  f,  soil  de  l\  En  echangeanl,  si  cela  esl  ne- 
cessane,  la  partie  mferieure  et  la  paiLie  supericure  du  plan,  on 
pent  toujouis  supposer  v  fonction  cle  t  Cela  pose,  il  faudra  que, 
des  deux  inte°iales 


o' 


r"  r* 

I     PS(P)C?P,       /     P2/|-slV»;)«fr| 

*A)  "0 

qui  entrent  dans  les  expressions  de  x  et  cle  j/  et  qui  sonl  devo- 
loppables  suivanl  les  puissances  do  t  —  a,  1'une  contienne  la 
premiere  puissance  de  cette  cjuantile  Ce  seia  evidemmenl  celle 
qiu  cst  du  degre  le  moms  eleve,  cll'on  pouria  poser 

Jo 

En  integrant  par  rapport  a  pet  enresolvant,  on  deduira  de  celle 
equation  la  valeur  smvanle  de  v 


on,  en  remplacanl  v  par  sa  valeur  en  fonction  de  u, 


Gomme  on  connait  deja  1'  expression  (z^)  de  3(u)  en  u,  on  con- 
clura  de  1'equation  precedente 


-  dt 
on,  en  substituant, 

(3o) 


Telles  sont  les  deux,  formules  qui  permeltent  de  determiner  la 
forme  de  u  et  de  a-  dans  le  voismage  du  point  t  =  a  11  nous  reste 
A  indiqnerles  propnete's  geometnques  qui  en  lesultent,  et  pour 
la  representation  sphe"nque  (S),  et  pom  la  lepresentation 
plane  (5) 

278    Dc^signons  par  a  le  point  de  (]YI)  qui  correspond  a  la 
valeur  a  de  t  et  par  a'  sa  representation  sur  la  sphere,  soient  [JL  un 
poinL  de  la  suiface,  ties  voisin  de  a,  el  p'  le  point  correspondent 
D  -  I.  29 
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clela  spkeie  Loisque  le  point  p  clecrit  un  petit  cercle  autour  dec', 
1'argunient  de  t  —  a  augmente  de  2-  D'apres  la  foimule  (agj 
rargument  de  u  augmenlera  de  -2(11  —  1)11  et,  par  consequent,  le 
point  p'  feia  n  —  i  tours  autour  dc  u'  On  voiL  que  le  point  vf  seia 
u  n  point  de  lamification,  d'oidie/i  —  fi,  dc  la  surface  JeRiemann 
qui  ioinic  Li  lepiesentation  spheuque  de  (M1)  Aussi,  dans  la 
suite,  donneions-nous  aux  points  tcls  quo  cr  le  nom  de  points  de 
/  annfii.af.ion  d'oidre  n  —  2  ('  )  Si  le  point  a  so  trome  SIM  le 
contour  de  (M),  le  point  p  de  la  suiface,  situe  dans  Tinteiieur  de 
1'ane,  nc  pouria  faire  qu'un  denn-toui  autoui  dc  o-,  et  cela  quand 
on  pabsera  de  la  partic  clu  contoiu  qui  precede  a  a  celle  qui  le 
suit  Alors  le  point  couespondant  dc  la  sphere  fera  seulement  n  —  i 
demi-louis 

Supposons  d'aboid  n  egal  a  3  ou,  pins  geneialement,  n  impan 
Lorsque  le  point  p  parcouil  cette  portion  du  contour  qui  est 
voisine  de  c/,  le  point  p'  parcourt  un  arc  de  gidiid  cercle  passant 
pai  le  point  couespondant  :/'  Si  le  point  p  decrit  a  1'inteneur  de 
(M)  u  n  demi-ceicle,  en  passant  de  la  paitie  du  contoin  qui  pre- 
cede u  d  celle  qui  le  suit,  le  point  p'  decura  un  nombre  entiei 
de  tours,  et  reviendra,  par  consequent,  sur  la  paitie  de  I'aic  de 
cercle  qui  piecede  a'  II  y  auia  done  un  7  ebi  oussemenl  dans  le 
inouveinent  de  p.'  sur  I'aic  de  cercle  Si  la  portion  consideiee  du 
contour  de  (M)  est  lectihgne,  cela  signifie  que  la  nonnale  a  la 
surface,  apres  avoir  tourne  dans  un  bens  Lien  deteimine  et  tou- 
joius  le  mtme  autoui  de  la  droite,  comrnenceia  a  lomnei  en  sens 
contraire  Si  cette  paitie  du  contoiu  est  line  ligne  de  cuuibure 
plane,  le  mouvement  de  la  tangente  cliangera  de  sens  et  Ton 
passeia  par  un  point  d'mflexion 

Supposons,  an  contraire,  n  pan  ,  il  y  aura  un  simple  statwnnc- 
ment  dans  la  lotation  de  la  nonnale  si  le  contour  est  icctiligne, 
et  un  sommet  de  la  courbe  si  le  contoiu  est  une  ligne  de  cour- 
biue  plane 


Relativement  a  la  representation  plane  (2)  definie  par 


la 


(')  Ricmana  s'est  boine  t.  consiclerer  le  cas  ou  n  —  3,  en  indiquanl  que  Ics 
points  les  plus  genciau\  peuvenl  Sire  formes  par  la  leunion  de  plusieins  de  ces 
points  paiticuheis 
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fonction  cr,  on  peuL  obtemr  rles  conclusions  loul  aussi  piecises 
Si  «  esl  impair  et  si  le  point  v  csL  dans  I'mterieur  de  Fane,  on 
aura,  cTapres  la  foimule  (3o),  tin  point  critique  I  =  a  pour  1'mte- 
grale  o-  Par  consequent,  celle  integrate  seia  muHifoime,  eL  la 
representation  plane  se  composcia  d\me  seiie  de  portions  se 
leproduisaut  periodiqucinent  On  \  oit  amsi  que  I'll)  po  these  d'tuie 
i  epi  esentatwn  plane  pen  faitcment  hmitee  ne  sum  ail  Luiivenii 
a  tons  les  cas  Si  le  point  c/  cstsur  le  conloui  de  1'aire,  la  fonction 
c  cesseia  d'etre  niulliforme,  inais  son  argument  anginenteia  de 

T:/"  —  !  j  loisque  t  passera  pai  la  valciu  a    Pai  consequent,  la 

jiorLion  du  contour  dc  (TM)  sur  laquellc  se  Lroiue  le  point  a,  an 
lieu  d'elie  rcprescntee  par  une  seule  droite,  le  seia,  pai  dcu\  seg- 
ments perpendicnlaiies  1'un  a  1'autre 

Supposons,  au  contianc,   n  pair    Si  le  point  a.  csl  dans  l'in- 
leiienr  de  1'ane,  la  representation  plane  (S)  admcttia  un  point 

df  ramification  d'oidzc  -  --  i    Si  le  point  </  cst  sui  le  conloin,  il 

^  am  a  simplcmenl  nn  btationnement  ou  un  i  ebi  oussemeiit  sui  la 
ligue  dioite  parcouiuc  par  le  point  dc  (S) 

280  II  nous  reste  mamtcnant  a  evaimnei  les  modifications, 
d'aillems  Lres  simples,  'qu'il  faudia  fane  subii  a  la  melbode  gene- 
rale  par  laquellc  nous  avons  deteimine  les  deux  foncLions  it  et  cr 
Si  Ton  reprenJ  la  suite  de  raisonnements  de\cloppec  au  Clia- 
pitie  IV  du  Li\rc  II,  et  si  Ton  ticnt  compte  des  smgularites  qui 
lesultent  pom  u  et  pom  C7  de  la  piesence  des  points  de  laniifi- 
calion,  on  verra.  que  cliaquc  point  dc  ramification  d'oidie  n  —  2 

in  trod  mi  a  simi)lement  dans  (-77)   le  factem 

\Cil  / 


(«0  etant  la  quantile  conjnguee  de  «),  s'llest  situe  dans  1'inteneiu 
de  1'aire,  ou  le  factenr 

(t~aY~-> 

s'll  est  situe  sur  le  contom   el  si,  par  consequent,   a   cst  leel 
D'ailleurs  le  clegre  total  de  f^j  j    devra  toujoms  etie  egal  a  —4 
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lorsque  la  valeur  £  =  c/o  ne  correspondra  m  a.  un  sommel,  ni  a.  mi 
point  de  lamiGcalion 

Pour  determiner  la  fonction  u,  il  faudia  ajouler  a  l'e\piession 
de  JM,  £|,  donnee  an  n°  134,  dcs  teimes  telb  que  les  smvanls 

h 


M  le  point  de  lamificalion  est  dansl'mt^neur  de  (M),  et  seulement 
la  moilie  de  ces  termes 


j.      (t  —  a)1  t—  a 

si  le  point  se  trouve  sur  le  contour  Quant  aux  angles  du  polygon c 
sphenque  etaux  valeurs  de  /?,  on  les  dclerrainera  dans  cliaque  cas 
en  se  faisant  une  idee  de  la  forme  de  la  suiface  clicrchee,  c'est- 
a-diie  en  lesolvant,  pour  eviter  des  tatonneraeuLs,  un  probleme 
plus  ou  moms  difficile  de  geometne  de  situation  On  pourra 
etudier  a  ce  point  de  vne  1'exemple  donne  au  n°  275  .  si  Ton  vent 
determiner  la  representation  sphenque  de  la  surface,  on  pent 
hesitei  en  ire  deux  hexagones;  mais  on  reconnait  aisenient,  et  de 
differentes  inamercs,  qu'il  faut  clioisir  celui  qui  fait  deux  fois  le 
tour  de  la  sphere. 

Nous  ne  developperons  pas  davantage  la  mdtliode  precedente 
qni  piesente  encore  des  lacunes  et  qu'il  n'est  necessaire  d'em- 
ployer  que  pour  un  seul  des  exemples  trails  par  Riemann,  le 
troisieme  de  ceux  qui  sont  signals  au  n°  262  Dans  le  Chapitre 
suivanl,  nous  allons  proposer  une  autre  solution,  qui  serapproche 
peut-etre  de  celle  de  M.  Weierstrass,  et  qui  repose  dans  tons  les 
cas  sur  de  belles  formulas  dues  a  cet  illustre  geomelre 
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C1IAPITRE  XI. 

LES     FORMULES     DE     M      W  E IEHS  TH  A.b  b 


01  me  nouvelle,  due  ci  M  WcieisLiass,  sous  laqucllc  on  pent  mcLLic  les  equa- 
tions qui  cLfimssuit  unc  suifacc  minima  —  Foimules  iclalnes  dune  tianstor- 
maLion  cle  cooidonnecs  on  in  un  emplacement  de  la  suifacc  —  Equation  Imilaue 
du  second  oidic  a  laquellc  satisfont  les  deux  fonclions  G  ct  H  —  Definition 
d  une  famille  dc  snifaces  minima  —  Application  a  la  dcteimmation  de  la  sur- 
face minima  passant  pai  un  contoui  clonnii  —  FoimaLion  de  1  equation  lincaue 
coirespondante  d  cfltc  suifacc  —  Indication  des  questions  qiu  icsteront  a  le- 
soiuhe  apits  la  foimation  cle  celte  equation  —  Piopnete-.  geomctriques  de  la 
fiimille  de  suifdces  minima  defime  pai  ccttc  equation 


Reprenons  Ics  equations  du  n"  191 

s  =  S\_  I  (i  —  u-)^(u}  du, 
y  —  rij\  /  z  (i  4-  u-  )  £(  u)  du, 
z  =  S\_  I  iu$(u)  du, 

Ji  definissent  une  surface  minima  reelle,  et  supposons  que  1'on 
ilistitue  a  la  variable  mde'pendante  u  une  fonction  quelconqne 
ie  u  Si  Ton  veuL  dciidiei,  par  exemple,  une  portion  limitee  de 
surface,  a.  connexion  simple,  el  si  on  la  suppose  leprescntee  snr 
parLie  stipeneure  du  plan,  t  pouira  etre  1'affKe  du  point  du 
an  qui  correspond  an  point  de  la  surface,  mais,  pom  le  mo- 
em,  nous  supposerons  que  la  nouvelle  variable  t  ait  dte  choisie 
une  mamere  quelconque  Cela  pos(5,  si  1'on  mlioduit  les  nota- 
)ns  nouvelles 
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les  equations  (i)  prendroul  la  forme  siuvante 


(3)  7  =  rft  f 

/•» 

=r'J\    / 

qm  a  cte  clonnee  par  M.  Weierslrass  ('  ) 

Des  formules  (  •>  ),  qui  servant  de  definition  d  II  (£)  et  a  G(t},Q\\ 
deduil  les  siuvantes 

(4) 


ct 

(4a)  Jr  u  )  rf«a  =  i  (  HG'  —  GH'  ;  tit*, 

Gf  el  H'  designant  les  deinees  de  G  el  de  H  par  rappoit  a  t  Pai 
suiie,  la  fonction  cr  defmie  dans  le  Chapitre  precedent  am  a  ici 
pom  oxpiession 

(5)  s=  /Vli(HG'—  GH')<fr, 

1'equation  differeiitiellc  des  lignes  asjmptotiqucs  (n°  197)  de- 
viendra 


et  celle  des  lignes  de  combure  sera,  dc  meme, 

(7)  rAfHG  —  GH')^a=o 

Mous  allons  main  tenant  chercher  comment  se  transformed, 
a'sec  les  notations  nouvelles,  les  equations  relatives  a  un  cleplace- 
ment  de  la  surface  on  a  nn  cliangement  d'axes  cooidonnes. 

528*2    Repienons  les  formules,  donnees  aux  nos  198,  199, 

,0\  7«('  +  /i  .,.     .  j,      N  - 

(8)  u—-  --  ~  -  -,          (,(p)=1.y(It) 

J 


(')  Monatsbei iclite.  dei  K  P  Akctdenue,  p   Gi2  ct  suiv  ,  rSG6 
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qui  defimssent  le  deplaccment   On  pent  ccnre  la  seconde  soiib  la 
forme 


Si  Ton  designe  par  G\(t),  H,(£)  les  valeuis  noirsclles  Jc 
H(0?  c'est-a-diic  les  vaJcurs  de  ces  fonciions  relatives  A  la  sur- 
face cleplacee,  on  aura,  d'apres  la  definition  meme  de  ces  ijuan- 
utes, 


En  portant  ces  \aleuis  dans  la  premiere  equation  (S]  ct  clans 
1'eqtialion  (9),  on  trouvcra 

G(Q 


HKO  = 
on,  plus  simplcment, 


m  r  n 

v/3  v/ o 


v/o 


e  radical  y/o  pouvant  etre  pus,  SOIL  avec  le  signe  -f-,  soit  avcc  le 
signe  —  Ce  double  signe  devait  naturellemenl  se  piesenler,  car 
a  forme  (3)  donnee  aux  equations  qui  definissent  la  surface  ii'est 
Das  alteree  si  Ton  change  a  la  fois  le  signe  de  H  et  celui  de  G. 

Comme  o  desjgne,  dans  les  formules  prccedenlos  (n°  198),  le 
le  terminan  l 


>n  voit  que  le  detei  mmant  de  la  substitution  line  an  e  cUfuue 
tar  les  formules  (n^est  toujoius  egal  a  I'  unite  De  liresukc 
e  tlieorcme  suivant 

Un  deplacement  de  la  surface  minima,  ou  platot  un  deplacc- 
nent  de  la  combe  minima  definie  pai  les  equations 
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setraduitpai  line  substitution  lineaue,  au  determinant  +i, 
effectuee  &ur  G(t)  etH(t),  H,  et  G,  designant  les  nouvelles 
valeuis  de  H  et  de  G,  on  a 


11(0=  -7^(0+  7^(0, 

V'  o  y  o 

si  <?e  displacement  est  reel,  m0  et  n0  sont  ;  especlwement  les  una- 
gincares  conjuguees  de  in  et  de  n 

283.  La  proposition  si  simple  quenous  venons  d'etablir  conduit 
immediatement  a  nne  consequence  importanle  Foimons  1'equa- 
tion  du  second  ordre 

^20          r/0 


qui  admrt  comme  solutions  paiticuheres  les  deux  fonctions  G(^) 
etH(^),  il  lesnlte  du  theoieme  precedent  que  cette  equation  de- 
mein  eia  la  me  me  lorsqu'on  deplaceia  la  surface  d'une  manieie  quel- 
conque  dans  1'espace  II  est  done  natuiel  de  se  proposer  la  ques- 
tion sin  van  te 

Considerons  une  equation  Imeaue  du  second  ordre  donnee  a 
puori,  et  prenons  pour  G(i)  et  H(^)  deux  solutions  particuberes 
quelconques  de  cette  equation  On  aura  amsi  une  infinite  de  sm- 
taces  minima  qui  depenchont  de  quatre  constanles  arbitiaires,  pou- 
vant  etre  imagmaires  Nous  dirons  que  ces  surfaces  forment  une 
meme  famille  Peut-on  passer  d'une  de  ces  suifaces  a  toule  autre 
par  un  simple  deplacement  7  Ou,  sM  n'en  est  pas  amsi,  quelles 
sont  les  relations  gdom^tnques  entre  les  difle"rentes  surfaces  de  la 
meme  famille9 

Pour  repondre  a  cette  question,  il  suffit  de  remarquer  que  Ton 
passe  d'une  cles  surfaces  a  toute  autre  de  la  meme  famille  en  effec- 
tuant  sur  G  et  H  la  bubbtitulion  lineaire  la  plus  geneiale  Or  une 
telle  substitution  resulte  toujours  de  la  composition  des  deux  sui- 
v  antes 


et 
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ou  a  et  y  designenl  des  q  nan  tiles  reelles,  avec  mie  subslitulion 
quelconque  au  determinant  -+-  i 

La  premiere  de  ces  trois  substitutions  deTmitune  transformation 
homolhe'tique  a  pole  et  a  module  reel,  siuvie,  si  Ton  veut,  d'une 
translation  Elle  aura  done  pour  efifet  cle  remplacer  la  suiface 
minima  par  une  surface  homo  the  lique 

La  seconde  defmit  une  tiansfoimation  homothctique  a  pole  reel 
et  a  module  imagmaire,  en  sorte  que  les  modules  des  cleuv  tians- 
formations  apphque"es  aux  deux  combes  minima  dont  la  transla- 
tion engendre  la  suiface  sont  imagmaires  conjugues  Si  Ton  sc 
reporle  au  commencement  clu  Chapitic  V,  on  reconnait  immedia- 
tement  que  les  surfaces  obtenues  sont  les  surfaces  associees  a  la 
surface  primitive.  On  aura,  en  particuher,  la  surface  adjoinle  si 
1'on  piend 

(141  d=v/rG,        II,  = /I  II 

Enfin  la  substitution  au  deteiminanl  +  i  defmit  im  displacement 
qui  est  generalement  nnaginaire 

En  reunissanl  les  resultats  precedents,  nous  obtenons  lareponsc 
suivante  a  la  question  proposee 

Toutes  les  surfaces  reelles  d'une  meme  famille  se  cleduisent  de 

L'une  d'elles  par  1'emploi  des  deux  operations  saivantes  .  tiansfor- 

mations  liomothdtiqnes  a  pole  rdel  et  a  modules  imagmaiies  con- 

j  agues,  apphquees  respectivement  aux  deux  combes  minima  dont 

ta  translation  engendie  la  surface,  deplacemenls  imagmaiies  con- 

jugues  respectivement  appliques  a  ces  deux  courbes   La  premiere 

cle  ces  operations  donne  les  surfaces  homotheliqiies  des  surfaces 

associees  a  la  proposde.  Quanta  la  seconde,  elle  n'a  pas  encoie 

§te  etuchee  avec  tout  le  som  qu'elle  parait  meiiter    En  geneial, 

'etude  des  surfaces  minima  qui  coriespondent  a  une  meme  equa- 

ion  lineane  du  second  ordre  presenterait,  au  point  de  vue  anal}- 

ique  aussi  bien  qu'au  point  de  vue  geome"tnqur ,  un  tres  giandiu- 

eret 

284  Nous  venons  de  voir  qu'un  deplacemcnt  de  la  suiface  se 
radiutparune  substitution  Imeaire,  au  determinant  +  i ,  effectuee 
ur  Get  H,  on  reconnait  aisement  que  1'opeiation  plus  complexe 
>ar  laquelle,  apres  avoir  d^place  la  surface,  on  prend  sa  symelrique 
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par  rapport  a  un  plan,  se  traduit  de  m^me  par  la  substitution,  au 

determinant  —  i , 

y  o  y/o 


ou  /«0,  /in  sont  les  conjugates  de  m  et  de  n  quand  la  transloima- 
tion  est  icelle 

Pour  obtemr,  en  effct,  par  rapport  a  un  plan  donnc  (P),  la  sy- 
metrique  (F(  )d'une  figure  (F)  que  Ton  a  deplacee  d'abord  d'une 
mameie  quelconque,  on  pent  evidemment  prendre  la  sy  me'  tuque 
(F')  de  (F)  par  rapport  a  un  plan  paiticuher  et  soumetlrc  ensuile 
(F')  a  un  dcplacement  convenablemenL  choisi  Or,  si  Ton  effectue 
jci  la  transformation 


la  cooidonnee  z  de  la  surface  change  seule  de  signe,  et  cctlc  sur- 
iace  est  lemplacee  par  sa  syme  tuque  relativement  au  plan  cles  jy 
Si  Ton  applique  ensuite  a  G>  et  a  PL  les  transfoimations  qui  ca- 
ractensent  un  deplacement  reel,  on  obtient  effectivement  la  sub- 
stitution, de  determinant  —  i,  dtifinie  pat  les  foimules(iS) 

Nous  aurons  a  emplojer  dans  la  suite  les  formes  canomques 
des  substitutions  Imeaires  (u)  et  (i5)3on  les  obtient  sans  dilfi- 
culte  de  la  maniere  suivante 

Nous  avons  deja  remarqu^  que,  si  Ton  cousiderc  la  rotation  de- 
ilnie  par  la  substitution  Imeaire 


mv  -+- 
u= 


et  si  Ton  pi  end  poui  axe  cles  z  1'axe  de  cette  rotation,  on  doit  faire 


n  =  n0  =  o,        m  —  c     -  ,        ?n0 


y.  designant  Tangle  de  la  rotation    Si  Ton  mtioduit  ces  li}  potlieses 
dans  les  forinules  (n)  et  (ID),  on  trouvera 


(n.) 
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pour  la  forme  canoniquc  de  la  substitution  (nj,  cl 


>-=fi2    Hi(0, 

pour  la  forme  canomqne  cle  la  substitution  (ij)  Dans  ces  deu\ 
s^stemcs  de  formules,  s  designe  Punite  positive  on  negative  Les 
dermcies  mettent  en  evidence  le  theoic-me  suivant,  auquel  on 
jparvient  aussi  pai  la  Geometric  Tout  displacement  suivi  cl'une 
transformation  par  syme'tne  relative  a  un  plan  quelconque  eqm- 
vaut  a  une  lotation  cPangle  fmi  aulour  d'uue  dioite,  suivie  d'une 
tianafoimation  pai  symetrie  relative  a  un  plan  pcipendicnlaiie  a 
la  dioite 

2So  Nous  allons  apphquei  les  lemaiqucs  precedentes  a  la  it- 
solution  clu  probleme  etudie  dans  le  Chapitic  piece-dent,  c'est- 
a-dne  a  la  deteimmation  du  segment  cle  suiface  minima  (M) 
limitci  par  la  cliainc  dc  plans  ct  cle  choites  qui  a  ete  deja  defime, 
mais  nous  prescnlerons  d'aboul  la  lemaique  smvante,  qui  sim- 
pliiicia  la  solution 

Imaginons  le  segment  de  suiface  (N),  adjoint  a  fM),  ct  chei- 
chons  comment  il  sera  hmite  D'apies  Jos  propnetes  donnees  an 
Cliapitre  V  (11°  211  \  les  plans  tangents  au\  points  conespondants 
Jes  deux  segments  seront  paralleles,  etcleux  elements  correspou- 
dantsseiont  toiijouisperpenchculaues  II  suit  clelci  qu'aune  dioite 
(d]  him  taut  (M)  couespondra  necessaucment  sur  (N)  une  courbe 

)  dont  les  langentes  sciont  perpcudiculaircs  a  la  dioite  La 
courbe  (C)  sera  done  situee  dans  un  plau(P)  perpendiculaiie  a  la 
dioite,  et  le  plan  tangent  a  (N)  en  chaque  pomt  de  cctte  couibe 
seia  necessairement  paiallele  a  la  droite  (d\  c'est-a-chre  perpen- 
diculauc  an  plan  (P)  Amsi,  a  chaque  dioite  (d),  hmitc  de  CM), 
conespond  une  courbe  plane  (C),  limile  de  (N),  ct  cette  couibe 
cst  situee  dans  un  plan  que  la  suiface  doit  coupei  noimaleinenl 

On  demonrrera  tout  aussi  facilement  qu'a  chaqne  courbe  plane, 
hmite  de  (M),  coirespond  une  droite,  hmite  de  (N),  et  Pon  pout 
enoncei  la  proposition  smvantc 

Le  segment  adjoint  (N)  est  hmitc  pai  une  chaine  toute  pa- 


in    - 


, «„«  a  eelle  am  lumie  (M) ,  deux  elements  eoi ,  espondants  des 
deux  ehaines  sent  toujows  d'espcce  cliff erente  et  sontpeipen- 
diculanes  Van  a  Vautie 

Gelapose,  considers  la  representation  conforme  du  segment 
(M)  sui  la  pailie  supreme  du  plan,  et  prenons  mamienanl  pour 
\  la  ^arlable  complex  qiu  Valise  cettc  translormalion,  c  esl- 
a-dire  Taf/Ke  du  point  de  la  partio  supeueuie  du  plan  qiu  coires- 
pond  au  pomt  de  la  surface;  G(0  et  H(0  sciont  alors  des  lone- 
lions  qu'il  faudra  determiner,  au  moms  pour  loulcs  les  valeurs  dc 
t  dont  la  partie  imaginaire  est  positive  Nous  avons  vu  que,  si  1  on 
passe  au  segment  adjoint  (N),  il  fan  I  les  multiplier  Time  ct  1  aulio 

par  \! i 

Formons  1'equalion  du  second  oidie 


a  laquelle  salisfont  G  el  H   Les  coeKicicnL,  p  cL  q  sonl  des  fonc- 
lions  de  t  deteimmees  par  les  formules 

GH'-HG'  _G'H":-H^' 

(I~'  p=~  GH'-HG''          q~     GH'-HG' 

D'apres  les  lemaiques  precedentes,  ces  ionctions  noiuellcs.  ne 
changent  pas  lorsqu'on  deplace  la  siuface  (TNI),  on  lorsqu'on  Ifi 
remplace  par  son  adjomte  Ces  pioprietes  sont  ires  jmporlanies 
au  point  de  MIC  de  la  question  que  nous  avons  a  resoudre,  elles 
permettent  de  substituer,  avec  de  grands  avanlages,  1'etude  des 
fonclions/?  et  q  i  celle  de  G  et  de  H,  on  poiuia,  en  eflet,  clans 
Vetude  de  p  et  de  q^  onenter  le  contour  donne  de  la  maniere  qm 
sera  le  plus  commode,  ou  encore  snbsLituer  au  segment  (M)  le 
scrrmenl  adjoiut  (N  ) 


Prenons  d'abord  un  point  a  1'inteiieur  de  (M),  coirespon- 
danl  a  une  Aaletir  imaginaue  a  de  t  On  pent  choisir  ce  point 
pour  otigine  et  prendre  pour  axe  des  z  la  normal  e  en  ce  point,  les 
coordonnces  .r,  r,  z  d'un  point  voisin  de  la  suiface  seront  deve- 
loppables  suivant  les  puissances  de  t  —  a  et  de  la  quanliie"*  con- 
jugate t^  —  «,,  etles  premieres  puissances  de  ces  deux  bmomes 
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deviont  apparaitrc  dans  I'un  au  moms  de  ces  developpernents. 
Pai  suite,  les  tiois  mtegrales 

rt  r(  rf 

I    G*(t)<it,      I    G(t)ll(t)dt,       I    lV-(t}dt 
.  1,1  J<t  Ja 

serontdeveloppables  siuvant  les  puissances  enlieres  de  t  —  a,  etl'nn 
des  deux  devcloppemenls  an  moms  devra  contemr  la  premiere 
puissance  de  t  —  a  Co  mine  ]a  variable  u  doit  elie  nulle  on  mfinie 
a  1'origme,  d'apiesla  dnection  attribute  a  1'axe  des  s,  il  icsullede 
1'expression  (2)  de  uque  1'une  des  fonctions  G(i),  H(i)  sera  mfi- 
niment  petite  par  lapport  al'aulre  Soil,  pour  fixer  les  idees,  H(t) 
celle  clont  le  degre  est  le  moms  elevc.  La  dermere  des  tiois  inle- 
giales  precedentes  seia  celle  qui  aura  le  momdie  degre  et  qiu 
conticiidra,  pai¥  consequent,  la  premiere  puissance  dc  £  —  a  On 
pourra  done  ecine 


ou,  en  differential!  t, 

(18) 


P  ayant  la  signification  que  noiis  ku  avons  Loujours  donnee,  c'esl- 
a-dire  representant  uue    seiic  oidonnec  suivant  les   puissances 
positives  de  t  —  a  et  ne  s'annulant  pas  pour  t  •=  a. 
Quant  a  G(^),  il  sera  determine  par  la  formule 


d'ou  Ton  cle"diura,  pai  la  diffeieniiation  et  la  substitution  de  la 
valeur  de  H, 


n  etaiit  un  nombre  entier  au  moms  egal  a  a. 

D'apres  ces  developpements,  on  voit  que  le  point  t  =  a  est  ne- 
cessaiiement  un  point  ordinaire  de  liquation  lindaire  toutes  les 
fois  que  n  est  egal  a  2  Si  n  est  <§gal  ou  supeneur  a  3,  ce  sera  au 
contraire  un  point  a  appai  ence  smguliere  Le  point  corres- 
pondant  du  segment  (M)  sera  alors  un  de  ceux  auxquels  nous 
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avons  donne  (n°  278)  le  nom  de  points  de  i  amification  Eu 
leumssant  les  cleu\  cas,  nous  pouvons  enonccr  cette  premieie 
proposition 

L  'equation  hneau e  n'auia  que  des  points  01  dinaii  es  oa  des 
points  a  appai  cnce  singulteie  pom  ton  to,  lea  valcui  *  de  I  qui 
soiit  leptesenLees  pai  dps  points  de  la  pen  lie  supei  leiu  e  dit 
plan 

Si,  des  expressions  de  G  et  de  H,  on  deduit  cellcs  dc  p  el  de  g: 
on  tiouvera 

(      _       n—  i 

09)  '  ~a 


les  coefficients  h,  A,  B,  pouvanL   eLie   mils    On   aura    de 

meme,  en  subsLUuant  les  ^alelllb  dc  G  cl  de  II  clans  les  equations 

(2)01(5), 

(T9a)      u  =  (t-a)»-ip(t-a), 

287  E\ammons  mamlenant  les  points  sUueb  sui  le  contoiu  de 
(M),  et  supposons  d'ahord  qne  Japoition  du  contour  consideree 
soit  une  dioitc  (d]  Choisissons  les  axes  de  telle  manirre  que  (d) 
soit  parallele  a  Taxe  des  }  Si  Ton  se  deplace  sui  la  dioile,  t 
prendra  des  valeurs  leelles  comprises  entie  les  deux  %aleuis  a\, 
ciA+{  qui  coriespondent  aux  deux  sommets  da  contain  situes  sin 
(of),  et  les  diflfeienlielles  dx,  dz  deviont  etie  nulles  On  sera  amsi 
conduit  au\  deux  equations 


on,  en  dtjsignaiii  par  G,  et  H,  les  imaginaires  conjugiiees  de  G  et 
deH, 

Ga_Hs  =  GJ-HJ, 
GH=  GtH! 

On  deduit  de  la  1'un  des  systemes 

=  eG,,  I  G=  —  ejH!, 

H=     siG 
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,u  s  designe  I'umtc,  positive  ou  negative    Le  second  doil  etie 
carte,  cai  il  conduirail  a  1'equation  impossible 

GGj  -t-  IIII:  =  o, 

l  d'aillcnis  il  donnerait  dy  =  o    II  reste  done  seuleraent  le  pie- 
niei,  d'ou  1'uii  conclul  que  les  quaiitites 

II—  -I  ?7T  (  1—  E|lTC 

c       '       G,         e      '~II 

ont  egales  a  leuis  conjnguees  et  sont,  par  consequent,  reelles 
Amsi  I'cqualion  lineaire  doit  admettie,  pom  toules  les  valeurs 
eelles  de  t  comprises  cntrc  «/,  et  a/^+^  ,  deux  solutions  particular  es 
eelles 

La  menie  conclusion  a  lieu  loisque  ]a  partie  consider  6e  du  con- 
OLU  cst  une  des  combes  planes  siluees  claus  les  plans  quo  la  sui- 
ace  doit  coupei  normalcmcnl,  car  il  miffit  alors  (n°  285),  pom 
elro  merle  cas  precedent,  dc  passei  <!i  la  surface  adjomte  et  de 
emplacer  G,  H  par  Gy'f,  ll\/z  On  est  amsj  conduit  a  la  regie 
,111  van  te 

Si  la  portion  consider  ee  du  contour  est  une  clroile,  suppo^ons 
pie  l'a\e  desj'  art  etc  clioisi  parallele  a  cette  dioite,  sr  elle  cst  une 
;oiube  plane,  supposons  qne  1'axe  des  j  soit  perpendiculaire  an 
)lan  dc  cette  courbe  ,  et  soient  G(^),  H(i)  les  solutions  partrcu- 
leres  relatives  a  cette  position  des  axes  coordonnes  Les  intc- 
TJ  ales 


,ei  ont  t  velles  sin  toute  la  partie  considei  ee  du  contour,  n  etant 
in  nomine  entiei  ,  qui  sei  a  pan  si  La  poi  Lion  du  contoiu  est 
^cctdigne  el  impair  si  elle  est  supplement  plane 

II  suit  de  li  que,  si  Ton  consideie  une  chain  e  composee  de  5 
ilements  et  bi  Ton  designe  par  a\  ,  «2,  ,  as  les  valeurs  de  t  rcla- 
ives  aux  divers  sommets  de  cette  cliaine,  1'equation  lineaire  ad- 
nettra  deux  solutions  particulreres  i6elles  pour  cliacun  des  mter- 
.'alles  (fl.aj),  (>2«3),  ,  (flj-^O?  (**<*>  a\\  c'est-a-dire  pour 
outes  les  valeurs  reelles  de  t.  Done  les  fonctwns  p  et  q  de  la 
variable  t  sei  ont  necessau  ement  i  eelles  pour  toules  les  valeurs 
eelles  de  t 
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288  On  pent  deduire  des  icsultals  precedents  d'autres  conse- 
quences en  adoptant  la  methode  de  prolongement  analylique  due 
a  Riemann  et  a  M  Sclmarz  et  developpee  an  n°  130  Nous  avons 
vu  que,  si  une  fonction  est  deteiminee  pour  la  paitie  superieure 
rlu  plan  et  si  elle  est  reelle  poui  des  valeius  reelles  de  £,  elle  pent 
etie  de"iime  poui  la  paitie  infeiieuic  du  plan  par  la  convention  que 
les  valeuis  de  la  fonction  relatives  a  deux  valeurs  imagmaires  con- 
juguees  de  t  soient  elles-memes  imaginaires  conjnguees 

Appliquons  cette  melliorle  aux  deu\  integrates 


qui  ont  ele  reconnues  reelles,  inais  supposons  que  Ton  passe  de 
la  partie  supeneuie  a  la  partie  infeneure  du  plan,  seulement  en 
franchissant  la  portion  de  1'axe  reel  qui  estcompuse  entre  les  deux 
points  cih,  a/,+1  et  qui  correspond  a  la  poilion.  specialement  con- 
sideiee  du  contour  Nous  allons  montrer  que  le  piolongement 
analuique  des  deux  mt^giales  donne  un  segment  de  surface  mi- 
nima (M£)  qiu  est  precisement  le  s^metrique  de  (M)  par  rapport 
a  la  droite  011  au  plan  de  la  cliaine,  dc  plus,  deux  points  des  deux 
segments  places  sjmetnquement  pai  rapport  a  1'element  dc  la 
cliaine  coi  respondent  a  des  valeurs  imagmaires  conjugue'es  de  t. 
Pour  plus  de  nettete,  supposons  que  cet  element  de  la  cliaine  soit 
une  droite,  alors  on  pouria  poser 


g  et  h  etant  reelles  pour  des  valeurs  leelles  de  t  et  n  etant  entiei 
Le  segment  de  suifacc  qui  coirespond  aux  valenis  f,  de  t  re- 
presentees  dans  la  partie  mferieure  du  plan  sera  defun  par  les 
formules 


y  = 


Si  Ton  change  i  en  —  i  dans  les  expressions  soumises  au  signe 
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,  ce  qiu  ne  change  pas  Jes  parlies  reelles,  oo  n 


(ai) 

)  //I 

Ce  bonl  les  lormules  qui  convienncnL  an  segment  (iMj,  mais  ou 
Ton  auraiL  change"  le  signe  de  ou  el  de  r  On  obtient  done,  comme 
noiib  l'a\oris  annonce,  ]e  segment  sjmcLuque  de  (M)  pai  lappoit 
a  la  droite  consideree  du  contoni 

Les  mlegiales  g(t),  ^(0  de  ['equation  diHoienUellc  clanl  des 
foncLions  hneaires  connues  des  deux  mtrgiaJts  qui  coucspondcnt 
a  nne  position  deteimmec,  toujours  la  meme,  de  (M)  par  lapporl 
aux  axes,  on  voit  que  ccs  deux;  inlegiales  peuvcnt  elre  prolongees 
analytiqncment,  maibiJ  y  anraautant  dc  piolongements  analytique^ 
qu'il  y  a  d'elements  an  contoiu  Si  Ton  passe  de  Ja  paitie  snpe- 
iieuie  du  plan  a  la  pai  lie  inferieuie  en  travel  sanl  Je  segmenl 
ctict*  de  1'axe  i^el,  on  obiicndia  un  segment  (M")  sjmetiiquc  cli 
(M)  pai  lappoit  au  premier  element  de  la  cliaine  qiu  determine 
le  contour,  si  Ton  ti  averse  Ic  segment  a2ai,  on  obtiendia  le 
segment  (M°)  sjmelrique  de  (M)  par  rappoit  au  second  ele- 
ment de  la  chaine,  et  ainsi  de  suite,  si  1'on  lia\eisc  cnfm  k- 
dernier  segment  tisco  a\^  on  aiua  le  segment  (M")  syme- 
trique  de  (M)  pai  lappoit  au  ilunic  et  deimei  element  du  con- 
loui  Dans  tons  ces  segments,  le  point  syme  tuque  d'un  meme 
point  de  (M)  correspond  a  une  meme  valeur  t\  de  t,  et  cette 
valeur  est  imagmaiie  conjnguee  de  cclle  qui  defimt  le  point 
de  (M) 

On  obtient  ainsi  s  piolongements  analytiques  differcnls  des 
fontioos  G(0,  H(i),  mais,  comme  ces  piolongements  donnenl 
des  segments  tons  s^m^triques  de  (M)  et  qiu  peuvent,  par  con- 
sequent, se  deduire  les  uns  des  aulies,  soit  par  deb  deplacements, 
soit  par  des  deplacements  suivis  djune  tiansformation  par  sy- 
metiie  relative  a  un  plan,  on  doit  concluie  de  la  pioposition  du 
n°  282  que  les  divers  systemes  de  valeurs  de  G  et  de  H 
ainsi  definis  s'obtiendront  en  combmant  lineaiiement  les  va- 
D  —  r  3o 
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leius  cle  G  ct  de  H  relatives  a  1'iin  quelconque  d'entie  eux  (') 
Par  suite,  Tequation  Imeaire  (16)  demeurera  la  nieme  poui  tons 
ces  segments,  on,  ce  qui  est  la  raeme  chose,  k-s  (onctions  jj  et  q 
ne  peuveut  etre  prolonge'es  an  aly  tenement  que  cl'une  seule  ma- 
meie  En  d'aulies  teiraes,  les  Jonctwns  p  et  q  doivent  ctre  uni- 
Joimes  dans  toute  Vetendiie  da  plan  ELles  soul  reelles  poui  des 
valeius  zeelles  de  /,  et  piennent  des  valeurs  imagmaires  consignees 
loisqu'onsubstiLueaJdesvaleiHSimaginaires  conjugtices  Co  mine, 
d'apres  les  piopuetes  du  prolong  erne  nt  analylique  (n°  130),  les 
fonctions  G  et  H  ne  cessent  pas  d'etre  devcloppables  en  seiies 
entieres  pour  les  duTerents  points  du  contoiu  qui  ne  sonl  pas  dcs 
sommets,  on  voit  qu'en  dehois  dc  ces  sommcls  Fequalion  Imeajrc 
ne  pent  avoir  que  des  points  ordinaries,  oa  des  points  a  appaience 
singuhere,  et  meme,  si  Ton  exclut  1'hypothese  de  points  nuil- 
tiples  de  la  surface  situes  sur  le  contour,  ime  des  mlcgrales  parli- 
culieies  clevia  restei  flnie  pour  chacun  de  ces  points. 

En  lesume,  V  equation  lineau  e  doni  depend  la  solution  da 
pi  obleme  doit  avou  :>es  coefficients  uni/oi  mes  dans  toute  I'd- 
tendue  du  plan,  et  i  eels  pom  des  valeui  s  i  eelles  dc  t  Si  L'on 
Gxclut  les  valeur  s  t  =  a/,  qui  CDJ  respondent  aux  sommets  da 
contour  ,  elle  ne  pent  avoir  que  des  points  a  appai  ence  bingu- 
hei  e  poui  lesquels  line  des  deux  integrates  particuliei  es 
denieiu  e  finie  et  dijrfei  ente  de  zei  o 

(')  S'll  hubsistait  LIU  cloutc  sui  ce  poial,  on  poaiiait  le  levei  de  la  maiucic 
sun  ante 

Nous  dAons  \u  ijue,  poui  cliacun  des  inLeivalles  (aka^,  il  cvisLe  cleu\  nUc- 
j,'idles  de  l'L([uatioa  luiLaiie  qui  soul  leellcs  poui  Ics  -\aleuis  icelles  de  t  conir 
prises  dans  1'int.ei^aHe  eL  qui,  pai  suite,  piennent  des  valeins  iniaginanes  con- 
JU^ULOS  pour  dcs  \alcuis  imaginaucs  conjugULCs  rlc  t  loiscju'on  Ics  piolonge  a 
ua\eia  rinler\alle  (rt;«l+1) 

II  sun  de  laquel'on  pout  piolongei  analytiquement  deuv  inLogialcs  quelconqucs 
de  1  equation  lineaue,  ct  cela  d'autant  cle  rnaniLies  qu'il  y  a   cl'nuei\«illes 
rcnt-,   Chacim  de  ces  piolongcments  donneia  cviclemment  poui    G(f,)  et 
t,  Uant  imaginaue  conjuguLe  de  £,,  deb  functions  lineaiics 


des  quantitea  G,  et  H,  qui  bont  Ie3  imaginaircs  conjuguees  de  G(t),  II(i)  Pai 
suite,  les  dilTerenis  sjstLmes  de  valeur  de  G(tt),  Il(f,)  s'obtiendiont  en  com- 
bmant  hneaireinent  I'un  quelconque  d'entie  eu\ 
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Les  points  aapparence  singuherepoinront  etie  icels,  mais,  s'lls 
sont  imagmaires,  ils  seiont  places  symetriquemeut  pai  rappoit  a 
1'axe  icel 

289  Si  le  point  concspondant  a  la  valeur  co  de  t  u'est  pas  un 
cles  sommets  de  la  chaine  qiu  hmitc  le  contour,  il  est  aise  de  le- 
connaitie  quelle  seia  la  foimc  de  p  et  q  dans  le  domame  de  i'm- 
fiin  II  suffit,  pour  cela,  de  faire  la  rcmaique  suivante 

Soient  t  une  variable  quelconquc  et  G(^),  1l(t)  les  deux  ionc- 
lions  qui  determinenL  la  surface  minima,  si  1'on  subslilue  a  t  une 
nouvellc  vaiiablc  /,  les  nonvellcs  \alcurs  de  G  et  de  H  seront 

~  dT 

Ti> 

D'apres  cela,  si  nous  dc'-signona  pat  a  unc  valeur  leelle  de  t  qui 
determine  un  point  ordinaire  de  I'equation  differentielle,  cettc 
Equation  admettra  deux  solutions  de  la  forme 


1'on  eflectae  la  substitution  n'ellc 


et  si  1'on  applique  la  regie  quenous  venous  d'c-noncer,  on  tiouveia 
les  deux  solutions 


qui  caractcrisent  Je  cas  ou  le  point  £  =  cc  n'est  in  un  sommet  clu 
contour,  ni  un  point  a  apparence  binguhere  En  portant  ces  deux 
solutions  dans  les  formules  (17),  on  tiouveia,  pom  les  valems  de 
p  et  de  a. 


II  faut  remarquer  1'e'gahtc  des  coefficients  de  -2  dans  p  et  de  - 
dans  q 
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290.  II  resle  clone  pom  teimmer  ceLte  discussion,  ;\  exaimnei 
quelle  est  la  forme  des  integrates  G,  H  et  des  coefficients /;,  q  dans 
le  ^ismage  des  \alems  t  =  en  qui  correspondent  aux  sommeis  ck 
la  cliaine  On  peat  employer  pour  cela  deux  methocles  diffei  elites 
Voici  la  piemieie 

Soil  (//<?  ^4)  t  u n  point  compns  dans  la  paitie  supenenre  du 
plan,  auquel  coiiespoad  un  point  m  de(M),  sou  /,  le  point  sv- 
meluque  de  t  pat  rappoit  a  Ya\e  ieel  Si  Ton  passe  de  t  A  tt  pai 


le  chemin  ty  t\  qui  coupe  I1  axe  entre  «/,  ela^i,  on  doit  passei,  sur 
la  suiface,  du  point  in  au  point  /?2f  qui  estl'lioraologue  ou  le  syme- 
tiupic  de  m  dans  le  segment  (Mj()  Si,  au  conlraire,  on  suit  le 
diemm  i[j^i  qui  coupe  l'a\e  i  eel  entre  «A_  (  et  «/,,  on  obtiendia 
le  point  ?n2  s}mt  triqiie  de  ;??  dans  le  segment  (M^_,)  U  smL  c^e  ^a 
que  le  lacet  /,  r^tyt{  effectneia  sui  les  deuxmtegiales  parliculieies 
rclali\cs  au  segment  (Mj|_,)  precisement  Ja  substitution  hneaire 
par  laquelle  on  passe  de  ce  segment  au  suivant  (W") 

Lcs  deux  formes  canomques  de  cette  substitution  ont  ete  don- 
nees  au  n°28i  Elles  sont  contenues  dans  les  deux  syslemes  sui- 
\anls 

G(0=      e-'^GnCO, 
H(0=      e'afl  Hi(0< 

G(i)=      e 


qui  conMennent,  le  premier  au  cas,  ou  les  deux  elements  du  con- 
tour qui  se  croisent  au  sommet  «/;  sont  de  ineme  espece,  le  second 
an  cas  ou  ces  elements  sont  d'espece  difference  On  deduit  inimc- 
diatement  de  L\  qu'il  existe,  pour  le  point  critique  ffj,  deux  mte- 
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g  rales  G  et  H  Lelles  que  les  prodmts 

(t-arfG,    (t-«Af~*ll 
pour  le  pj.em.ier  cas,  et 


pour  Je  second,  soient  des  fonctions  unifonnes  dans  le  domaint- 
du  point  «/, 

Comme  les  quadratures 

fG*dt,    J'GUdi,     f'lVdi, 

qm  entrenl  dans  les  equations  pai  Icsquclles  sc  determine  la  sur- 
face, ne  peuvent  dcvemr  mfmies  on  indeteimmccs  dans  le  voisi- 
nage  de  la  valeui  «/,,  il  est  inadmissible  que  les  fonctions  iimfornies 
auxquellcs  nous  sommes  conduits  admeltent  le  point  «A  commc 
point  singulicr  esscntiel  Ce  point  ne  pent  cue  qu'un  pole  et, 
pai  suite,  V  equation  I  mean  e  devra  admelti  e  deux  integi  ales 
legulieics  a  e&posants  reels  On  voit  nieme  que  la  sommc  dcs 
exposants  de  ces  deux  integiales  sera  un  n  ombre  eiitier  ou  la 
nioitie  d'un  nombie  impair,  suivant  que  les  elements  du  contour 
qm  se  reumssent  au  sommet  considere  sont  de  mcme  espece  ou 
d'espece  djfferente 

291  On  pent  encore  etablir  tous  ces  lesultats  en  utilisant  les 
deuviepiesentations  conformes  de  (M)  Supposons  seulementque 
la  poition  dc  (M)  mfiniment  voisine  du  sommet  aj,  ait  une  repre- 
sentation spheiiqne  (S)  ct  une  lepiescntation  plane  (S)  paifai- 
lement  defmies  Alors,  en  suivant  la  maiche  indiqu^e  auv  n°b  131 
ct  133  et  apphquee  deja  dans  le  Chapitie  piccedent,  on  reconnait 
qu'avec  des  axes  convenablement  clioisis  la  valem  de  u,  dans  le 
voismage  du  point  t  =  a/t,  e^t 


c/f^-rz  etant  Tangle  dout  il  fan  I  fane  tourner  Tun  des  cotes  du  con- 
tom  clans  la  lepiesentation  splienque  (S)  pom  1'appliquer  s,ur  le 
suivant,  en  restant  toujonrs  dans  la  suiface  de  Riemann  qui  sert 
de  repiesentalion  sphdnque  a  (M)  De  meme,  dans  la  represenla- 
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Lion  plane  (2)  definie  au  Cliapitie  piecedenl,  il  faudia  fane  lourner 

Fun  des  cotes  du  contour  d'un  angle  n^-  poui   Tappliquei   sur  le 

sun  ant ,  n  sera  pair  si  les  deu\  elements  consecutifs  sont  de  meme 
especc,  c'esl-a-chre  si  les  portions  du  contour  cjui  se  leunisseiiL 
au  sommet  sout  toutes  deux  des  dioites  ou  touLes  deux  des  Lgnes 
de  couiLuic  planes,  il  sera  impan  dans  le  cas  contraue  On  aura 
done 


Ccs  deuK  valeurs  de  u  et  de  a-  permettent  de  dcleimmei  deux  mte- 
giales  paiticulieres  G(t]  etH(^)  On  deduit  en  cffet  des  formiileb 
(a)  et  (5)  le.s  valeurs  suivantes 

fh 


di  V  '•*•  \ldudt 

de  G  et  de  II    En  y  portant  les  dcveloppemenls  en  seric  ob-tenus 
poui  a-  et  pour  K,  on  tiouve  les  cxpiessions 


G=(t-  at)   ''        a?  (/  —  cr/), 

n  —  2      0.1. 


qui  inettent  en  evidence  la  forme  leguhere  de  G  et  de  H    II  seia 
plus  commode  d'ecure  pai  la  suite 


26  ) 


Le  nouveau  noinhre  entier  n/>  se  dctermmera  d'ailleurs  comme 
Tancieu  11  sera  pair  si  les  deux  cotes  consecutifs  du  contoui  sont 
de  meme  nature  nous  duons  alors  que  le  sommet  consideie  est 
depiemw/e  espece  II  sera  impair  si  les  deux  c6tes  consecutifs 
sont  de  nature  diflerenle  nous  dirons  alois  que  le  sommet  est 
de  seconde  espece 

Des  expressions  de  G  et  de  H,  on  deduit  par  les  foi  mules  (17) 
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celks  cle  p  et  cle  q   On  a  amsi 


(27 


p  = 


t  —  «/„ 


-+-  A  -t-  B  ( /  —  a  i 


4 


Ei(t  —  «/ 1 


A,  B,   ///,,  A,,  BI,          etant  des  coefficients  qiu  pomronl   t'lre 
mils,  mais  sonL  evidemment  reels 


292  Les  fonnules  precedentes  dependent  de  nomhres  cnUers 
qa'il  ne  seia  pas  toujoms  facile  de  fixer  a  pnoi  i  Nous  donneions 
plus  loin  des  relations  auxquelles  ils  doivenL  salisfaiie,  mais  il  no 
seia  pas  inutile  cle  monLiei  commenl  on  peal  les  deleimmei  im- 
medialemcnt  loisqn'on  a  une  idee  nette  el  une  vuc  generale  de  la 
surface  cherchee 

D'abord  vk  seia  deLermino  sans  ambiguile  si  Ton  apercoil  nelle- 
ment  la  represenlalion  sphenque  de  la  sin  face 

ELI  ce  ([in  conceme  ;?/,,  lemarrjuons  d'al^oid  que,  si  le  bommet 
considere  esL  a  distance  fuiie,  il  faudia  qae  les  integiales 


dememenL  imies  poui  t  =  «/,    Cela  clonne  la  iclation  d'megahle 


~—  a/-Hi>o, 


qui  devia  Lonjouis  elrc  verifiee 

D'anLie  part,  si  Ton  neglige  les  teimes  de  degre  supeueiu, 
1'equation  cle  la  surface  dans  lc  voismage  du  point  atl  esL  de  la 
forme 


(28) 


y 


(t  —  a/)-  , 


A  etant  nne  constante  quelconque  reelle  on  imaguiaue    Pai  con 
secpent,  lorsque  la  vanable  t  cleciira,  dans  la  partie  supeneuie 
cluplan,   an  demi-cercle  infmiment  petit  autoar   da  point  «/,,  le 
point  correspondant  de  la   suiface  decrira  un  petit  arc  de  cercle 
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—  Jf  -+-  i 


Get  angle  est  done  celui  donL  Louine  Ic  inyoa  vecleur  qui  ]omt  la 
point  de  la  surface  au  sommet  mfinimcnt  voism  quancl  on  passu 
cVun  cott  tin  contour  au  suivanl  11  est  evidcmment  connu  si  Ton 
a  une  jclee  geuerale  cle  la  foime  cle  la  surface,  sa  valeur  suffira  a 
cle  tei  miner  u/, 

293  Les>  loimes  de  G,  H,  p,  q  etant  deteimmees  dans  le  voi- 
sinage  de  LOUS  les  points  clu  plan,  il  est  aise  mamtenant  d'obleiur 
les  expressions  geneiales  de  p  et  de  g  Desjgnons  pai  la  leLLie  b 
les  %aleius  de  t  qui  coirespondent  aux  points  a  apparcnce  singu- 
here  leels  et  par  n' ,  Ii!  les  valeurs  coriespondantcs  de  1'exposanL  et 
flu  coefficient  h  qui  figment  dans  les  formules  (19)  Designons  dc 
meme  pai  les  lettres  c,  c,  les  Aalcuis  de  t  imagmaiies  conjuguecs 
coirespondantes  aux:  diffeients  points  A  appaience  singuhere  ([in 
sonl  deuv  a  deux  nnagmaires  conjugues,  et  soient  de  meme  n" , 
fi",  H\  les  valeurs  de  Tenner  n  el  cle  la  constanle  h  relatives  a  ces 
points.  D'apres  les  lesultats  etabhs  plus  liaut  et  les  formules 
(a;  ),  les  deux  fonctions 


t  —  b       xw  \  (  ~  c        t  — • 

t 


demeuieroni  Times  et  continues  pout  toutes  les  valeuis  finies  de  t , 
elles  dcviennent  d'ailleuis  nulles,  d'apres  les  formules  (27),  poiu 
t  =  ~jz  Ces  deux  fonclions  seront  done  nulles  pour  toules  les  \a- 
leurs  de  /,  et  Ton  pouna  posei 


_y 


P        ^  t-ai     '  ^  L~b        ^V  t-c 


n 
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11  faudra  de  pins,  pour  que  les  (bncLions  /;  cL  q  admettent  la 
forme  (22;  dans  Le  domaino  dc  I'mfmi,  cfue  les  consLanLes  satis- 
fassent  an\  equations 


T  "*"  a' 


Telles  sonL  les  relations  qui  deteumncnt,  autant  que  possible, 
1'equation  linc'aue,  il  faudia  leur  ajouLci  encoic,  pour  chacun  des 
pomls  d  appaience  singiiherc,  1'Lqualion  de  condition,  d'une  for- 
mation iacile,  pai  laquellc  on  cxprimc  quo  1'mlegiale  g^ncrale  ne 
contienl  pas  de  logarjthmcs,  dans  Ic  voismagc  cle  ce  point 

294-  L'equation  difl'drenticlle  une  fois  foimee,  le  piobleme  cst 
luin  d'etre  icsolu  II  y  a  encoic  a  examiner  deux  questions  ticb 
essentielles  Rcprenons,  ccs  segments  (M1^),  (M'l),  ,  (Mj*)  qui 
sont  les  symetiiqucs  dc  (M)  par  rapport  aux  chveis  elements  de  la 
cliaine,  et  soient,  par  exemple,  G(^),  H(^,)  les  valours  des  mte- 
f;  rales  qui  correspflndcnt  au  piemier  segment  Pour  passer  cle  ces 
valours  a  celles  qui  coriespondent  au  second  segment,  il  faut 
suivre  un  lacet  qui,  pailanl  du  point  /,,  penetrera  dans  la  partie 
supcrieme  du  plan  en  passant  cntre  «,  ct  a*,  puis  reviendra  au 
point  de  depart  en  passant  entre  a±  ct  a3  On  leviendra  alois  au 
point  t^  etles  nouvellcs  valeurs  de  G  et  de  H  seront  des  fonctions 
lineaires  des  ancienncs  Or  ces  nouvelles  valeurs,  nous  1'avons  deja 
remarque,  sont  commas  a  priori  On  les  obtiendraiten  eflectuant 
sur  les  mtegrales  primitives  la  substitution,  au  determinant  -+-  1 
ou  —  i  suivantles  cas,  par  laquelle  on  pent  passer  duectement  du 
segment  (M°)  au  segment  (M") 

Commc  ce  raisonnement  pent  s'appliquer  a  tons  les  lacets  de- 
cnts  autour  des  differenls  points  critiques,  nous  sommes  conduits 
a  la  conclusion  suivante 


j(-^  Livnc  in   —  OH  vr    \i 

II  ne  suffu  a  pas  de  savuu  foi  met  r equation  diffei  cnlielle , 
il  faudt  a  encore  expi  imer  que  deux  intrgrales  convenablemenl 
choisies  subissent  des  modifications  paijaitemenl  detei  nunees 
lojsgu'on  suit  an  cliemin  quelconque  /  amen  ant  an  point  de 
de  pen  I 

Ce  piobleme  esL  pose"  dcpvus  la  publication  des  recherclies 
iccentoh  sur  les  equations  Imeaires,  el  il  n'a  encoie  recu  de  solu- 
tion qne  pom  ceilains  cas  paiUculieis 

Quoi  qu'il  en  soil,  supposons  itisolue  cetle  piemiere  difliculte 
Une  enumeration  de  constanles  que  Ton  trouveia  dans  le  Memoire 
de  Riemann,  ct  que  nous  omettrons  ici,  monlie  facilement  que  1'on 
pouria  disposei  de  celles  de  ces  con^  Unites  qin  dcmeurenL  arbi- 
tiairespoui  identifier  le  contour  obtcnu  avec  celiu  qui  csl  clonne 
a  pi  ion,  c'est-a-dii e  que  Ton  aura  auLant  d'equations  qae  cl'mcon- 
nues  Mais  le  piobJeme  qiu  consisteiait  A  lesoudre  ces  equations, 
ou  a  Jemontiei  au  moms  qu'elles  sont  possibles,  n'a  pas  ete  traite 
d'une  maniere  generale  et  n'a  ete  examine  par  Riemann  que  dans 
un  cas  paiticnher,  qui  sera  etudie  plus  loin  au  nu  307  Tons  les 
exemples  compIetemenL  acheves  donnes  dans  le  Chapilre  prece- 
dent appailiennent,  comme  nous  1'avons  remaique,  d  la  classe  cle 
ceux  pour  lesquels  la  forme  du  content  est  entieremenL  defimc 
pai  la  direction  des  elements 

29o  On  pent  eclaircu  encoie  les  remarqnes  precedentes  en 
supposant  donnee  a  pi  ion  Pequalion  Imdane  (16),  dans  laquellc 
p  et  q  auronl  les  valenrs  deteimmees  par  les  form  tiles  (ag),  eL  en 
etudiant  ]a.  famille  de  surfaces  minima  (n°  283)  dcfinie  pai  cetle 
equation.  Pour  chacune  des  surfaces  de  cette  famille,  il  e\isle  un 
segment  ^M)  coiiespondant  aux  valems  de  t  dont  la  partie  reelle 
est  positive,  segment  paifaitement  contmu  et  limite  par  un  con- 
tour dont  la  representation  spherique  (S)  est  form6e  pai  des  aics 
de  grand  cercle  ou  de  petit  cercle,  se  coupant  consecutivement 
sous  des  angles  determines  Cette  dermeie  piopnete  a  etc  deja 
donnee  au  n°  13o  pour  une  equation  hneaire  plus  geneiale  et 
resulte  uniqiiemenl  cle  ce  que  1'equation  admet  deux  solutions 
pailicuheres  r^elles  dans  chacun  des  intervalles  reels  determines 
pai  les  points  singulieis  Considerons  mamtenant  la  representation 


LCS    rOIUIULES    DC    M      \M1LCRSTR\3S  4  7*) 

plane  (S)  definie  pai  la  foimulc 
ch 

r. 


Les  poi  Lions  da  conlour  qiu  dcvraient  elie  des  Jioitcs  onL  ici 
pour  lepiesenlation  des  dioiles  (o),  Louies*  parallcles  on  peipen- 
diculaires  les  uncs  au\  autrea  ,  il  en  cat  dc  mnne  pour  les  portions 
du  conlour  dc  (M)  qui  dcvraienl  cue  des  ligncs  de  combine 
planes,  elies  onL  pom  lepresciilalion  plane  des  dioiLes  (o')  qui 
fonlJAec  les  piccedenles  (o)  dea  angles  egaux  a  un  muUiple  im- 

paii  de  -    Si  done  on  a  clioisi  aibilrairemcnl  deux  soluLions  pai- 

liculitres,  G  el  II,  de  1'equaLion  lineaire,  on  pom  id  loujoniij,  ea 
les  mnlliplianl  par  une  memo  conslanle,  cc  qiu  nc  change  pas 
ICLII  lapporl  eL  ne  modifie  pas,  ]jar  conacquenL,  la  representation 
sphenque  de  la  suiiacc  minima  couespondanle,  donnci  a  la  con- 
slante  C  qui  fi^nie  dans  la  formulc  (3i)  un  aigiuncnl  tcl  quo  lea 
dioites  ^o')  deviennenl,  LouLes,  paicdlelcs  auv  a\es  cooidonnes, 
tandis  quc  les  dioiles  (o)  seronL  paiallcles  au\  bisseclriccs  cles 
niemes  axes  Alors  Louies  les  portions  du  conloui  qui  de\aienl 
elre  des  droiles  scronl  au  moms  des  lignes  asjmptoliques,  loutes 
celles  qiu  devaienl  elre  des  hgnes  dc  coiubuic  ailuecs  dans  de^ 
plans  coupanl  normalement  la  siufacc  seiont  au  moms  des  lignes 
de  courbuie 

Gomme  les  lignes  asymploliques  qui  jQgurent  dans  le  contoiu 
onlpour  reprcsenlalion  sphenque  des  arcs  de  ceicle,  el  les  scront, 
on  le  recommit  aisement,  des  helices  liacecs  sui  un  c^-lindic  qucl- 
coiique  si  1'arc  de  ceirle  appartient  a  un  pelit  cercle,  et  des  diojtes 
si  1'aic  appartienl  a  un  grand  ccicle  (')  De  meme,  les  lignes  de 


('}  D'apids  unc  proposition  enonccc  au  ua  112,  les  LangciUcs  d'unc  hgne  as^m- 
pLotiquc  sont  peipcndiculaiies  aux  langentes  conespondanles  de  Id  iepi6>enlaUoii 
bphcnquc  de  celte  hgne  II  suit  de  la  que,  si  une  ligue  as^mpLolique  aclmcLpoui 
image  sphenque  un  pent  ceicle  de  la  sphcie,  sus  langcntes  scioal  paialleles  auv 
i,reneiaLnces  iccliligncs  du  cone  cuconsciit  a  laspheic  iinvant  ce  ceicle,  ct  feiont, 
pur  consequcnL,  un  angle  constant  a-\ec  le  dianiLlre  peipeiuliculaiie  au  plan  du 
ceicle  La  hgne  asymploliquc  seia  done  une  lichee  ticicic  SUL  un  cjlinchc,  d'nil- 
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courbuie  qiu  figment  dans  le  contour  seionl  cles  ligne*  planes 
situees  clans  des  plans  coupant  obhquement  la  smface  si  elles  out 
pour  representation  splieuque  nn  aic  de  petit  cercle,  eL  des  lignes 
situees  clans  un  plan  normal  a  la  suiface  si  1'arc  qui  leurseit  de 
icpresentation  appaitient  a  un  grand  ceicle  Ainsi 

Pai  mi  les  MU  facet,  de  la  famille  definie  pai  L: equation  li- 
neaue,  ilenexute  une  infinite  (qui  dependent  de  quatie  para- 
metres  )  eels]  pom  Icsqnelles  le  segment  (TNI)  est  linnte  pai  des 
lignes  aiymptotiques  hehcoidales  et  des  lignes  de  coin  bare 
planes  se  succedant  suivant  le  meme  01  dre  que  les  di  oites  et 
les  plans  qui  composent  le  contoiu  donne  a  priori 

Lapiemiere  question  propose  dans  le  nmnero  precedent  s  in- 
lerpicte  done  geometuquement  de  la  mamere  suivanle 

Peut-on  choisir  deux  solutions  particulieics  G  et  II  cle  1'equa- 
tion  lineane  de  telle  mamere  qne  la  repiesentation  splieuque  clu 
contour  (M]  cle  la  suiface  correspondante  soit  compose'e  exclusi- 
veinent  d'aics  de  grand  cercle ? 

Considerons  une  siuface  quelconque  de  la  famille,  concspon- 
dante  a  deux  mtegiales  paiticuheres  deteiimnees  G'eiH',  et  pour 
laquelle  la  lepiesenlation  splieuque  du  contoiu  seia  un.  pohgone 
(P')  compose  d'arcs  de  petit  ceicle,  polygone  (P')  que  Ton  saura 
construire  si  Ton  a  mtegre  1'ecjuation  lin<5aue  Si  Ton  pose 

„  -      °  »'  -       Rf 

u---,          «_--,, 

oil  aura  evidemuient 

,    s  m  n'  •+-  n 

(ja)  u  =        ,          i 

I'll  -t-  q 

m,  n,p:  q  etant  des  constantes  aibitraires  et  inconnues  La  queb- 
tion  proposee  levient  evidemment  a  la  suivante  Peut-on,  pai 
1'emploi  d'une  transfonnation  de  la  foime  precedente,  substiLuei 
au  pol}gone  (P')  un  autre  polygone  (P),ie\clusivement  compose 
d'aics  de  giancls  ceicles7 


leuis  quelconque  HLCipioquement,  si  la  Iigne  asjrmplotique  est  une  lichee,  sa 
repiesentation  sphuiique,  on  le  icconnatt  aisemeut,  scia  un  petit  ceicle  de  la 
sphuc 
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Or  la  f 01  mule  (3a)  deflnil  ce  que  nous  avons  appcle,  an  n"  124, 
une  transformation  circulaue,  c'esl-a-due  one  tiansfonnation 
qm  ie"sulle  cl'un  nombre  pair  cl'imeisions  et  clans  laquelle,  a  im 
ceiclc,  coirespond  un  cercle  Pom  cjii'une  telle  li  a  reform  ah  on 
fasse  coirespondre  au  polygone  (P')  un  polygone  (P)  exclnsivc- 
ment  compose  d'aics  dc  giand  ccicle,  il  iautetil  suifil,  comme  on 
sait,  que  tousles  pelits  ceicles  qui  foimcTit  Ics  coles  de  (P')  soient 
oilhoyonauva  un  mcme  ceicle,  qui  seia  necessairemcnt  imagi- 
nairc  On  aina  ainsi  autanL  de  conditions  a  ecuie  qu'il  >  aura  de 
cutes  moms  3  Ces  conditions  sciont  necessaucnient  lianscen- 
dantes ,  mais,  d'apies  les  lecheiches  de  M  Scli^arz  relatives  au 
principe  de  Dinchlet,  clles  peuvent  toujoius  etre  resolucs  eL  pei- 
mcltronL  de  dcterminei  nn  nombic  eg-al  dc  conslantes 

Celte  premieie  difficulte  une  fois  levee,  onobtiendia  elTective- 
ment  dcs  smfaces  minima  hmitees  par  des  conLoms  don  I  les  ele- 
ments seiont  paralK'les  au\:  elements  coirespondants  clu  contoui 
cloune  a  pi  101 1,  el  )1  faudia  disposei  des  constantes  icstees  arbi- 
tiancs  pom  lendre  1'un  de  ces  contours  snpeiposable  au  contour 
doane  Cetlc  dermere  question  est  celle  clonL  I'eluclc  geiicrale  n\\ 
pas  encore  cle  cnlieprise 

Onremarqucra  les  caracleres  dislmclifs  cle  lamethode  employee 
dans  ce  Chapilre.  Lcs  propneles  relatnes  au\  deux  repiesenta- 
Lions  conlbimes  de  la  surface  n'y  inlervieiinenl  que  d'une  mamcre 
accessoire,  et  auiaient  me  me  pu  etre  completement  suppumees 
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CHAPITRE  XII. 

VPPLICATIOJVS    mVERSES    DF    L  V    MtTlIODr    PRLCCDEWTE 

Mullioile  unease  clans  laquelle  on  piend  comme  point  de  clipail  cci  lames  equa- 
tions Jilkientielles  lniLanes  dont  on  connait  l'mU,°iale  %uiLiale  —  Smlares 
que  Ion  pent  deduue  de  I'lqualion  <i  laquelle  satisfjiL  la  sene  hypei^eome- 
tiique  de  Gauss  —  Surfaces  dedmles  de  la  foime  \.II(it  —  a)"  adoptee  pour 
G(0  el  H(£)  —  Smface  minima  hmilee  pai  line  hgnc  In ISLC  plane  cL  une 
choite  parallcle  au  plan  de  la  liguc  misce  —  Pioblcmc  de  Geigonne  —  Sui- 
iates  dLclmtes  de  la  foimc  \[T0(/(«  — a)  \ll\t(t  —  b)  adoplLe  poui  G(t)  el 
H(f)  —  Surface  minima  limitee  pai  dcu\  poljrgoncs  feimes  silucb  dans  dcs 
plans  paiallelcb  —  Remaique  genciale  sur  Ics  moyens.  de  mullipliei  le  nomine 
deb  solutions  ilu  piohleme  —  Suiface  passanL  pai  liois  choites  sitiues  d  une 
maniLie  quelconque  dans  1'espace 


296  Le  piobleme  propos^  ue  pouvanL  etre  completementrosolu 
que  dans  le  cas  ou  1'equation  Iin^aiie  foimee  an  n°  293  esL  mte- 
»iaLle,  ou,  dumoms,  appaiUent  a  laclasse  decelles  pom  lesquelles 
on  peut  suivre  la  vanation  de  deux  mtegrales  dans  Louie  1'etendue 
da  plan,  on  est  naturellernent  conduit  A  une  niaiche  inverse  de 
celle  qm  A  ete  suivie  dans  les  deuxChapitres  precedents  II  semble 
prefeiable  d'etudier  dhectement  les  equations  du  second  oidre,  en 
Lies  petit  noinbre,  auxquelles  on  a  recormu  la  piopiiete  que  nous 
venous  de  lappeler,  c'est-a-dire  dont  on  sait  determiner  legioupe, 
et  de  chercliei  en  suite  quels  sont  les  contours  pour  lesquels  elles 
peuvent  donner  la  solution  du  piobleme  propose 

Au  piemier  lang  de  ces  equations,  il  faut  placer  celle  a  laquelle 
satisfaitla  sene  hypergeometnque 


Nous  a\ons  vu  (n°  136)  que,  si  a,  [3,  y  sont  reels,  le  lappoit  de 
deux:  solutions  particuheres  donne  la  lepresentation  sur  la  moitie 
supeneure  du  plan  d'une  aire  plane  ou  sph^rique,  plus  ou  moms 
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comple\e,  hmiteepar  LLOIS  arcs  cle  ceicle  Dans  le  cas  ouks  trois 
cercles  hmiLes  sont  orlhogonauv  a  un  cercle  imagmaiic,  on  pent, 
en  choisissanl  convenablement  deu\  solutions,  obtemr  la  lepie- 
•senlation  plane  rl'une  ane  spheiiquc  limilee  par  Liois  aics  cle  grand 
cercle  Ce  cab  est  caiaclcuse  (n°  136)  par  1'megalile 

^T-*)  r"-P)  r(a-r-'-Y)  np-r-r 


' 


a  laquelle  on  pent  clonnei  la  forme  plus  simple 
(3)  smaTC  sin  PTC  =1111  IY  —  '•>  '  )^  s"1'  i'  —  pji" 


Toutefois,  1'equatioii  A  lacjuclle  satisiait  la  sene  h}peigcome- 
tnquene  pent  pas  eLie  emplo}cesans  piepaialion  Nous  savonsque, 
pour  1'equation  hncaire  clonL  depend  la  solution  clu  piobleme  el 
qiu  a  ete  ioimi'e  au  n°  293,  la  somme  des  e\posanls  cles  deux 
integiales  leguhcres  relatives  a  cliaque  point  critique  doit  etie 
un  nombrc  enlier  si  le  sommet  couesponclant  cst  de  piemieie 
espece,  et  la  moitie"  d'un  nombre  impair  dans  le  cas  contiane  Oi 
les  exposants  relatifs  aux  clncrs  points  smguheis  de  1'equaLion  (i) 

son  I 

Puui  lu  ponil  o  o,  \  —  YJ 

Poui  le  poini  i  o,  Y  ~~  a  —  P  > 

Pom  le  point  co  y,  p; 

et  ne  satisfout  pas,  pai  consequent,  a  la  condition  que  nous  venous 
de  rappeler 

Mais  il  suffira  de  substituer  a  lafonction  0,  qui  satisfait  a  1'equa- 
tion  (i),  la  fonction  plus  geneiale 

\i.—i  i  —  i 

~ 


qui  est  detcrmmee  cgalement  pai  une  equation  du  second  oiclre, 
et  Ton  reconnaitra  ai  semen  t  qu'il  est  possible  dc  deteiminei  p  et  v 
de  manieie  a  satisfane,  poui  les  tiois  points,  a  la  condition  indi- 
quee  Cai  les  trois  equations  auxquelles  on  est  ainsi  conduit 


a-+-p  —  JJL 
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sont  toiijours  compatibles,  pouivu  que  les  nombies  enlieis  /?,  it1,  n" 
venfienl  la  i  elation 

n  -+-  n'  -+-  11   =  o, 

qui  determine  ;i"  loisque  n  et  n'  sont  connus 

Nous  venons  de  multiplier  8  par  des  puissances  de  I  ct  cle  t  —  / 
On    sail   qiiCj   si    ces  puissances  sont    comenablemenl  choisies, 
on  pent  ti  ouver  tiois  fonclions  qui   satisfont  a   une  equation   de 
menje  forme  que  1'equation  (i),  mais   ou  a,  (3,  y  ont  d'aulres  va- 
leurs   L'une  quelconque  des  quatie  equations  ainsi  obtenues  pour- 
rait  etie  choisic  et  condimait  toujouis  aux  mcmes  valeura  de  0 
Pour  ces  quatie  equations,  les  quantites  T  —  y,  ",  --  a  —  [i,  a  —  fi 
ont  les  memes  valeurs  absolues  et  ne   diffeicut  que  jjarlesjgne, 
nous  supposerons  quo  Ton  ait  choisi  celle  pour  laquelle  Ics  ine- 
g  allies  siu  van  tes 

'-,'>o, 
(b) 

sont  \  enfiees 

1297  Conformement  aux  r^sullats  clu  n°  136,  on  obticndia  1'e- 
quation  de  la  smface  minima,  en  pienant  pom.  G  et  H  les  valeins 
suivantes 

I  K  Sizl+i->  L-L! 

\  G  =  r«  -  'd-0  -    F(«-r-Y,  p  +  I_Yja_Vl  t), 

(7)     '.  L 

/  Lut  izii 

(  E=-Kt  *    (i-t)  *   F(a,|3,  Y,  0, 

G  etant  la  constaute  dont  la  \aleur  est  donnee  pai  la  foimule  (9) 
du  n°268, 


et  K  designant  une  constante  aibitrane 
Gomme  on  a,  d  apres  une  formule  conuue, 


(9) 
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on  deduna  de  la 


(ro) 


On  voit  que,  si  la  portion  du  contour  iclative  aux  valenrs  de  t 
comprises  enlre  o  et  i  est  unc  drone,  il  fauclra  prendie  pour  K- 
tine  valcui  leelle,  sinon,  K-  devia  elre  purement  imagmauc 

298  La  surface  que  nous  venons  cle  determiner  pouira  avoir  des 
formes  tres  vanees  dans  le  voisinage  dcs  sommets  du  contoiu. 
Cherchons  d'abord  a  quellcs  conditions  Fun  quelconque  de  ces 
sommets  seia  a  distance  Time 

Pour  le  sommct  (o),  le  plus  pctiL  des  e.vposants  est  '  -  ;  pom 

que  1'mtegrale   I  H2(t")d£  qm  hn  correspond  sou  lime,  il  faut  ct 

1  1  sii  f  (it  que  Ton  ail 

V  >° 

On  trouvera  cle  meme  pour  le  sommet  (i)  la  condition 

V   >0, 

ft  pom  le  sommct  (co)  la  condition 

p  >o, 


apics  a  von 

IJL  -h  v  —  2  —  2^=  —  I—  p, 


cc  qm  lamene  les  Equations  cntre  p,  v,  p,  </,  [3,  y  a  la  forme 


n 

2         ' 

n  •+•  n' 


Nous  allons  d'abord  examiner  si  les  trois  sommets  peuvent  etre 
.i  distance  finie 

Lespremieis  membies  des  Equations  piecedentes  etant  n^ces- 
sairement  positifs  ainsi  que  [JL,  v,  p,  on  am  a,  dans  le  cas  qm  nous 
occupe,  les  megaliths 

n  -t-  n' 
«>o,        n  >  GJ         — - — <  2, 

D  -  I  3i 
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qui  n'admetlenl  que  les  trois  solutions  sun  antes 


Dans  les  Irois  solutions,  ie  contoui  a  un  seal  sommel  de  pre- 
miere espece  On  peut  supposei  quM  conesponcle  a  la  \aleur  cc 
de  t,  et  1'on  \oit  amsi  que  les  deux  dernieis  cas  se  ramenent  an 
pi  em  ic i 

Les  suifaces  obtenues  sont  celles  qui  ontete  etudiees  au  n°  268 
et  leiirs  surfaces  adjomtes  qui  sont  limilees  pai  une  droite  et  pai 
deux  plans. 

299  Si  1'on  ^eut  que  la  surface  ait  un  secteur  mfini,  il  j  aura 
une  infinite  de  solutions.  II  suffiia,  pai  example,  de  piendre  pom 
les  entiers  n  el  n'  des  "saleuis  positives  dont  la  somme  soil  supe*- 
rieuie  a  3  Mais  on  peut,  avec  Riemann,  ne  consider  er  que  les 
secteurs  infims  ayant  une  forme  particulieie,  et  semblables  a  un 
helicoide  on  a  la  portion  de  1'alysseide  comprise  entie  deux  plans 
meridieus  Alors  il  faudra  que,  comme  cela  a  lieu  dans  I'lielicoidt; 
a  plan  directeui,  la  somme  des  exposants  des  deux  integrales  rt-- 
gulieres  lelatives  an  point  consideie  soit  egale  a  —  i  on  a  i,  sui- 
vanl  que  la  valeur  correspondante  de  /  est  lime  ou  mfinie  Si 
nous  supposonsque  le  secteur  mfini  coiresponcl  a  la  valeur  code  f, 
nous  trouveions,  en  exprimant  la  condition  piecedente, 

a  -*-  {3  —  |j.  — >  -+-  2  =  i , 
ce  qui  donne 

n  —  n'=  4 
Pienons 

n  =  }  +  h,         n'  —  2—  /i, 

nous  aurcms,  d'apres  les  formules  (i  i), 

li 

-  -  [x, 

(12)  h 

=  i—  --v, 

-p=      -p 
Si  les  deux  autres  sommets  du  contour  doivent  etre  a  distance 
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lie,  on  auia  necessairement 

[j  >  o,         ;  >  o 

Oa  d<5duit  de  la  et  des  equations  precedentes 

£>-Y,         j<.-(Y-«-P) 
,  pat  suite, 

/!>—  2,  ll<± 

1'on  prend  h  =  —  i,  on  obtient  le  systeme  suivani 


Ton  fait  h  =  o,  on  trouve 


i  —  Y  =  i  — 
a  —  (3  =  t  — 


[1  est  inutile  de  considerei  le  cas  ou  /i  =  i,  qui  se  ramene  an 
emiei  par  Tecliange  de  i  ct  de  i  —  i 

Pour  le  premier  cas,  correspondanl  aux  formules  (i3),  les  deux 
mmets  a  distance  flnie  sonL  de  seconcle  espece  La  chaine  se 
mpose,  soil  d'nn  plan  et  de  deux  choites  qni  coupent  le  plan  et 
se  coupent  pas,  soil  d'une  droite  et  de  deux  plans  qui  coupent 
droite 

Dans  le  second  cas,  qui  coriespond  auv  formules  (i4)  et  a  ete 
nsider6  par  Riemann  (n01  262  et  269),  le  contour  est  forme  de 
us  droites  dont  1'unc  coupe  les  deuv  autres 
Dans  Tun  et  Tautre  cas,  il  y  a  une  mfmitd  de  smfaces  passant 
i  un  contour  donne 

En  donnant  d'autres  valeurs  aux  nombres  entiers  cjiu  entient 
nsles  formules  (n),  on  trouveiait  d'autres  cas  dans  lesquels  le 
jnient  determine  ama  deux  ou  trois  secteurs  infims  Mais  deux 
ilement  de  ces  secteurs  pourront  6lre  lielicoidaux;  cai,  si  les 
isl'etaient,  la  somme  des  exposantsdes  six  integiales  reguheres 
atives  aux  trois  points  critiques  devrait  elre  egale  a  — i,  tandis 
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que  sa  valeur  est  i  dans  tons  les  cas  Nous  retiouverons  plus  loin, 
et  par  d'auties  methodes,  la  surface  passant  pai  trois  droites  et 
pour  laqnelle  les  tiois  segments  sont  hehcoidaux. 

300  Nous  allons  niamtenant  nous  donner  a  priori  des  valems 
de  G(t)  et  H(i)  qui  peimettront  de  resoudre  le  probleme  piopose 
dans  un  cas  Ires  etendn 

Prenons 


a  et  y,  jj  designant  des  conslantes  i-eelles,  A,  B  des  constantes 
quelconques.  Nous  supposerons  que  les  exposants  soient  lies  par 
les  relalions 


par  lesquelles  on  expnme  simplement  qne  la  valeur  co  attiibuec  a 
t  n'est  une  valeur  critique  pour  aucune  des  deux  fonctions. 

Les  seuls  points  smyulieis  des  integrales  G  et  H  correspondent 
alois  aux  valenrs  de  t  telles  que  «,  et  pour  que,  dans  le  voismage 
de  ces  points  singuhers,  G  et  H  sonenl  de  la  ioime  (26)  (n°  291), 
il  faudra  que  Ton  ait 


1'entier  n  etant  pan  si  le  sommet  conespondant  da  contour  est 
de  pieimeie  espece,  et  nnpaii  dans  le  cas  contraire  Les  relations 
(16)  nous  donnent  alors 


exammons  mamtenant  quel  est  le  contour  de  la  suiface  obtenue 
Le  calcul  de  o-  nous  donne 


(19) 


D'autre  part,  la  valeur  dc  z  est  determmee,  en  chaque  point  du 
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contour,  par  1'equalion 

ft  3 
(20J  -jfi  : 

Suppobons  que  les  consumes  A,  B  aienl  elti  choisies  de  telle  ma- 
niere  que  le  prod  in  t  A-B2  sou  reel   II  esl  evident  que  Je  prod  ml 


est,  on  i  eel,  ou  piuemenl  imagmaiie,  dans  cliacun  des  inlervalles 
i  tels  sepaiess  paries  valeius  singuheres  Soil  («A  tfj+i)  un  des  mlei- 

valles  pour  lesqucls  cc  produil  esl  itiel,  alors,  (-77)  elanl  puic- 
nient  imagmaire,  la  poilion  corrcspondanlc  du  conlom  seiaunc 
ligne  asymploliquc,  d'aulre  parl,  —  elant  nulle  d'apres  la  for- 

mulc  (20),  cetle  hgne  asymploliqnc  sera  dans  un  plan  paiallclc 
an  plan  des  jc.  y  .  ces  deux  condiLions  nc  peuvenl  elie  lemphes 
que  par  une  dioite  paiallele  an  plan  des  xy  Si,  an  coniranc, 

nous  considcrons  un  des  inlervalles  pour  Icsquels  ABTT(i  —  «)3 

esl  pincmenl  miagmaire,  il  suffiia  dc  passer  a  Ja  surface  adjoin  le 
el  de  icpcler  le  raisonncmenl  precedenl,  la  poriion  du  conloui 
de  la  surface  adjomle  relative  a  1'inlervalle  consid^r^  sera  nne 
clroile  parallele  an  plan  des  xy.  Done  (n°  285)  la  poriion  cories- 
pondanie  du  contour  de  la  surface  proposed  sera  foim<5e  par  une 
courbe  plane  situde  dans  un  plan  parallele  a  1'axc  des  z  el  que  la 
surface  coupeia  normalemenl 

On  oblienl  done  une  solution  du  piobleme  propos^/jow/'  le  ccts 
ou  le  contour  est  JOT  me  par  des  di  oites,  en  noinbte  quelconquc, 
patalleles  a  un  plan  fixe  (P)  et  par  des  plans,  egalement  en 
nombre  quelconque,  per  pen  diculau  es  an  memeplan(V)  II  serai  t 
aise  d'aillenrs  de  ddmontrer  que  celle  solulion  est  la  plus  generale, 
an  moms  si  Ton  suppose  qn'a  1'mldrieur,  ou  sur  le  contour  et  eu 
dehois  des  sommetsdu  segment  cherche,  ne  se  trou\eaucun  point 
ou  le  plan  tangent  soil  patallele  au  plan  (P)  ('). 


(')  Pour  ctablu    a  piion  la  foime  admise  dans  Je  tcvte,  supposons  que  le 
plan  (P)  soil  houzontal  et  ait  etc  pus  pour  plan  des  xy  Alors,  sur  cbaqueparlie 
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301.  JNous  mdiqueions  les  deux  applications  suivantes 

Preuons  d'abord  tons  ies  enLieis  n  eganx  a  zeio,  sauf  deux 

auxquels  nous  allnbuerons  la  valeur  —  2,  pour  satisfaire  a  la  le- 

lation  (18),  et  supposons  que  les  valeurs  a  de  L  coirespondantes 

a  ces  deux  deimeis  evposants  soient  o  et  co     Les  valenis  de  G  et 


du  contour,  la  noimalc  demciueia  paiallele  «\  un  plan  veilical  fi\e  cL,  pai  con- 
sequent, 1'aaginnent  de  u  seia  constant   Done  la  fonction 


dt 

sera  icelle  pour  Louies  les  -\dleurs  icellcs  de  t  CctLe  lonclion  a  dcs  poles  qui 
correspondent  aux  diveis  sommets  du  contom  ,  d'autie  part,  si  le  plan  tangent 
ne  devient  honzontal  en  aucun  point  situe  <i  I'lnleneur  du  segment  ou  sui  un 
cote  du  contouij  elle  ne  devient  infinie  pour  aucune  Aaleui  italic  ou  imaginanc 
de  t  differeute  cle  celles  qiu  couespoiident  auv  sommets  de  ce  contoui  On  a 
done 

d  \ogu  _  "^     a.' 
~dt      ~  2^  i—~a  ' 

et  Ton  deduit  de  la,  en  intdgiant, 


De  raeme,  la  fonction  ~  Uant  nulle  sur  toutcs  les  dioitet.  du  contoui,  le  pio- 

duit  GH  demcureia  riiel  quand  on  se  deplaccia  sui  chacune  dc  ses  clroiles  La 
consideration  de  la  surface  adjuinte  montie  que  Gil  seia,  au  contiauc,  puremenl 
imagmaire  sur  chacune  des  lignes  cle  couibuie  planes  du  contoui  On  dcduit  cle 

la,  en  considerant  encoie  la  fonction  C    °f    -I,  uue  GH  sera  cle  la  foimc 

dt          L 

~s~~r  - 

Les  deux  foimules  pitcedentes  donnent  bien  les  valeuis  de  G  ct  dc  II  admiscs 
dans  le  textc 

Si  Ton  veut  faire  intervenir  des  points  ou  le  plan  tangent  soit  hoiizonlal  el 
situes  soit  a  I'mteneur,  so  it  sui  le  contoui  du  segment,  il  siiffha  d'adjoindie  i  unc 
dcs  deux  mtegrales  G,  H  des  facteurs  tels  que 

on  b  seia  reel,  et 

ou  c  et  c,  serontdes  quantiles  imagmaires  conjugudes 
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dc  II  prendront  alois  la  ibimc  suivanle 


-  a )-« 

Si  le  produit  AB  est  icel  ct  si  les  cvposants  o  sont  tons  infe- 
ncurs  envaleur  absolue  a  \->  tons  les  sommels  corrcspondants  auv 

valeurs  finics  de  /  seront  a  distance  finic,  tandis  qu'il  y  auia  deuv 
secteurs  inflnis  concspondants  aux  valems  o,  co  dc  t  Nous  dc- 
tenmnons  ainsi  le  segment  (M)  de  surface  minima  campus  enli  e 
line  ligne  biisee  plane  composee  d'un  nombi  e  quelconque  de 
cutes  et  une  di  oiie  qui  est  parallels  an  plan  de  La  lignp 
bi  isee 

On  trou\e 

j  =  rjl/?  ,  \B  —  =  -iilaiAB  loo  t 

Coinnie  on  a 

loq  /  =  logp  -+-  to, 

p  designant  le  module  et  o  1'aigiunent  dc  /  qui  demeure  compus 
entreo  ct -n,  on  voit  que  z  vane  enlie  o  et  —  aAB?:  On  devra  dono 
prendre 

o  etant  la  distance  de  la  droite  au  plan  de  la  ligne  bnsee  Les  con- 
stantes  qui  demeurent  arbitiaues  se  delermmeront  par  la  condi- 
tion que  les  cotes  de  la  ligne  bnsee  aient  des  longueurs  donne'es. 
Get  exemple  comprend  comme  cas  paiticulier  un  de  ceux  qui 
ont  etc  traites  par  Riemann ,  il  suffil  de  supposci  que  la  ligne 
bnsee  se  rcdmt  anx  deux  cdtes  d'un  angle  pour  retrouver  le 
second  des  pioblcmes  signal6s  au  n°  262 

302  On  pent  liaiter  de  la  memo  mameie  le  probleme  de  Ger- 
gonne  (n°  265)  et  determiner  completcment  la  surface  minima  qiu, 
passant  par  deux  diagonales  opposees  d'un  paralldUpipede  droit, 
coupe  a  angle  droit  deuv  faces  laterales  opposees  de  ce  paiallele- 
pipede.  Pour  plus  de  simphcite,  nous  supposerons  le  parallelepi- 
pede  rectangle  (fig  21) 
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On  pent  toujouis  admettre  que  les  sommets  «,  b,  c,  d  du  con- 
tour correspondent  a  des  valcuis  de  t  que  nous  designeions  pai 


rt  etant  plus  petit  que  b    De  cetle  manieie,  les  combes  planes  be 
et  da  du  contour  conesponchont  an\  deuv  itilervalles  (  —  a,  4-  «) 
el  (b,  co  ,  —  &) 
On  doit  posei  in 

i   C, 

(  II 

avec  les  conditions 


—    , 


les  eulieib  ;^  etant  impairs,  puisque  Lous  les  sommels  du  coutour 
sont  de  seconde  espece  D'ailleurs,  commc  tons  les  sommels  sont 
L\  distance  finie,  nous  devons  avou 

(21)  «t>  --  »         pi>  --  » 

!2  -4 

et,  pai  consequent,  en  ajoutant, 


Les  quantites  nt  doivent  etre  superieures  a  —  2,   comme    leui 
somme  est  —  4  5  °a  a  necessairement 


et  les  conditions  (-i3)  se  ramenent  a  la  foime 

(25)  a,4-p,  =—  I 

Si  Ton  tient  compte  des  inegahtes  (24)5  on  voit  que  a<  et  J3, 
doivent  etre  compns  entie  o  et  —  -•  Par  suite,  la  difference  a,  —  [3, 

sera  infeneure  en  valeur  absolue  a  - 

2 

Or  (a,  —  JJZ)T:  mesure,  au  signe  pres,  1'un  des  angles  formes  par- 
ies deux  grands  cercles  qui  servent  de  representation  spherjque 
aux  deux  poitionsdu  contour  se  conpant  au  soramet  («),  si  Too. 
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designe  pai   a-  I'angle  de  la  djagonale  ab  avec  le  cote  ad1  du 
parallelepiped  e,  ces  deux  cercles  (out  enlre  eu\  les  angles 


Comme  (ut  —  (S,)?;  est  mfcneur  a  _-3  il  faudia  picndrc 


celte  equaliou,  jomtc  a  la  furmulc  (20),  donnc  leu  deu\ 
de  valeuvs 


I  X 

'i        -i 


a.,  = . 


P'  =  -7 


4        -s 


pour  a^  et  (ii£.  On  pourrait  faire  difTerenLes  comJiinaibons  dc  cc^ 
deux  syslcmes,  mais,  pom  oblenii  cello  qiu  correspond  l\  V,\ 
fig  21,  nous  remarqucions  que  1'on  a  ici 


Or,  si  1'on  se  reporte  a  la  figure,  on  voiL  qu'cn  prcnaiu  un 
determine  pour  la  normale,  on  a 


u  =  o,  on  a  cL  e»  d, 

u  =  co  ,         en  6  el  on  c  , 


il  faut  doac  prendre 


ce  qui  determine  completement  les  exposanls  ct  donne 


(28) 


_ 
B(a»—  *»)    ^     2 

A.     b*—t** 


i  _  a 

*      s 
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Si  1'on  suppose  que  le  plan  des  xz  ait  ete  pris  parallele  a  la 
lace  baled'  du  parallelepidede,  u  doit  etre  reellc  dans  1'mlervalle 

( —  a,  +  «),  il  faudra  done  que  ^  soit  reel    On   peul   d'ailleurs 

determiner  ce  lapportpar  diffe  rents  moyens 

Pat  exemple,  on  pourra  e\  primer  que  1'accroissemenl  de  x  est 
le  meme  en  valeui  absolne  quand  on  passe  du  sommel  b  au 
sommet  c,  on  du  sominet  d  au  sommel  a  En  sc  repoilant  aux 
equations  (3)  [p  454]  qm  defimssent  la  surface,  on  est  anisi  con- 
ihut  a  1'equation 

C"     *        "  f™' 

Eflectuons  clans  le  second  membie  la  substitution 

Ln  calcul  facile  donneia 


rt  {'equation  piendra  la  foime 


on  encore 


>  Tons  les  elements  de  1'mlegrale  dlant  positifs,   il  faudra  que 
1  on  ait 


On  prendra  clone,  pour  satisfaire  a  cette  equation, 


. 

~ 


i         a     1 
*&~s 
a      i        a 
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eL  Ics  valeurs  definitives  de  G£,  H£    scronl 


(29) 


b 


M  seia  une  constante  reelle      on  Ic  reconnait  immedialement  en 
cxprimant  que  -  -  est  nulle  pour  cliaque  point  de  la  dioite  ab 
Le  rappoiL  ~  se  detcrmmera  par  la  condition  que  Ic  parallele- 

pipede  al'inteneui  duquelse  trouvele  segment  dtteiminc  (M)soit 
semblable  au  parallelepipcde  domic"    Dans  Ic  cas  OIL  la  base  esl 

carree,  il  faudia  faire  u  =  ~  (') 

303.  Nous  venous  dc  monticr,  pai  1'iitude  de  deux  problemc*. 
paiticuliers,  le  parti  que  1'on  pent  tncr  dc  la  foime  g6nerale  des 
valeurs  de  G(£)  etH(0,  donnc'c  au  11°  300  En  continuant  1'apph- 
caLion  dc  la  methode  syntlittique  qiu  a  reussi  dans  les  exemplcb 
precedents,  nous  allons  ctudier  deux  formes  nouvcllcs  des  memes 
inLegrales,  qiu  dependent  des  fonctions  cllipLiqucs  et  nous  donnc- 
ront  une  solution  elegante  de  1'un  des  problemcs  ctudies  pai 
Riemaun. 

(i>(^)  et  5(0  clesignant  les  valeius  nouvclles  des  fonctions  G 
et  H,  prenons 

( (?(o  =  ATTna(«-«)TTe-Pf/-6)I 

(3o)  ! 


(^)  Si  1'on  clieichc  la  vdlcui  de  la  foncLion  rf(it)  de  M  Weicisliabs  iclalivc  a 
la  suifacc  que  nous  venous  de  deleimmei,  on  cst  condinL  i  un  lesullat  de  la 
iorme 


/ i  -\f          -\ 

V\b-au*)(a-l>u«) 

'ii  ictiouvc  la  fo 
dans  Ic  Mihnoae  que  nous  a\ons  citd  (11°  265) 


Pom  le  cube,  on  a  a  =  T  ct  Ton  ictiomc  la  foime  dc  J(u~)  clonnoe  pai  M  Scliwaiz 
4 
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Dans  ccs  forrnnles,  A  el  Bdesignent  deuxconstantcs  quelconques, 
«,  &,  a,  (3,  c/',  f}'  sont  des  constantes  reelles,  et  le  nombie  des 
constantes  «  n'est  pas  necessauement  egal  a  eel  ui  des  conslaiites 
b;  enfln  les  symboles  li  el  6  designent  les  tianscendanles  de 
Jacobi,  le  module  k  etant  suppose  reel  et  plus  petit  que  1'nnile 
En  icpetant  les  laisonnements  mdiqnes  dans  les  numeros  prece- 
dents, nous  leconnaissons  immediatement  que,  si  Ton  donne  a.  t 
des  vale u rs  icelles  quelconques,  le  contoui  de  la  surface  corres- 
pondant  a  ces  valeins  reelles  de  t  se  composeia  de  choites  paral- 
leles  au  plan  des  xy  ou  de  combes  situees  dans  des  plans  coupanl 
la  sin  face  a  angle  droit  et  paialleles  a  1'axe  des  z,  il  suffiia,  pour 
cela,  qnele  proclmt  A-B-  soit  leeletque  les  exposants  satisfassenl 
an\  relations 


ou  n  designeia  toujours  nn  nonibre  entiei  Mais  ici  se  preseutc 
une  cnconstance  tout  a  fait  exceptionnellc  si  1'on  change  t  en 
t-  H-  i  K-',  les  foi  mules  bien  counnes 


monlrent  immediatement  que  Cj(t)  el  $(f)  ne  changeront  pas  de 
forme  pourvu  que  les  exposants  soient  lies  par  les  relations 


que  nous  supposerons  venfiees    Alors  toutes  les  fonclions  H  sc 
changeront  en  fonctions  0,  et  reciproquement,  on  aura 


(32) 

Par  consequent,  si  1'on  a 

et  si  la  somme 

Sa(a-j-a')  — Si 
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est  un  multiple  de  K,  il  y  ama  sur  la  surlace  un  second  contour 
tout  semblable  au  premiei,  qiu  correspondra  a  UK  valours  de  t  dont 
la  partie  rdelle  est  quelconque,  mais  dont  la  partie  miagmaire  est 
iK!  Par  suite,  la  portion  de  la  surface  qiu  conltent  tons  les  points 
pour  lesquels  la  partie  imagmaire  est  compiise  cntie  o  ct  iK' 
lormera  une  ospece  de  bande,  limitee  par  deux  contours  djs- 
Lincts,  de  la  naluie  de  ceux.  que  nous  avons  cludies,  c'est-a-dire 
iormes  soit  de  dioites,  soit  de  plans  que  la  sin  face  coupera 
normalemcnt,  les  droites  etant,  toules,  paialleles  au  plan  des  xy  et 
les  plans  lous  paralleles  a  1'axe  des  z 

Pour  nous  bomei  au  cas  le  plus  simple  et  le  plus  mleressaut, 
nous  supposerons  que  le^  exposants  soient  lies  pai  les  iclations 

<33)  a'+sc  =  o,          p'+p  =  o 

Alors,  si  le  pioduit  AB  est  reel  et  si  les  evposants  c/,  [3  sont  tons 
mf(5rieurs  en  valeur  dbsolne  a  \,  la  bande  de  surface  dejd  defime 
sera  limitee  par  dcu\  ligncs  busees  situecs  dans  deux  plans  paral- 
Idlcs  au  plan  des  xy  Les  sommcls  de  I'liu  des  contours  conesjion- 
diont  aiix  valenrs 

de  I  et  a  ces  valeins  augmcntecs  de  multiples  de  2K,  ceuv  du  se- 
cond aux  valeuis 

<^t  a  ces  valeins  auginentecs  er;alcmcnt  dc  multiples  quelconqucs 
de  aK 

La  valeur  de  ^,  donnec  par  la  demiere  des  formules  (3)  [p  4->4]> 
dcvient  ici 

Si  done  on  pose 

(35)  ;ABK'=  — o, 

le  segment  de  surface  seia  tout  entier  compns  entre  le  plan  des 

xy  et  le  plan 

^  =  3 

La  penoclicite  des  fonctions  6  et  H  entiaine  d'ailleurs  cei tames 
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propnetes  de  la  smface,  si,  clans  les  expressions  de  (/  et  de  $,  on 
change  t  en  t  4-  aK,  un  calcul  facile  donne 


(3bj 

Ces  formules  defimssent  un  deplacement  parallele  a  1'axe  des  z 
Si  done  on  consiclere  seulement  le  segment  (M)  de  la  surface  qin 
correspond  aux  valeurs  de  t  lepresentties  par  des  points  a  1'mte- 
neur  du  parallelogramme  (aK,  zK')  des  deim-peiiodes,  ilsuffira, 
pour  obtenir  toutes  les  auties  parties  de  la  smlace,  de  faire  tournei 
le  segment  (M)  d'angles  egaux  aux  multiples  de  ZTzSv  antour  d'un 
axe  convenablcmeni  choisi,  parallele  a  1'axc  des  z  Nous  allons 
clieichcr  la  condition  pom  que  le  segment  (M)  forme  une  sin  face 
annulaire  feimee,  qui  seia  alors  necessauement  hmitee  par  deux, 
polygones  feimes,  et  dont  cliaque  point  conespondia  ainsi  a  une 
infinite  de  valeurs  de  t  qui  seront  egales,  a  des  multiples  pres  de 

2K. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  evidemmeut  que  les  valeurs  de 
d'~(0'  cj"(0  soieal-  penodiques,  ce  qui  aura  to uj ours  lieu  d'apies 
les  equations  (36),  si  1'on  a  1'nnique  lelation 


N  designant  un  nombre  entier.   La  piemiere  des  ec{nations  (3i) 
nous  donne  alors  la  relation 


ci  laquelle  devront  satisfaue  les  exposanLs  (i 

Gonsideions  mamlenant  une  section  plane  quelconque  dont  le 
plan  soit  parallele  au  plan  des  xy  Elle  correspond,  d'apies  la 
formule  (34)»  ^  une  'Naleur  de  t 


dont  lapartie  imagmaire  est  constante  Pour  que  cette  court  e  soit 
feroiee,  il  faudia,  comme  le  niontient  les  foimules  qui  determi- 
nent  la  surface,  que  les  deux  integrates 


^l/i  +  S  It 

*\          (S»  +  5' 

Jik 
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soienL  iiulles  touLes  les  deux  II  suffit  d'mlegier  le  long  d'im  rec- 
langle  pour  leconnailre  que  ces  deux  nategiales  serontnulles  pour 
ton  les  les  -saleurs  de  A,  si  elles  le  soul  pour  h  =  o 

En  resume,  si  les  Lrois  conditions  suivantes  sonl  \erifiees, 


&  r 

•' 


la  surface  minima  deLermindc  sera  un  segment  annulaire  (M),  a 
connexion  double,  compris  entie  deux  plans  paralleles  dontla  dis- 
tance esto  et  limile  par  deuxpolygones  feim.cs  quelconques  situes 
dans  ces  plans  Ces  deux  poLygoncs,  qui  n'ont  pas  necessairemenl 
le  ineme  nombie  de  cotes,  seront,  1'uii  et  1'aulre,  clel'especeN, 
c'esl-a-diie  qu'un  point  mobile  ne  pourra  revemr  au  point  de 
depart  apres  les  a^on  entieremeiil  parcoiuns  qu'apies  a\  on-  fait 
N  tom^s  compleis  On  rcconnait  aisemeut  que  le  nombre  de  con- 
stantes  aibitraires  contcnu  dans  la  solution  cst  precisement  egal 
ii  celui  des  aibiliaiies  qui  sont  necessaires  pour  la  determination 
complete  du  conloui 

Get  example  esL  le  deinier  de  ccux  qui  out  ete1  traiLc's  pai  Rie- 
mann  (n°  262)  On  pent  1'eLudicr  d'une  maniere  directe  en  sin- 
vant  la  methode  indiqnde  plus  liaut,  dans  hi  Nolc  du  n°  300  (') 

30-i.  Nous  developperons  mamtenant  unc  remarquc  generale 
qui  nous  parail  de  nature  a  faire  mieux  compiendre  le  caractere 
propre  des  solutions  preccdentes  Sou 

tW          dO 
(39;  ___./,__H(7«,  =  o 

1'equation  hn^auc  dont  deux  solutions  connues,  Gel  II,  doivent 
^tre   substituees   dan^   les  foi  mules  qiu  determmenl  la  surface 
SubstiLuons  a  la  fonclion  6  la  fonclion  plus  g-e'ne'iale  6|,  lide  a  0 
par  la  relation 

(40)  01  = 


(!)  Ricmann  avait  seulement  indiquc  que  le  probleme  pouvait  dLie  lusolu,  eL 
les  developpemenls  si  mleiessanls  donnes  sur  ce  sujet  dans  les  OEuvies  compleleb 
du  grand  geometre  (p  4TS  cl  smv  )  soat  1'ceuvic  de  M  H  Weber 
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11  et  S  etant  cles  fonclions  de  t  qui  seront  leelles  pour  les  valeurs 
leelles  de  t,  et  que,  pour  plus  de  simplicity,  nous  supposerous 
umformes  clans  toute  1'eteadue  du  plan  Subslituons  au  segment 
(M)  de  suifaoe  minima  de"teimme  par  les  deux  solutions  G  ct  H 
le  segment  (M( )  qui  serait  defini  par  les  nouvelles  fonctions 


nous  aliens  voir  que  ce  segment  (M,)  et  le  segment  (M)  sont 
hinites  I'un  et  1'autre  par  des  contours  qui  ne  sont  pas  nccessaire- 
ment  superposables,  mais  qui  sonl  au  moms  de  meme  espece 

Soit,  pour  fixer  les  ide"es,  (d]  une  droite  du  contour  de  (M), 
([in  correspond  A.  un  intervalle  reel  («^,  «;+i)  dans  lequel  vane  t 
Si  Ton  amene  1'axe  cles  y  a  etre  parallele  a  la  droite  (d),  il  faudia 
efTectuer  sur  G  et  H  nne  certaine  substitution  Imeaire  dont  la 
forme  a  ete  donnee  au  n°  282,  il  faudia  aussi  soumettre  G(  et  H( 
a  la  meme  substitution  lineane,  ou  a  une  substitution  donl  les 
<|uatie  coefficients  auraient  leui  signe  change  Si  done  on  desigue 
par  ^,  A,  otj  [L[  les  nouvelles  valeurs  de  G,  H,  G):  H,,  il  suit  de 
la  forme  Imeaire  des  lelations  (^i)  que  I'on  am  a 

,  i—  t  dli 

7"  =  =V/K    -    + 


s  designant  toujouis  I1  unite  positive  ou  negative 

Cela  pose,  donnons  a  t  la  valeur  icelle,  compuse  entre  «/  et 
<(A+I,  quiconvientci  un  point  dela  droite  (d),  g  et  h  seiont  toutes 
les  deuv  leelles  ou  toutes  les  deuxpurementimaginaires  (n°287) 
Puisque,  par  hypotliese,  R  et  S  sont  des  fonctions  leelles  pour 
toutes  les  valeuis  reelles  de  t,  g-,   et  /i,    seront,  comme  g  et  /i, 
toules  les  deuv  reelles  ou  toutes  les  deux  pmemeiit  imagmaircs 
Par  suite,  la  poition  du  contour  de  (M,)  qui  correspond  a  I'mter- 
valle  («/,  ri*+t  )  sera  aussi  une  droite  (d{  ),  parallele  a  la  droite  (rf) 
La  demons  tiation  se  ferait  de  la  meme  maniere  si  la  portion  con- 
feree du  contour  de  (M)  etait  situee  dans  un  plan  (P)  noimal  a 
!a  surface     la  portion  correspondante  du  contour  de  (M,  )  serait 
dans  un  plan  (P,)  paiallele  a  (P)  et  normal  a  (M,  )  ,  on  le  recon- 
natt  d'ailleurspresque  immediatement  en  passant  aux  surfaces  ad- 
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jomles  de  CM)  ct  cle  (M,)   La  pioposition  que  nous  avions  en  \ue 
cst  done  etablic  clans  toute  sa  general)  le 

Les  fonctions  R  et  S  poimonl  s'annulei1,  avoir  cles  poles  ou  des 
points  singuheis  cssentiels  II  en  lesulleia,  poiu  le  segmeul  (M,), 
cles  singular! Les,  ou  cles  points  cle  ramification,  ou  dcs  nappes 
mfinies,  ccilains  sonunets  du  contour  pourront  etre  rejetes  a 
L'infin.1,  on  ramenes  A  distance  finic,  ilpouria  y  avoir  des  station- 
nemenls  ou  des  lebiousscments  sur  cei  tames  paities  du  conLoar 
Nous  n'msisterons  pas  sin  loutc  ccLte  discussion  Le  point  essen- 
tiel  quc  nous  avons  voulu  mettie  en  evidence,  et  qiuest  impoitant 
pout  la  theorie  genc'ialc  des  equations  aux  denvecs  particlles,  esl 
le  siuvant  011  peul  Homer  une  infinite  cle  surfaces  minima,  de- 
pendant d'un  noinbie  lunite  ou  illimiLe  cl'arbitraircs,  qiu  contien- 
clronL  toutes  un  contour  dc  natuie  donnee,  en  sorte  quo  la  concb- 
Lion,  poiu  uue  telle  sinface,  cle  conlenu  un  contour  donne  ne  la 
detcunine  pout  ainsi  due  pas  et  ne  pennet  pas,  en  pailiculiei, 
dc  fixer  la  valein  ou  la  foimc  des  fonclions  arbiLraires  qui  enlrent 
dans  son  inlegiale  Lc  probleme  esL  susceptible  d'unc  soliUioii 
precise  et  deteinnnee  dans  le  cas  seulcincnt  ou  Ton  ajoule  les  con- 
ditions dc  conttnuite  mdiquees  dans  tons  les  c\einjjles  precedents 

305  IV f  J  -A  Sei  ret,  dans  un  article  msere  au  t  XL  cles  Complex 
rendits  ('),  a  montie  qu'il  existe  unc  infinite  cle  suifaces  minima 
passant  pai  deux  dioites,  ct  que  ces  suifaces  conliennent  clan.s 
Icur  I'cjudtion  unc  fonclion  aibitiauc  On  obticndra  loutes  ces 
surfaces  en  apphquant  les  reniai<[ues  piecedentes  au  piobleme 
particnber  du  11°  267  Les  bebcoides  obtenus  dans  cet  aiticlc  coi- 
respondent  a  des  valeuis  de  li  et  de  CT  qui  sont  de  la  forme  sui- 

vante 

G  =  t'»,        II  =  t-i-in  , 

si  on  poite  ces  valeuis  dans  les  for  mules  (4°),  on  ailra 
G,  =  «'«  /R  (s  +  ^) ,         Hi  -  i-'"-1  SK  (s-- 


(T)  J  -V  ScnncT,  Sur  let  moindie  surface  compi ise  entic  dcs  lignes  d/ottei> 
donnces,  non  sificcca  dans  le  mune  plan  (Complex  icndut,  L  XL,  p  1078,  iS5j ) 

La  mctiic  question  a  aussi  cLo  Liaise  pai  M  0  Bonnet  dans  le  Mcrnonc  dLj.i 
citti  Sm  I'einploi  d'u/i  nouveau  srsteme  da  vaiiablci,,  etc  (\on  Joumal  de 
Lioiiville,  2°  stuc,  t  V,  p  a^O) 

D    —  I  3? 


4yS  LURE    III     —    CHAP      \II 

on,  plus  simplement, 

G,  = /"'/I"',        ll^t-i-H'QSP, 
P  el  O  etant  des  fonctions  reelles  pouu  les  valeius  reelles  de  L 

308    Supposons  encoie  que,  a{,  «_>,        ,  as  elant  les  valeius  de 
/  iclatnes  aux  points  singulieis,  on  prenne  dans  les  formules  (4o) 

h  =o, 


Ions  les  nombieb  /if,  etant  enLieis  et  ajant  Icur  somnie  nulle    On 
obliendia  la  suiface  clefmie  par  les  equations 


-  =  -*)T  C 

Le  segmeul  de  celte  surface  qui  coiiespond  au\  ^aleu^s  de  <? 
dont  la  partie  imagmaiie  est  positive  cst  liimte  par  un  contour 
ilont  ions  les  elements  sont  paralleles  a  ceux  du  conloui  qui 
limile  Id  suiface  primitive  Ce  segment  n'offie  d  ailleurs  aucune 


cexlams    sommels  seulement  pouuont  ctre  rejetes  a 
lindin,   d'autres  lamenes  a  distance   finie 

Si  Ton  pienait  pour  R  une  fonclion  rcelle  quelconquc,  on  inUo- 
dunait  necessauement  des  singulariL^s,  mais  elles  pouiraient  ctre 
toutos  a  une  distance  finie  du  contour 

'Mi  -Aous  apphqucions  encoie  les  lemaiques  piececlentes  aux 
.liffMeulL-5  solutions  du  ptoblerne  que  nous  avons  oblcnues  au 
n°  ^(«)T  pai  1'cmploi  dc  Tequation  de  Gauss  Nous  avons  M.  que,  s. 
1  on  j)ose 


F  di  sij-naiil  une  solution  pailiculiere  de  1'equalion  de  Gauss,  les 
dcuv  ^aleuIS  (V  et  H  de  0  determines  par  les  foimules  (7;  defi- 
""-  ""'  une  suiface  minima  conlenant  trois  dioites  dont  les  ancles 
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quelconqnes    Substituons  o  0  la  fonction 


ouP(OelQ(^)desi°ncntdespohn6mcsieels,de  degres  w  —  i  el 
/Hiespcctnement,  n'ayanl  aucun  facteur  commun  Les  den\  va- 
leiusG,,  H,  de  0,,  obtenues  en  siibsliiuant  successivemenL  G  et 
Ha  0,  defmuont  nne  sin  face  minima  contenant  trois  droites  el 
ne  piesenlanl,  en  deliors  des  sommcls  qni  correspondent  aux 
valours  o,  i,  oc,  qne  des  points  de  ramification,  car  les  mtegiales 
G,  et  II,  sont  pailout  fmics  et  continues  et  ellcs  ne  s'annulenl 
jamais  simullanemcnl  en  dcliois  de  ce-.  sommcls  Klndions  le  cas 
le  plus  simple,  cclui  011  Ton  a 

(fa)  Oi  —  ct(i~  1 1  C-^~  -i-  \at  —  />(c—  /)](), 

les  conslaales  «,  &,  c  olanL  loutcs  i  colics  on  Louies  puremenl 
imaginaiics 

Alois  les  e\posanl5  des  six  inlegrales  legulieres  del'equalion  en 
I),  sonl  (') 


Pom  lc  puint  o 


u  -  -  [  ,,  —  i 


i  —  I  ;  — -  i 


Jc  point  i  Y  — «  — 3, 

J.  i  i  r ' 


U  -4-    i 


JIM  le  point  v-.  p  _  ^ _  _  j  (         y,  — 

Si  done  on  pose 


JJL  -H-    ;  2 


—  I 


p   7? 

9 


—  2  —  (  IJL  -+-  V  —  2  )  =    — 
i 


»,  /i',  ;i"seront  des  nombies  enticrs,  pairs  ou  impairs  suivant  qne 
lesomrnct  correspoadant  seia  de  premiere  ou  de  secondc  espece, 


{')  Pour  ceiUmes  leldLioas  ealre  a,  b,  c,  i\  csL  clair  que  quclquc^-uns-  cle  ces 
exposanls  pouiiaient  s'clever  Pdi  e\emple,  si  la  constante  b  esLnulle,  lc  premier 
i. \posant  relaiil  au  point  o  esl  augmenLL.  d'unc  unite,  el  la  somnac  clos  exposants 


5oo  Liviir:  in    —  CHAP    \ir 

eL  J'additiou  des  liois  equations  piecedentes  nous  donneia 


Si  les  deux  pieimeis  sommels  sont  a  distance  finie,  les  s 
;  --  i  et  ---  i  des  e:\posanls  pour  ces  deux  points  devronl  elre 


superiemes  a  —  i    On  am  a  done 

n  —  n  '  >  o 
el,  pai  consequent, 

n"    ^  2 

Le  lioisieme  sommetseia  done  a  1'infini,  et  la  surface  aura  un 
secteur  infini,  de  forme  plus  on  moms  compliqute  Nous  laissei  ons 
de  cole  1'examen  de  tonics  ces  hypotheses  et  nous  icinaiqnerons 
seulemenl  que  la  surface  pent  avoir  trois  sccteurs  infinis  logautli- 
niiques,  ce  qui  am  a  lieu  si  Ton  prend 

n  —  o,         n'  =  o,         n"  =  2 

Les  tiois  sommets  sonL  alors  de  ineme  espece  et  1'on  ohticnt  une 
surface  minima  passant  par  trois  dioites  dont  aucunene  rencontre 
les  deux  an  Ires  On  a 

p  —  Y  —  i,        v  =  —  (Y  —  a—  p), 

et  Ton  determine  les  valeurs  de  G,  et  de  H,  qui  font  connaitie  la 
suiface  en  subslituant  a  la  place  de  6,  dans  la  formule  (45),  les 
deuxvalenrs  de  G  etde  II  definies  pai  les  equations  (7)  Il/andra, 
dans  ces  equations,  icmplacei  \J  el  v  par  les  valeius  pitice'denies 
etprendie  pour  la  valeui  de  K2  une  constanLe  reelle  quelconque 
II  est  inutile  en  effeL  de  conserver  A  K-  une  valeui  aibitiaire  puis- 
qu'elle  vient  s'adjomdre  commefacteur  auxconstantes  «,  b,  c,  qui 
entient  dans  1'expression  de  6(  Si  Ton  prend,  par  exemple, 

(46)  ^=-=^3 


des  six  mtugiales  regulieies,  au  lieu  d'clie  egale  i  — i,  devient  dgale  i  zeio 
Nous  laisseions  de  cutel'ctudc  de  ces  cas  e\ceptionnels  qui  conduuaLent,  si  nous 
ne  nous  sommes  pas  trompt;,  a  diflereates  surfaces  paimi  lesqur-lles  &e  tiouve 
celle  qui  a  deux  secteurs  mfinis  hehcoidaux  et  qui  contient  trois  dioiles  dont 
deux  se  coupeut,  1'ensemble  de  ces  trois  dioites  n'etant  dailleuis  assujetLi  a 
aucune  autre  condition 
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la  foiinule  (9)  nous  donnera 


nous  aliens  faire  usage  de  cettc  iclalion 

Les  fonchons  G,  et  H,  que  nous  tenons  d'obtenir,  et  qui  deter- 
miaentla  surface,  dependent  de  six  constantes  aibitrrures  a,  6,  c, 
ff,  (3,  Y  II  est  ais(2  de  rcconnaitre  que  la  forme  clu  systeme  fonne 
par  tiois  droites  depend  egalemenl  de  si\  constantes  si  Ton  se 
clonnc,  par  excmple,  les  angles  dc  ces  droites  et  leurs  plus  courtes 
distances,  on  pomra  d'abord  construire  le  systeme  foinie  par  les 
deux  premieres,  et,  pom  determiner  la  troisicmc,  il  suffiia  de 
menei  a  deux  cjlmdies  de  revolution  ayanL  pom  axes  ces  deux 
droites  une  tangenle  commune,  parallele  a  une  droile  donnce  II 
semble  done  que  la  surface  determinee  dans  la  solution  pieccdente 
pouira  contenn  irois  droiles  quelconques  .  on  pent  mettie  ce 
poml  esseiiLiel  bors  dc  doute  en  employant  la  mcthode  suivante, 
qui  a  ele  donnce  pai  Riemann 

308  Nous  aliens  d'abord  completer  les  remarques  generales 
presentees  au  n°  29i2,  en  les  etendant  aucas  ou  un  sectcur  hehcoi- 
dal  infini  correspond  auv  valeurs  de  t  miinimcnl  \oismes  d'une 
valeur  singulicre,  que  nous  suppose)  oiib,  pour  fl\cr  les  idees,  egale 
a  z^ro  Alors  les  deux  integiales  legubeies  G  ct  II,  considciees  au 
n°  291,  auront  la  somme  de  lems  exposants  ^gale  a  —  i  ,  et  1'on 
pourra  poser 


En  substituant  ces  valeius  de  G  et  de  H  dans  1'expression  de  a-, 
on  aura 


(49) 

corame  (C-r-)     doit  etre  pure  in  en  t  imaginane  pour  les   valeura 
\  "*  / 

reelles  de  £,  on  voit  que  le  prodmt  AB  seia  ndcessairemcnt  leel 
Les  coordonnees  x,  y,  z  d'un  point  de  la  smface  s'obliennent 


LI\RC    HI    —   C1I  \.P      Kir 


en  subslitiianl  Jans  Jcs  iormules  (3j  (11°  281)  le-5  valeius  piece- 
denies  de  H  et  de  G    On  trouve  an  lesultat  do  la  forme 


(5oj 


—   0'   J, 


f),  6',   O'7  etant  deb  seiies  qui  s'annulent  pom  £  =  o 

En  leduisanl  les  valeurs  deo:  el  dejy  a.  leuis  termes  principaux, 
on  am  a 


on  encore 


Lorsque  le  point  variable  t  decnra,  clans  la  parlie  supeneiue 
du  plan,  nil  demi-cercle  infinnnent  petit  autoiu  de  I'ouginc,  x 
et  y  seiont  ties  giands  et  I'argumenL  de  ju  +  ly  augmentera  de 
/ITT  Gomme  on  passe  ajnsi  de  1'une  cles  dioites  du  contoia  A  la 
suivante,  on  voit  que  Tangle  du  secteur  infim  seia  egal  en  valeur 
absolue  a  hi: 

D'autie  part,  la  valeui  de  r,  leduite  a  son  premier  teime 

iABriJlllOg/, 

on  an  pvoduit  de  AB  pai  1'aigument  de  t  pus  en  sigue  contraire, 
variera  enlre  o  el  —  i Al37r  Si  o  designe  la  plus  conrte  distance  des 
deuv  droites  qin  him  tent  le  contour  infini,  on  auia  done 


53) 


Le  developpement  de  I'mvauant  (  c-^- }    seia  done  de  la  forme 

\dt ) 

o/u    r    t         „  i 


Ti 


et   son  premier  teime  s'expnmera  completemeiit  an  nioyen  des 
elements  geometriques  o  et  h   Ce  r&ullal,  du  a  Riemann,  est  tres 
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essentiel  et  nous  allons  en  faire  1'applicalion    Remarqnons  seu- 
lement  que,  si  le  secicur  infini  correspond  a  unc  valeur  mfinie 

de  2,   il  suffiia  de  changei    t  en  -  dans   la  formule  precedent,  ce 

6 

qui  don n era 

( 54  i  (  —  ]'  =  -5 7-  --  I  n-  ^  -i-  ^  -i-       ' 

309    Appliquous  a  1'exemple  que  nous  elndions  ces  remarqucs 
generales.  Les  angles  des  trois  secleurs  lielicoidaux  sont  ici 


Nous  les  designerons  par  In,  mn,  IIT:  respectivemenl 
D'auUe  part,  on  a  generalemcnt 


et  nn  calcul  facile  donnc  ici 


—  n], 


A,  B,  G  ajant  les  valeuis  suivantes 

A=(fi- 
(56)  B  =  ^aH-^V- 

C=(a-l,-r.*t 


Si  Ton  remplace  HG' — GH'  par  sa  valeur  deduite  de  la  foi 
miile  (4?);  otl  a 


Poin    /:  =o,   on  doit  trouver,  en  d^veloppant  suivant  les  puis 
sances  croissanles  de  £, 


io4  LIVBE  in   —  CHAP    \ir 

Q  designant  la  plus  'conrte  distance  des  deux  droites  qiu  hmitcnl 

le  secleui 

On  aura  done,  en  prenant  le  premiei  tcrme  de  ce  dtheloppe- 
ment  dans  la  formnle  (o'jj, 

(58)  G/  =  2ri 

La  consideration  des  deux  a  litres  points  donnerait  de  ineme 
(  58 )«  o'/?i  =  iKB,         o";i  =  2::C, 

o'  et  o"  etant  les  plus  coiutes  distances  des  droitcs  qui   coirespou- 
dent  au\.  secteurs  i  et  ce 

On  pent  done  considerer  A,  B,  C  corame  connues,  et  il  reste  » 
deduire  des  formules  (56')  les  expiessjons  de  b:  «,  c 

310    Ecuvons  ces  equations  sous  la  forme 


3c  / 

a  —  b  -( =  —  e"t  /  C  + 

*  V  4 

e,  sf,  s."  designant  1' unite  positive  ou  negative;  relmimation  de  a 
et  de  b  conduit  a  1'cquation  irrationiielle 


qiu  dtiteiimneia  c 

Si  Ton  cliassait  les  radicaux,  on  trouverait  une  equation  du 
quatneme  ordie  pai  lappoita  c2.  Nous  discuterons  cette  equa- 
tion seuleraent  dans  le  cas  ou  /,  m,  n  sont  mfeiieurs  a  i,  c'est- 
a-dire  ou  les  trois  secleui s  hehcoidauK  ont  des  angles  momdres 
que  T:  Alois  sj,  par  un  point  de  I'espace,  on  mene  des  paialleles 
aux  trois  droites  en  attnbuant  a  ces  paralleles  un  sens  conve- 
nable,  ZTT,  mr^  nr:  seiont  les  supplements  des  angles  formes  par  ces 
trois  paralleles 

/r,  mr>,  nr.  etant  les  angles  d'un  triangle  splienque,  on  a  les 
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inegalites 

i-t- 

I  -~ 

in  — 

n  > 

0 

t 

(61) 

i-+- 

m  — 

1  — 

n  ~^> 

0 

j 

i  -+- 

71     - 

1  — 

DI  ;> 

0 

3 

Pai  suite,  si,  clans  1'equation  (60),  on  fait  d'aboid 


et  si  Ton  substitue  a  la  place  de  c~  les  deux  valeurs  co  etc,  le  pie- 
mier  membre  sera  cerlamemcnl  negatif  pour  c=co,  niais,  pour 
c  =  o,  il  aura  un  signe  qiu  dependra  entitlement  cle  celui  dn 
facleur  £  On  pent  done  choisir  e  de  telle  maniere  que  les  lesul- 
tats  desdcu-v  substitutions  pi ecedentes  soient  desiynes  contiaires, 
cequiract  en  evidence  une  preinieie  racmeau  moms  cle  1'equation 
en  c~. 

Si  Fon  fait  mam  tenant,  sou 


e  =  e"  =  —  E 
SOlt 


on  trouvera  encore  deux  an  Ires  equations  nralionnelles,  cjui 
auiontchacune  aumomb  une  lacine  reelle,  ce  qui  donne,  en  tout, 
Lrois  racmes  reelles  cle  I'equalion  en  ca,  convenant  chacune  a  une 
forme  connue  de  1'equation  mationnelle  (60) 

Poui   separer  la  quatrieme  racme,  changeons  c  en  c'l,  liqua- 
tion (60)  piend  alors  la  forme 


(6o)a       {/ — ~  —  Azti/  B — I/      ^  ^ 

Adoptons  la  combmaison  suivante  des  signes 


A  -  ^     B 


en  supposant  que  j2  designe  la  plus  grande  des  quantites  ^,  - 
—     Si  nous  subslituons  mam  tenant  co  et  la  valeur 
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le  resultat  de  la  premiere  substitution  am  a  le  signe  <Je 

e  /  T-  in  -1-  n  —  i  , 

cest-a-dne  le  signe  Je  s,  d'apres  les  megalites  (61)    La  seconde 
substitution  donnera  un  resultat 


•\        if         ,   A       <f       V/V 

ml      '  i       n  1     /    ___   _    *  _ 

I  ,'     "77  —         7      <     ft  I  '      /i  i  / 

\     /-        /;i2  )      /-        /i'          i 

donl  le  signe  est  inconnu,  mais  ne  depend  nullement  de  £  On 
pourra  done  choisir  le  signe  de  z  de  tellemaniere  queles  resultats 
des  deux  substitutions  soient  de  signes  contraires,  et  1'on  aura 
amsi  mis  en  evidence  la  quatneme  racine  En  portant  buccessi- 
vement  les  valenrs  de  c  daus  les  foi  mules  (09),  on  deteimmera  les 
valeurs  conespondantes  de  a  et  de  &,  qui  seronl  reelles  si  Ton 
prencl  pour  c  nne  des  tiois  valeurs  reelles,  et  puiementimaginanes 
corame  c  si  1'on  emploie  la  demure  racme  On  voit  que  1'on  sera 
amsi  conduit  a  quatie  surfaces  differentes,  pouvant  toutes  etre 
acceptees 

Nous  ternnneions  ici,  avcc  le  premier  Volume  de  cet  Ouvrage, 
la  theone  des  suifaces  minima  et  1'etude  du  piobleme  deLagrang-e 
et  de  Plateau  Ce  piobleme,  qui  doit  compter  au  n  ombre  des  plus 
intciessants  que  Texperience  aitjamais  poses  aux  Geometies,  est 
aussi  un  de  ceu\  dont  les  progres  sont  le  plus  etroitement  b^s  a 
ceux  de  1'Anahse  modeine,  le  lecteur  1'aura  certamement  le- 
marque  en  etudiant  les  de^eloppement3,  peut-etie  trop  rapides, 
donnes  dans  les  trois  derniers  Chapitres 
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— -  Sui  faces  que  Ton  pent  dulunc  de  1'equalion  a  laquelle  satisfait  la 
sciie  kypeigeometnque  de  Gaiiaa  —  Sui  faces  ckdiutcs  de  la  ioime 
\rT(«  —  a}J  adoptee  pom  G(O  et  H(«)  —  Siufacc  minima  lunitee 
pai  une  ligne  biisee  plane  et  nne  dioite  paiallcle  au  plan  de  la  lijjne 
Lusee  —  Piobleme  dc  Geigonne  —  Sui  faces  ckcluites  de  la  foime 
Vll6c'(«  — o)  riHP(«  —  b)  fidoptue  pour  G(t)  ctH(i)  —  Suifacemi- 
nuna  limitce  pai  dcuv  poljgones  feimes  siiues  dans  des  plans  paral- 
Icles  —  Remaique  gendiale  MII  les  moyens  dc  multiphei  le  n  ombre 
des  solutions  du  piobkme  —  Siuface  passant  pai  Hois  choilcs  siUiees 
d'une  mameie  quclconque  dans  I'c^pace 

FIN  DK.  rv  TVBLK  DES  jivTifrtis  ni   iv  rnmiKnn  i'Ai\rii: 
D  —  I  33 


E  R  R  A  T  I 


P.igc  17^,  hgnc  17,  cut  lieu  dc  za  luc  z  —  :, 

Pd  go  irjo,  clans  la  Lioisicnie  cL  la  qualminc  foimuli,,  tcliangei  pailoul  a  el  a\ 
b  cl  b' 


Page  aSj,  inLiocluuc  le  piocluit  rfw  rfv  dans  Ic  second  niornbie  dc  l<i  foimulc 
qui  donnc  rfS  cL  vicnl  apiL>>  I'Lquation  (6) 
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